
Introduction �a la Calculabilit�eExamen de Seconde Session 1998Livres ferm�es. Dur�ee : 3 heures 30 minutes.R�epondez �a chaque question sur une feuille s�epar�ee sur laquelle �gurent votre nom etvotre section. Soyez bref et concis, mais pr�ecis.1. (a) D�emontrer qu'un langage est r�egulier si et seulement si il est g�en�er�e par unegrammaire r�eguli�ere.(b) Donner un automate �ni non d�eterministe et un automate �ni d�eterministe ac-ceptant le langage d�e�ni par l'expression r�eguli�ere suivante. Donner �egalementune grammaire r�eguli�ere g�en�erant ce langage.(b(a� [ c))+2. (a) D�emontrer que le compl�ement d'un langage r�egulier est un langage r�egulier.Donner aussi une proc�edure e�ective pour d�eterminer si un langage r�egulier Lest universel, c'est-�a-dire si L = ��.(b) �Enoncer les th�eor�emes du gonement (deux pour les langages r�eguliers et unpour les langages hors-contexte).(c) Le langage L = fw 2 ��jNa(w) > Nb(w)g, o�u Na(w) est le nombre de sym-boles a dans le mot w et Nb(w) le nombre de symboles b, est-il r�egulier ?Justi�er soit en pr�esentant une grammaire du type requis, soit �a l'aide desth�eor�emes du gonement.(d) Le langage L = fw 2 ��jNa(w) > Nb(w)g est-il hors-contexte ? Justi�ercomme au point (c).3. (a) Donner un automate �a pile acceptant le langage des mots de la forme(anb�cn) [ (a [ b)�ab(a [ b)�(b) Tout langage r�egulier est-il d�eterministe hors-contexte ? Justi�er.4. (a) D�emontrer que tout langage accept�e par une machine de Turing non d�etermi-niste est aussi accept�e par une machine de Turing d�eterministe.(b) Donner une machine de Turing d�ecidant le langage L = fa2ibiji � 0g5. (a) Existe-t-il des fonctions calculables qui ne sont pas primitives r�ecursives ?D�emontrer votre r�eponse.(b) Montrer que la fonction arrondi(x) qui renvoie le plus grand multiple de 10inf�erieur ou �egal �a son argument est primitive r�ecursive.6. (a) �Etant donn�e une �enum�eration w0; w1; w2; : : : des mots et M0;M1;M2; : : : desmachines de Turing, d�emontrer que le langage L0 = fwjw = wi^Mi accepte wigest dans la classe RE. 1



7. (a) Qu'est-ce qui distingue les transformations polynomiales utilis�ees pour d�emon-trer la NP-compl�etude des r�eductions utilis�ees pour d�emontrer l'ind�ecidabilit�e ?(b) Montrer que tout probl�eme NP-complet de taille n peut être r�esolu en untemps O(2p(n)) o�u p(n) d�esigne un polynôme.(c) Montrer que si L1 / L2, alors� si L2 2 P alors L1 2 P,� si L1 =2 P alors L2 =2 P.(d) �Enoncer le th�eor�eme de Cook. Le probl�eme SAT est-il d�ecidable ? Justi�er.(e) Montrer que le probl�eme de l'ensemble dominant d�e�ni ci-apr�es est un probl�e-me NP-complet. On dispose d'un graphe dirig�e G = (V;E) et d'un entierJ � jV j. Le probl�eme de l'ensemble dominant consiste �a d�eterminer s'il existeun sous-ensemble dominant V 0 � V de taille J ou moins (jV 0j � J); c'est-�a-dire un ensemble V 0 � V tel que pour tout sommet u 2 V � V 0, il y ait unsommet v 2 V 0 tel que fu; vg 2 E.Suggestion : Une transformation polynomiale du probl�eme de la couverture desommets (vertex cover) vers le probl�eme de l'ensemble dominant permet ded�emontrer que celui-ci est NP-dur. Pour rappel, le probl�eme de la couverturede sommets a pour donn�ees un graphe et une constante J . Il consiste �ad�eterminer s'il existe un sous-ensemble des sommets du graphe de taille auplus J qui couvre tous les arcs du graphe, �a savoir tel que chaque arc a aumoins une de ses extr�emit�es dans l'ensemble.L'id�ee de la transformation polynomiale est d'�eliminer les sommets isol�es,d'ajouter au graphe d'origine un sommet par arc et de relier chaque nouveausommet aux extr�emit�es de l'arc correspondant.
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