
Introdution �a la Calulabilit�eExamen du 28 août 2003Livres ferm�es. Dur�ee : 3h30.R�epondez �a haque question sur une feuille s�epar�ee sur laquelle �gurent votrenom et votre setion. Soyez bref et onis, mais pr�eis.1. L'ensemble des matries bool�eennes de dimension quelonque est-il d�en-ombrable? Justi�ez.Rappel : Une matrie bool�eenne de dimensionm�n (o�um et n sont deuxnaturels non nuls) est une matrie omportantm lignes et n olonnes dontles �el�ements peuvent prendre pour valeur soit 0, soit 1. Par exemple,A = � 0 1 01 1 0 �est une matrie bool�eenne de dimension 2� 3.2. Soit la grammaire r�eguli�ereG suivante d�e�nie sur l'alphabet � = fa;b;g :S ! S j "S ! S1 j S2S1 ! bS1 j aSS2 ! abS2 j S:Appelons L le langage g�en�er�e par G. On demande de :(a) onstruire un automate �ni non d�eterministe qui aepte L ;(b) onstruire un automate �ni d�eterministe qui aepte L ;() onstruire un automate �ni d�eterministe qui aepte le ompl�ementde L.3. (a) Soit le langage L d�e�ni omme suit sur � = fa;bg :L = fanan j n � 0g:Ce langage L est-il r�egulier? Si oui, donnez un automate �ni d�eter-ministe qui aepte L. Si non, d�emontrez qu'il n'est pas r�egulier.



(b) Soit l'alphabet � = f(;);p;q;^ ;_g. A�n de r�ealiser un �evaluateur deformules propositionnelles bool�eennes positives �a deux variables, ond�e�nit sur � la grammaire hors-ontexte G suivante :S ! p j q j C j DC ! (S ^ S)D ! (S _ S):D�emontrez que le langage g�en�er�e par ette grammaire G n'est pasr�egulier ; �enonez de fa�on pr�eise les th�eor�emes utilis�es.4. D�emontrez formellement que si LR est un langage r�egulier et que si L2est hors-ontexte, alors l'intersetion de LR ave L2 est �egalement hors-ontexte.5. (a) Dans le adre des fontions r�eursives, d�e�nissez :i. la minimisation non born�ee ;ii. la notion de pr�ediat sûr ;iii. la lasse des fontions ��r�eursives.(b) Montrez que toute fontion alulable par une mahine de Turingest ��r�eursive.6. Un (( �etat inutile )) dans une mahine de Turing est un �etat dans lequella mahine ne passe jamais, quelque soit son mot d'entr�ee. Soient unemahine de TuringM et un �etat e de ette mahineM . D�emontrez que leprobl�eme onsistant �a tester si l'�etat e est inutile dansM est ind�eidable.Suggestion : R�edution �a partir du probl�eme du langage aept�e vide.7. (a) D�e�nissez le probl�eme 3-SAT.(b) D�e�nissez le probl�eme VC (Vertex Cover).() Montrez que VC est NP-omplet.


