
Introdution �a la Calulabilit�eExamen du 24 août 2002Livres ferm�es. Dur�ee : 3h30.R�epondez �a haque question sur une feuille s�epar�ee sur laquelle �gurent votre nomet votre setion. Soyez bref et onis, mais pr�eis.1. L'ensemble des valeurs de x 2 R o�u la fontion tan(x) est disontinue est-ild�enombrable? Justi�er rigoureusement.2. Soit l'alphabet � = fa;b;g. On d�e�nit sur � les deux langages suivants : L1est le langage d�erit par l'expression r�eguli�ere (a�(a [ b)�b(b [ )�)�, et L2 estle langage g�en�er�e par la grammaire r�eguli�ere suivante :S ! aaA j "A ! bA j bS:On demande de :(a) onstruire des automates �nis non d�eterministes qui aeptent es deuxlangages ;(b) d�eterminiser es automates ;() onstruire un automate qui aepte le ompl�ement de L1 et aluler sonintersetion ave l'automate d�eterministe qui aepte L2. Que peut-on end�eduire sur la relation entre L1 et L2?3. Supposons que l'on ajoute �a la d�e�nition des expressions r�eguli�eres un nouvelop�erateur Æ d�e�ni omme suit : si � et � sont deux expressions r�eguli�eres,alors (� Æ �) est �egalement une expression r�eguli�ere, et L((� Æ �)) = fw 2L(�) j (9x 2 ��)(9y 2 L(�))w = xyg (i.e. L((� Æ �)) est le langage des motsappartenant �a L(�) qui ont un suÆxe dans L(�)). Tout langage d�enot�e par enouveau type d'expression r�eguli�ere est-il r�egulier? Justi�er.4. Enoner et d�emontrer le th�eor�eme du gonement pour les langages hors-ontexte.5. Soit l'alphabet � = fa;b;$g. Construire une mahine de Turing qui, en d�e-marrant de la on�guration (s0;";$w$) o�u s0 est l'�etat initial de la mahine eto�u w 2 fa;bg�, s'arrête dans la on�guration (sf ;";$w0$g) o�u sf est un �etataepteur de la mahine et o�u w0 est d�e�ni ainsi :w0 = 8<: ajwj�i�1w0 : : : wi si il existe i 2 N pour lequel wi = b;et si pour tout j tel que i < j < jwj, on a wj = a ;w sinon.



Remarque : Pour rappel, wi d�esigne la iÆ lettre du mot w, l'�enum�eration om-men�ant �a z�ero.6. (a) Le nombre de G�odel d'un mot w = w0 : : : w` d�e�ni sur un alphabet �omportant k symboles, est le naturel gd(w) �egal �a :lXi=0 (k + 1)`�igd(wi)o�u l'on a pr�ealablement attribu�e �a haque �el�ement a de �, un naturel gd(a)ompris entre 1 et k. Soit maintenant une fontion f(x) dont l'argumentx est le nombre de G�odel d'un mot w sur l'alphabet � et dont la valeurf(x) est d�e�nie omme �etant la longueur (i.e. le nombre de arat�eres)du mot w enod�e par x. Montrer que ette fontion est ��r�eursive.Remarque : Toutes les fontions ��r�eursives �etudi�ees au ours th�eoriqueet aux r�ep�etitions sont onsid�er�ees omme �etant onnues.(b) Cette fontion est-elle �egalement primitive r�eursive? Justi�er.Remarque : Toutes les fontions primitives r�eursives �etudi�ees au oursth�eorique et aux r�ep�etitions sont onsid�er�ees omme �etant onnues.7. (a) D�e�nir la lasse R et la lasse RE. Le langage L2 de la question (2)appartient-il �a la lasse R? A la lasse RE ? Justi�er.(b) Existe-t-il des langages qui ne sont ni dans la lasse R, ni dans la lasseRE ? Si oui, donner un tel langage et d�emontrer qu'il n'appartient ni �aR, ni �a RE. Si non, justi�er.() Soit M une mahine de Turing et s0 son �etat initial. Montrer que leprobl�eme onsistant �a tester si on passe au moins deux fois par s0 dansl'ex�eution de M sur le mot vide, est ind�eidable mais r�eursivement�enum�erable.Suggestion : R�edution �a partir du probl�eme L" onsistant �a tester si lemot vide appartient au langage aept�e par une mahine de Turing.8. (a) Enoner le th�eor�eme de Cook.(b) Est-il possible de d�eouvrir un algorithme polynomial qui r�esolve le prob-l�eme SAT? Expliquer. Votre r�eponse s'applique-t-elle �egalement au prob-l�eme du voyageur de ommere? Justi�er.() Donner et justi�er la struture d'une preuve permettant de d�emontrerqu'un probl�eme est NP-omplet.


