
Introdution à la CalulabilitéExamen de Septembre 2001Livres fermés.Durée : 3 heures 30 minutes.Sur haune de vos feuilles d'examen, indiquez votre nom, prénom et setion.Des réponses brèves mais préises sont souhaitées.1. Soit L, un langage dé�ni sur l'alphabet fa; bg. L se ompose de tous les mots ontenantau maximum un b ou au minimum 3 a.(a) Donnez une expression régulière représentant le langage L.(b) Donnez un automate �ni non-déterministe aeptant le langage L.() Donnez un automate �ni déterministe aeptant le langage �� n L.2. Soit le langage L = (ab)ndn.(a) Énonez les théorèmes du gon�ement pour les langages réguliers.(b) Démontrez à l'aide d'un théorème du gon�ement que le langage L n'est pas régu-lier.() Construisez un automate à pile aeptant L.3. Soit la fontion C(x; y) qui donne le oe�ient bin�mial de x et y (hoix de y objetsparmi x objets di�érents).Pour rappel, C(x; y) = x!y! (x�y)! . Ainsi, C(4; 2) = 4!2! (4�2)! = 6La fontion C(x; y) est-elle primitive réursive ? �-réursive ? Justi�ez.Remarque : Il n'est pas néessaire de redémontrer le aratère primitif réursif ou �-réursif des fontions vues au ours théorique.4. Construisez une mahine de Turing alulant la fontion f(x; y; z) = 2 � (x+ y+ z), x,y et z étant représentés en notation unaire : la on�guration initiale est :(s0; �; 0 1::1|{z}x 0 1::1|{z}y 0 1::1|{z}z 0### : : :)et la on�guration �nale doit être :(sf ; �; 0 1::1|{z}2�(x+y+z) 0### : : :):Veillez à dérire le omportement de la mahine en français et sous forme de diagramme,ainsi qu'à limiter le nombre d'états. 1



5. La non-alulabilité(a) Dé�nissez les lasses R et RE.(b) Démontrez que R est stritement inlu dans RE.Remarque : Il n'est pas néessaire de démontrer les résultats auxiliaires que vousutilisez.() Montrez que le problème onsistant à déterminer si une mahine de Turing donnéeadmet une exéution in�nie est indéidable.6. Un problème NP-omplet est-il déidable ? Justi�ez.7. Montrez que le problème de la ouverture d'ensemble dérit i-dessous est NP-Complet.Données :� Un ensemble �ni X d'éléments.� Une famille F de sous-ensembles si de X (X = Ssi2F si).� Un entier k.Problème :Existe-t-il une ouverture d'ensemble C � F ouvrant X et dont la taille estinférieure à k (j C j� k et X = Ssi2C si) ?Indiation : Montrez qu'il existe une transformation polynomiale du problème de laouverture de sommets (Vertex Cover) vers le problème de la ouverture d'ensemble.
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