
Introdution �a la Calulabilit�eExamen de janvier 1999Livres ferm�es.Dur�ee : 3 heures 30 minutes.Sur haune de vos feuilles d'examen, indiquez votre nom, pr�enom et setion.Des r�eponses br�eves mais pr�eises sont souhait�ees.
1. Soit L le langage sur l'alphabet fa; bg d�erit par l'expression r�eguli�ere (ab)�(bab [ b).(a) Donnez un automate �ni non d�eterministe aeptant le langage L.(b) Donnez une grammaire r�eguli�ere g�en�erant le langage L.() Donnez un automate �ni d�eterministe aeptant le langage L.(d) Donnez un automate �ni d�eterministe aeptant le ompl�ementaire de L.2. Soient E1 et E2 deux ensembles d�enombrables. Montrez que l'ensembleE1 � E2 = f(x; y) ��x 2 E1 et y 2 E2g est d�enombrable. En d�eduire que l'ensembleE = f(x; y) ��x; y 2 IN et x + y est impairg est d�enombrable.3. �Enonez un th�eor�eme du gonement pour les langages hors-ontexte.4. D�erivez un automate �a pile aeptant le langage L = fanbm ��n > mg. Le langage L�est-il hors-ontexte ? Si oui, d�erivez un automate �a pile l'aeptant. Si non, justi�ez.5. Fontions primitives r�eursives.(a) Soit q(x; y) un pr�ediat primitif r�eursif sur IN2. Montrez que la fontion suivante(maximisation born�ee) est primitive r�eursive :�i � m q(x; i) = � le plus grand i � m tel que q(x; i) = 10 s'il n'existe pas de tel i(b) La fontion primitive r�eursive pair(x; y) = 2x3y permet de repr�esenter de fa�onunivoque une paire d'entiers par un seul nombre. Nous nous int�eressons �a ses deuxfontions inverses. Construisez deux fontions primitives r�eursives �rst et seondtelles que pour n = 2x3y, �rst(n) = x et seond(n) = y ; la valeur de es fontionspour un argument n'�etant pas de la forme 2x3y pourra être quelonque. Outre lesfontions arithm�etiques lassiques, on pourra utiliser la fontion suivante qui estprimitive r�eursive 1



divise(x; y) = 1 si x divise y et 0 sinon6. D�erivez une mahine de Turing qui supprime le premier arat�ere de son argument,'est-�a-dire qui partant d'une on�guration initiale (s; "; xw) o�u s est l'�etat initial,x 2 fa; bg et w 2 fa; bg� (la tête de leture est alors au d�ebut du ruban) s'arrête dansune on�guration (q; w; ") o�u q est un �etat aepteur (la tête de leture est alors �a la�n du mot w).7. Soit v et z deux mots. On dit que v est un fateur de z s'il existe deux autres mots,�eventuellement vides, x et y tels que z = xvy. Soient L un langage aept�e par unemahine de Turing M et v un mot. Le probl�eme P onsiste �a d�eterminer s'il existe unmot de L dont v soit un fateur.(a) Montrez que P 62 R.Sugestion : utiliser le fait que le probl�eme onsistant �a d�eterminer si le langageaept�e par une mahine de turing est vide est ind�eidable.(b) Montrez que P 2 RE.8. Donnez les d�e�nitions des lasses de omplexit�e P, NP et NP-Complet.9. Montrez que le probl�eme de la Clique d�erit i-dessous est NP-Complet.Donn�ees :{ Un graphe G = (V;E) o�u V est son ensemble de sommets et E � V � Vl'ensemble de ses ars.{ Une onstante J 2 IN.Probl�eme : G ontient-il une lique de taille J ou plus, 'est-�a-dire, un sousensemble V 0 � V tel que jV 0j � J et tel que tout ouple de sommet dans V 0 estreli�e par un ar dans E ?Suggestion : Faire une r�edution �a partir du probl�eme de la ouverture (VC) et on-sid�erer le graphe G0 = (V; �E) o�u �E est le ompl�ementaire de E. Rappel, le probl�emede la ouverture est le suivant. �Etant donn�e un graphe G = (V;E) et un entier K,existe-t-il un sous ensemble V 0 � V tel que jV 0j � K et pour tout ar (x; y) 2 E, x ouy appartienne �a V 0.
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