
Introduction �a la Calculabilit�eExamen de janvier 1998Livres ferm�es.Dur�ee : 3 heures 30 minutes.R�epondre �a chaque question sur une feuille s�epar�ee sur laquelle �gurent nom,pr�enom et section. R�eponses br�eves, concises et pr�ecises souhait�ees.1. (a) D�emontrer qu'un langage est r�egulier si et seulement si il est accept�epar un automate �ni.(b) Donner une grammaire r�eguli�ere g�en�erant le langage d�e�ni par l'ex-pression r�eguli�ere suivante. Donner �egalement un automate d�etermi-niste acceptant ce langage. (a(b [ c�))�2. (a) �Enoncer les deux versions du th�eor�eme du gonement pour les langagesr�eguliers.(b) D�emontrer que le langage fambnjm = n2g n'est pas r�egulier.(c) En utilisant la notion d'automate �ni, d�emontrer que si L1 et L2 sontdes langages r�eguliers, L1 \ L2 est aussi un langage r�egulier.3. (a) Dans le cadre des automates �a pile non d�eterministes, d�e�nir les no-tions de con�guration, d�erivation en une �etape, en plusieurs �etapes,d'ex�ecution sur un mot w et de langage accept�e.(b) Soit le langage L = fanbmjn 6= mg. Montrer que L est un langagehors-contexte.(c) �Etablir un tableau comparatif des propri�et�es de fermeture concernantl'union, l'intersection et la compl�ementation pour les langages hors-contextes et les langages d�eterministes hors-contextes.4. (a) D�e�nir les notions de langage accept�e et de langage d�ecid�e par unemachine de Turing.(b) D�ecrire une machine de Turing calculant la fonction f(x) = 2x,x �etant repr�esent�e en binaire et ayant son bit de poids le plus faible setrouvant dans la premi�ere case du ruban de la machine de Turing.1



5. (a) D�e�nir les notions de fonctions et de pr�edicats �-r�ecursifs.(b) Montrer que le pr�edicat CarreParfait(x) qui est vrai si et seulement six est un carr�e parfait est un pr�edicat primitif r�ecursif.6. (a) D�emontrer que pour tout langage L, si L et �L sont dans la classe RE,alors L et �L sont dans la classe R.(b) SoitM une machine de Turing. Montrer que le probl�eme de d�eterminersi le langage accept�e par M est hors-contexte est ind�ecidable.7. (a) D�e�nir les notions de machine de Turing polynomiale, transformationpolynomiale, classes P, NP, NPC.(b) D�emontrer que le probl�eme de la couverture de sommet (vertex cover)est un probl�eme NP-complet. Pour rappel, ce probl�eme a pour donn�eesun graphe et une constante j. Il consiste �a d�eterminer s'il existe unsous-ensemble des sommets du graphe de taille au plus j qui couvretous les arcs du graphe, �a savoir tel que chaque arc a au moins une deses extr�emit�es dans l'ensemble.(c) �A l'aide d'un diagramme, repr�esenter les relations d'inclusion existantentre les classes P, NP, NPC, EXPTIME, R, RE, les langages r�egulierset les langages hors-contextes.
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