
Introduction �a la Calculabilit�eExamen de janvier 1997Livres ferm�es.Dur�ee : 3 heures 30 minutes.R�epondre �a chaque question sur une feuille s�epar�ee sur laquelle �gurent nom,pr�enom et section. R�eponses br�eves, concises et pr�ecises souhait�ees. Les ques-tions pr�ec�ed�ees de � sont l�eg�erement plus di�ciles que les autres, elles ne n�eces-sitent pas une r�eponse tr�es longue, mais un peu de r�eexion.1. (a) Dans le cadre des automates �nis d�eterministes, d�e�nir les notions decon�guration, d�erivation en une �etape, en plusieurs �etapes, d'ex�ecutionsur un mot w, de langage accept�e et la notion d'�equivalence entre deuxautomates.(b) Donner une grammaire r�eguli�ere g�en�erant le langage d�e�ni par l'ex-pression r�eguli�ere suivante. Donner �egalement un automate d�etermi-niste l'acceptant. (a [ b)�bd:2. (a) �Enoncer et d�emontrer la deuxi�eme version du th�eor�eme du gonementpour les langages r�eguliers.(b) D�emontrer que le langage fambnjm2 < ng n'est pas r�egulier.3. (a) D�e�nir la notion d'automate �a pile.(b) Donner un automate �a pile acceptant le langage des mots de la forme(a [ b)�c(a [ b)� o�u le nombre total de a �egale le nombre total de b.(c) Montrer comment ramener une grammaire hors-contexte �a une gram-maire dont toutes les r�egles ont une des deux formes suivantes :{ A! � o�u � d�esigne un symbole terminal;{ A! v o�u jvj � 2.Utiliser cette transformation pour montrer que le probl�eme de l'appar-tenance d'un mot au langage g�en�er�e par une grammaire hors-contexteest d�ecidable. .../...1



4. (a) Montrer que la fonction racine(a) qui renvoie la partie enti�ere de laracine de a (c.-�a-d. le plus grand naturel i tel que i2 � a) est primitiver�ecursive.(b) Pourquoi introduit-on la notion de pr�edicats sûrs dans la d�e�nitiondes fonctions �-r�ecursives ?5. (a) Utiliser la technique de la diagonalisation pour montrer l'existenced'au moins un probl�eme ind�ecidable.(b) La classe HC des langages hors-contexte est-elle incluse dans R ? DansRE? Dans P ? Dans NP? Justi�er.* (c) Les langages g�en�er�es par les grammaires de type 1 (les langages sen-sibles au contexte) sont accept�es par des automates �a borne lin�eaire.Une machine de Turing est un automate �a borne lin�eaire s'il existedes constantes k1 et k2 telles que, lors de toute ex�ecution sur un motd'entr�ee w, la machine n'utilise jamais plus de k1jwj+ k2 cases de sonruban. Montrer que les langages sensibles au contexte sont d�ecidables.(d) Un langage qui poss�ede une proc�edure e�ective permettant d'en �enu-m�erer les �el�ements est-il d�ecidable ? Justi�er.6. (a) D�e�nir la notion de transformation polynomiale et de classe d'�equiva-lence polynomiale.(b) Montrer que tout probl�eme NP-complet peut être r�esolu en un tempsO(2p(n)) o�u p(n) d�esigne un polynôme.* (c) Soit{ un ensemble de m paires (vi; di) o�u chaque vi est un vecteurd'entiers de taille n est chaque di est un entier,{ un vecteur d de taille n,{ une constante b.Le probl�eme de la programmation enti�ere consiste �a d�eterminer s'ilexiste un vecteur d'entiers x de taille n{ tel que x � vi � di pour 1 � i � m{ et que x � d � b.Montrer que le probl�eme de la programmation enti�ere est NP-dur.
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