
Introdution �a la Calulabilit�eExamen du 6 janvier 2003Livres ferm�es. Dur�ee : 4h00.R�epondez �a haque question sur une feuille s�epar�ee sur laquelle �gurent votre nomet votre setion. Soyez bref et onis, mais pr�eis.1. Soit A un automate �ni non d�eterministe. L'ensemble des mots aept�es parA est-il d�enombrable? Justi�er.2. Soit la grammaire hors-ontexte G suivante d�e�nie sur l'alphabet � = fa;b;g :S ! XXX ! Y X j Xb j "Y ! Y Y j a:Appelons L le langage g�en�er�e par G. On demande de :(a) onstruire une expression r�eguli�ere qui repr�esente L ;(b) onstruire une grammaire r�eguli�ere qui g�en�ere L ;() onstruire un automate �ni non d�eterministe qui aepte L ;(d) d�eterminiser l'automate ainsi obtenu.3. (a) Enoner et d�emontrer le th�eor�eme du gonement (seonde version) pourles langages r�eguliers.(b) Soit le langage suivant, d�e�ni sur l'alphabet � = fa;bg :L = fw 2 �� j jwja = (jwjb)!g :Est-il possible de onstruire une grammaire hors-ontexte qui g�en�ere L?Si oui, donner une telle grammaire. Si non, d�emontrer ette impossibilit�een prenant soin d'�enoner tous les th�eor�emes utilis�es.Rappel : jwja d�enote le nombre de a dans le mot w et n! orrespond �a lafatorielle de n.4. (a) Soit un automate �a pileM . Montrer omment il est possible de onstruireune mahine de Turing qui aepte le même langage que M .Suggestion : Utiliser une des extensions des mahines de Turing, que l'onprendra soin de d�e�nir.(b) Est-il toujours possible de onvertir une mahine de Turing non d�eter-ministe en une mahine de Turing d�eterministe en pr�eservant le langageaept�e? Si oui, montrer omment pro�eder. Si non, justi�er.



5. Etablir un tableau omparatif des propri�et�es de fermeture par les op�erationsd'union, d'intersetion et de ompl�ementation, pour les langages r�eguliers, leslangages hors-ontexte, les langages hors-ontexte d�eterministes et les langagesr�eursivement �enum�erables.6. (a) Un naturel y 2 N est dit relativement premier �a un naturel x 2 N siet seulement si leur plus grand ommun diviseur est �egal �a 1. On d�e�nitalors la fontion d'Euler �(x) omme �etant le nombre de naturels y > 0stritement inf�erieurs �a x tels que y est relativement premier �a x. Lafontion d'Euler est-elle primitive r�eursive? Justi�er.Remarque : Il n'est pas n�eessaire de prouver le arat�ere primitif r�eursifde fontions vues au ours th�eorique ou aux r�ep�etitions.(b) Montrer qu'il existe des fontions alulables qui ne sont pas primitivesr�eursives.7. (a) Tout langage g�en�er�e par une grammaire g�en�erale (de type 0) peut-il êtreaept�e par une mahine de Turing? Justi�er.(b) Soit le probl�eme prenant pour arguments deux mahines de Turing d�e-terministes T1 et T2 et onsistant �a tester si l'ex�eution de T1 sur le motvide prend stritement moins d'�etapes que l'ex�eution de T2 sur le motvide. Ce probl�eme est-il d�eidable? Justi�er.8. (a) D�e�nir les lasses de omplexit�e P, NP et o-NP.(b) Le ompl�ement d'un langage appartenant �a la lasse P est-il aussi dansla lasse P? Prouver e r�esultat.() En utilisant la question (8.b), montrer que si NP 6= o-NP, alors P 6= NP.(d) A l'aide d'un diagramme, repr�esenter les relations d'inlusion existantentre les langages r�eguliers, les langages hors-ontexte et les lasses P,NP, NPC, o-NP, PSPACE, NPSPACE, EXPTIME, R et RE. Existe-t-ildans e diagramme une inlusion dont on ne sait pas enore �a e jour sielle est strite?


