
Introdution �a la Calulabilit�eExamen du 24 mai 2002Livres ferm�es. Dur�ee : 3h30.R�epondez �a haque question sur une feuille s�epar�ee sur laquelle �gurent votre nomet votre setion. Soyez bref et onis, mais pr�eis.1. Soit un �ehiquier in�ni �a deux dimensions (i.e. haque ase peut être index�eepar un ouple de naturels) sur les ases duquel on dispose un nombre �ni ouin�ni de jetons. L'ensemble de toutes les on�gurations possibles de l'�ehiquierest-il d�enombrable? D�emontrer rigoureusement e r�esultat en prouvant tousles th�eor�emes utilis�es.2. (a) Prouver que si un langage L est d�erit par une grammaire r�eguli�ere, alorsL est r�egulier.(b) Soit l'alphabet � = fa;b;g. On d�e�nit sur � les deux langages suivants :L1 est le langage d�erit par l'expression r�eguli�ere a�(b [ a+)�, et L2 estle langage d�erit par la grammaire r�eguli�ere suivante :S ! baA j "A ! aA j S:On demande de :i. onstruire des automates �nis non d�eterministes qui aeptent esdeux langages ;ii. d�eterminiser es automates ;iii. onstruire un automate qui aepte le ompl�ement de L1 et alulerson intersetion ave l'automate d�eterministe qui aepte L2. Quepeut-on en d�eduire sur la relation entre L1 et L2?3. Soit l'alphabet � = fa;b;g et le langage suivant :L = fw 2 �� j jwja = min(jwjb;jwj)g: 1Est-il possible de onstruire une grammaire hors-ontexte qui g�en�ere L? Si oui,donner une telle grammaire. Sinon, d�emontrer ette impossibilit�e en prenantsoin d'�enoner tous les th�eor�emes utilis�es.4. D�e�nir les notions de on�guration, de d�erivation en une et en plusieurs �etapes,de langage aept�e ainsi que langage d�eid�e dans le adre des mahines deTuring.1. Pour rappel, jwja d�enote le nombre de a dans le mot w.



5. (a) Le nombre de G�odel d'un mot w = w0 : : : wl d�e�ni sur un alphabet �omportant k symboles, est le naturel gd(w) �egal �a :lXi=0 (k + 1)l�igd(wi)o�u l'on a pr�ealablement attribu�e �a haque �el�ement a de �, un naturelgd(a) ompris entre 1 et k. Soit maintenant une fontion f(x;y) dont lepremier argument x est le nombre de G�odel d'un mot w sur l'alphabet�, et dont le seond argument est un naturel y. f(x;y) est d�e�nie omme�etant le nombre de G�odel du mot w enod�e par x amput�e de ses y dernierssymboles. Plus formellement, si l'on �erit w = w0 : : : wl, f(x;y) est lenombre de G�odel du mot :w0 = � w0 : : : wl�y si y � l" si y > lCette fontion est-elle primitive r�eursive?(b) Dans la transformation des mahines de Turing vers les fontions ��r�e-ursives, d�erire haune des inq fontions de base utilis�ees dans la d�e-monstration. En d�eduire la fontion ��r�eursive f orrespondant �a unemahine de Turing M .6. (a) D�e�nir les lasses R et RE. Soit un langage L et appelons son ompl�ementL. Quelles sont les trois positions possibles de L et de L par rapport �a Ret RE ? D�emontrer tous les r�esultats utilis�es.(b) Soient une mahine de Turing M et une grammaire G. Montrer que leprobl�eme onsistant �a tester si le langage aept�e par M est �egal aulangage g�en�er�e par G, est ind�eidable.7. (a) Dans le adre du th�eor�eme de Cook, d�erire les variables proposition-nelles qui permettent d'enoder l'ex�eution d'une mahine de Turing nond�eterministe polynomiale. Combien de variables sont-elles requises?(b) Montrer que le probl�eme de la partition est NP-omplet. Ce probl�emeprend pour arguments un ensemble �ni X et un entier positif s(x) pourhaque �el�ement x 2 X. Il onsiste �a d�eterminer s'il existe un sous-ensemble A � X tel que Px2A s(x) = �Px2X s(x)� =2.Suggestion : Utiliser une transformation polynomiale du probl�eme de lasommation d'un sous-ensemble (SS) vers le probl�eme de la partition. Pourrappel, une instane de SS fournit un ensemble �ni Y , un entier positifs(y) pour haque �el�ement y 2 Y et un naturel (( objetif )) b. Il faut alorsd�eterminer s'il est possible de trouver un sous-ensemble B � Y pourlequel Py2B s(y) = b.�Etant donn�ee une instane de SS, on ajoutera deux nouveaux �el�ementsin�edits u et v, dont le poids sera respetivement S + b et 2S � b (o�uS =Py2Y s(y)), les autres �el�ements onservant le même poids.


