
Introdution à la CalulabilitéExamen de janvier 2001Livres fermés.Durée : 3 heures 30 minutes.Sur haune de vos feuilles d'examen, indiquez votre nom, prénom et setion.Des réponses brèves mais préises sont souhaitées.1. Montrez que l'ensemble des fontions de l'ensemble INdes naturels vers l'ensemble {0,1}n'est pas dénombrable.2. Soit L, un langage dé�ni sur l'alphabet fa; b; g. L se ompose de tous les mots respe-tant les ontraintes suivantes :� ontenir au moins un a ou deux b,� pour toute ourene de , la partie du mot qui suit ette ourene doit ontenirau moins un a (exemple : abba) ,� pour toute ourene de b, la partie du mot qui préède ette ourene doit ontenirau moins un a (exemple : aabbb).(a) Donnez un automate �ni déterministe orrespondant à haune des ontraintes.(b) Construisez un automate �ni non déterministe aeptant le omplément de L.() Construisez un automate �ni déterministe aeptant le langage L.3. (a) Énonez les théorèmes du gon�ement pour les langages réguliers.(b) Le langage L = fanbm : m divise ng, est-il régulier ? Justi�ez.4. Langages hors-ontexte(a) Donnez une grammaire hors-ontexte générant le langage fapbqar j p+ r = qg.(b) Démontrez qu'étant donné une grammaire hors-ontexte G, il existe un algorithmepour déterminer si un mot donné appartient à L(G).5. Soit la fontion PGPuissane(x; y) qui renvoie le plus grand nombre qui divise x et quiest une puissane de y lorsque x; y > 1, et, qui renvoie 0 dans les autres as.Exemples : PGPuissane(20,2)= 4 ; PGPuissane(20,3)=1.Montrez que la fontion PGPuissane(x; y) est primitive réursive.6. (a) Construisez une mahine de Turing alulant la fontion f(x) = 3x. La on�-guration initiale est (s0; �; 0 1::1|{z}x 0### : : :) et la on�guration �nale doit être(sf ; �; 0 1::1|{z}3x 0### : : :)Veillez à dérire le omportement de la mahine en français et sous forme dediagramme, ainsi qu'à limiter le nombre d'états.1



(b) Dé�nissez la notion de omplexité en temps d'une mahine de Turing déterministe.() Donnez la omplexité en temps de la mahine de Turing onstruite en (a) à l'aidede la notation O.7. La non-alulabilité(a) Démontrez que si un langage L et son omplément L sont tous deux dans RE,alors à la fois L et L sont dans R.(b) Montrez que le problème de déterminer si le langage aepté par une mahine deTuring est �ni est indéidable.8. Théorème de Cook(a) Dé�nissez le problème SAT.(b) Donnez un algorithme résolvant le problème SAT. Quelle est sa omplexité ?() Dérivez en quelques lignes le prinipe de la démonstration du théorème de Cook.(d) Expliquez quelles sont les variables utilisées dans la formule de SAT produite parla transformation utilisée dans la démonstration du théorème de Cook et dérivezleur r�le.(e) Dérivez la formule booléenne orrespondant à la ondition exprimant que leontenu de ruban est modi�é en onordane ave la relation de transition.
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