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Motivation générale Objectifs de I'estimation statistique

Formalisation du probleme d’estimation de parametres

Objectifs de I'estimation statistique

» On souhaite développer des méthodes générales permettant
d’'exploiter un échantillon statistique afin d'inférer des informations
relatives a la population.

» On considére dans cette lecon le probleme d’estimer un paramétre
numérique qui caractérise la population.

» On souhaite calculer a partir d'un échantillon statistique une valeur
pour ce parameétre aussi proche que possible de sa vraie valeur, et
on souhaite aussi déterminer un intervalle autour de cette valeur,
qui caractérise la précision de la valeur estimée.
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Motivation générale Objectifs de I'estimation statistique

Formalisation du probléme d’estimation de parameétres

Motivation générale
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Motivation générale Objectifs de I'estimation statistique

Formalisation du probléme d’estimation de parameétres

Formalisation du probleme d'estimation de parameétres

» On suppose que la population est étudiée via une variable aléatoire
X a valeurs réelles, dont la fonction de répartition est connue a la
valeur prés d'un paramétre numérique # € © C R.

> Nous notons par Fx(x; ) cette fonction de répartition, en mettant
en évidence la dépendance vis-a-vis du parametre f. © désigne
I'ensemble des valeurs a priori possibles pour le parametre 6.

» Nous disposons d'un échantillon D, i.i.d. de la v.a. X. Désignons
par 6* la vraie valeur du paramétre lui correspondant. Nous
souhaitons calculer a partir de D,

1. une valeur ponctuelle 8, en moyenne proche de 6*;
2. un intervalle [finf; Osup], contenant 6* avec une probabilité
assez élevée (disons 1 — a).

» Remarque: dans la version plus générale on considére une v.a. vectorielle

X € RP, et un parameétre vectoriel & € R™ (et en général p # m).
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Motivation générale Objectifs de I'estimation statistique

Formalisation du probléme d’estimation de parameétres

Discussion

> Le choix de la famille {Fx(-;0) : 6 € ©} est déterminant, tant au
niveau de la forme analytique de ces fonctions de répartition, qu’au
niveau de I'ensemble © de valeurs admises pour le paramétre.

> Le choix de cette famille Fx(-; 6) est idéalement fait préalablement
a la collecte de données, ou si ce n'est pas possible, de facon
indépendante du contenu de D,,.

» Exemple:

» Mesures répétées de la température X' de I'eau dans une
baignoire, avec erreurs de mesure ~ A(0; 1).

» On supposera que la température réelle 6* € [10;50], que n
vaut 10, et que a = 0.05.

» Suggestion: prendre 6= My, Ginf = My — X et Ogyp = my + A,
et déterminer la valeur la plus faible pour A qui convient en
fonction du risque a.
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Motivation générale Objectifs de I'estimation statistique

Formalisation du probléme d’estimation de parameétres

Remarques

» On considérera dans la suite soit le cas ou X est continue, soit le
cas ol elle est discrete.
> Si X est continue, on utilisera en lieu et place de la famille
{Fx(:;0) : 0 € ©} une famille de densités {fx(-;0) : 6 € ©}.
> Si X est discréte, on utilisera en lieu et place de la famille
{Fx(-;0): 0 € ©} une famille de lois {Px(-;0) : 6 € ©}.

» Exemple pour X discret (variable de Bernoulli):

» La proportion 0* € [0...1] de femmes dans une certaine
population.

» On dispose d'un échantillon i.i.d. de taille 100.

» Suggestion: prendre 6= My, Ginf = My — X et Ogyp = my + A,
et déterminer une valeur pour A qui convient.
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Stratification: explication détaillée
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Le but de cette partie de la lecon est d'étudier les estimateurs
ponctuels d'un parametre 6 a une seule dimension (m = 1)
caractérisant la loi Fx(-;6) d'une v.a. X réelle (p =1).

Désignons par T(-) la fonction (appelée estimateur) qui calcule 6 3
partir d'un échantillon D,, (que nous supposons i.i.d. selon Fx(+; #)).

L'estimateur T(-) définit donc, pour une taille donnée n de
I"échantillon, une variable aléatoire 7,,.

Pour une valeur donnée de 0, la densité fr.(+; ) (ou bien sa loi
Pr.(+;0), si T, est discréte) peut en principe étre déduite de la loi
Fx(-;0) (pour toute valeur supposée du paramétre € ©).

Dans ce qui suit nous nous intéressons a I'espérance et a la variance
de ces familles de v.a. 7T,,Vn € Np.
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Notion de précision d’'un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Erreur quadratique moyenne, biais et variance

> Pour un échantillon donné D, i.i.d. selon Fx(-; %), I'erreur
d’estimation de I'estimateur T(-) est la différence T(D,) — 6*.

» Pour une taille donnée n de I'échantillon, considérons la v.a. 7,
(dont la loi dépend bien entendu de 6*). L'erreur quadratique
moyenne d’estimation via T est définie par

E{(To— 0")}.
» On peut décomposer E{(7, — 0*)?} en deux termes, comme suit
E{(To — 07)°} = V{To} + (E{To — 0"})2.
> V{7,} est la variance de |'estimateur; ce terme mesure comment
T, fluctue autour de sa moyenne, d'un échantillon a I'autre.

> E{T7,— 0*} est le biais de I'estimateur; si cette grandeur est nulle,
I'estimateur est dit 'non-biaisé’, et son erreur quadratique moyenne
se réduit alors a sa variance.
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Notion de précision d’'un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de semblance
Démarche sienne

Stratificatio xplication détaillée

Estimateurs ponctuels

lllustration graphique: biais et variance

E{Ts} E{T2}
biais biais

» Figure de gauche: illustration du biais et de la variance d'un estimateur 7T: ici
n =5, la valeur de 6* = 1. Le biais est non-nul (négatif); la variance est plus
grande que le biais au carré. Le point T représente une valeur estimée a partir
d’un échantillon particulier de taille 5; elle sous-estime fortement la vraie valeur
6* = 1.

» Figure de droite: méme population et méme estimateur, avec n = 20: le biais et
la variance sont réduits. La valeur T’ déduite d'un échantillon de taille 20 est
aussi plus proche de 6* = 1.

» La théorie de I'estimation statistique vise essentiellement a construire des
estimateurs de faible biais, de faible variance, et tels que les deux diminuent
aussi rapidement que possible lorsque la taille n de I'échantillon augmente.
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Notion de précision d’'un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Deux exemples

> Supposons que X ~ N(6;1) avec € R.

>

>

>

Nous savons que my est un estimateur non-biaisé de 6.

Mais, ici Médiane, est aussi un estimateur non-biaisé de 6.
Cependant, m, est plus précis que Médiane,, car de plus faible
variance.

On démontre en effet que my est (dans ce cas précis)
I'estimateur non-biaisé de variance minimale (cf. suite du
cours).

> Supposons que X ~ N(0; de variance 6) avec 6 > 0.

>

>

On sait que s2 (resp. s2_;) est un estimateur biaisé (resp.
non-biaisé) de 6.

On peut cependant ici profiter du fait que par hypothése

Hx = 0, pour utlllser un autre estimateur, a savoir

f=1 LS T . x?, qui est lui aussi non-biaisé mais est de variance

plus faible que sz ..
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Notion de précision d’'un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Résumé/Remarques

» Pour un méme probléeme d'estimation il est possible de construire
différents estimateurs. La précision relative de ces différents
estimateurs dépend des hypothéses de départ.

» Nous avons seulement suggéré la démarche pour choisir dans un
certain contexte le bon estimateur, sur quelques exemples.

> En général, I'estimateur le plus précis peut &tre biaisé (il est souvent
possible de 'troquer de fagon bénéfique’ une augmentation du biais
pour une réduction plus forte de la variance). Mais, il n'y a pas de
méthode générale pour construire un estimateur de précision
maximale dans un contexte donné, et avec n fini.

» Cependant, il existe des méthodes génériques qui sont optimales
lorsque n — oo (i.e. en régime asymptotique) sous des conditions
fort générales. C'est I'objet de la suite de ce cours d’en expliquer
deux, a savoir la méthode du maximum de vraisemblance et
I"approche bayesienne.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Premier exemple: variable de Bernoulli (cas discret le plus simple)

> Soit un échantillon D, = (xq, ..., x,) avec x; € {0,1}, et désignons
par § € © = [0; 1], la probabilité d'observer la valeur 1 d'une
variable de Bernoulli X.

» Sous I'hypothése ou I'échantillon est i.i.d. de X, la probabilité
d'observer cet échantillon particulier D,, vaut

n

P(D,|0) = [ (6 + (1 — x)(1 = ).

i=1
» La méthode du maximum de vraisemblance, consiste alors a estimer
le paramétre 6 par

) = P(D
6 = argmax{P(D,|6)},
c'est-a-dire a choisir la valeur de 6 qui maximise la probabilité de

nos observations de D,,.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Méthode du Maximum de Vraisemblance

Variable de Bernoulli (voyons ce que cela donne)

» Désignons par ng le nombre de fois que nous observons la valeur 0
et par n; le nombre de fois que nous observons la valeur 1 parmi les
n = ng + ny observations x; de D,,.

» On a par conséquent

P(D,|0) = 0™ (1 — ).

> La valeur § € [0; 1] qui maximise P(D,|f) peut-&tre obtenue par des
techniques classiques (en calculant la dérivée par rapport a 6 et en
analysant les solutions de % =0.).

» On trouve que

0= 0" (1—0)"} = —— = fi = m,.
arggrg[gf;]{ (1-0)} o h=m
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Méthode du Maximum de Vraisemblance

Second exemple: variable AV(y; 02)

> Soit un échantillon D, = (xi, ..., x,) avec x; € R, et désignons par
(u,02) = (61,62) =0 € © =R x R le couple de paramétres de |a
loi N(1;02) d'une variable gaussienne .

» Sous I'hypothése ou I'échantillon est i.i.d. de X, la densité de
probabilité d'observer cet échantillon particulier D, vaut

(D1]0) = Hm {_7(”2‘9291)2}.

» La méthode du maximum de vraisemblance, consiste alors a estimer
le couple de parametres 8 = (61, 6,) par

0 =arg gweag{f(D,,W)},

c'est-a-dire a choisir la valeur de 8 qui maximise la densité de
probabilité de nos observations de D,,.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel

. Méthode du Maximum de Vraisemblance
Estimateurs ponctuels M y

Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Méthode du Maximum de Vraisemblance

Variable N(j1; %) (voyons ce que cela donne)

» Remarquons tout d'abord que maximiser f(D,|6) revient aussi 3 maximiser
log f(Dp|0). On a

n

5 (Y on(n _ = 61)?
Iogf(Dn|0)7§( 2(|og(2 ) + log 62) 25, )

A A N . Olog f(Dy|0)) dlog f(Dnl0) .
> |l faut trouver (61, 62) pour annuler a la fois 50, €t 50,

9 log f(D,|0 1 Z
og@(el—‘ ) — +202 771 2(x,' 91) dol(r:cf( " R )
7g991" =0=0; = —n§ 71x,-:mx
O log f(Dn|0 Z 1 ;i —61)°
°g6(92 = 7:1 ( 26, & 29%1) )
dlog f(Dn|6 )
7%9(92 19) — 0= 0, = —}7 > 7 1(xi — mx)2 = s)%
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Méthode du Maximum de Vraisemblance

Commentaires

>

Dans la méthode du maximum de vraisemblance on choisit la valeur
du (ou des) parametre(s) qui maximise(nt) la probabilité d'observer
I'échantillon D,, qu'on a sous la main (ou bien sa densité de
probabilité, si la variable X" est continue).

Dans les deux exemples que nous avons traités, nous retrouvons les
estimateurs usuels.

Cependant, dans chacun de ces exemples, nous aurions pu imposer
un ensemble de valeurs possibles © plus restrictif que celui (non
contraignant) que nous avons utilisé pour faire nos calculs, ce qui
aurait éventuellement conduit a des estimateurs différents.

Nous avons traité le cas d'une v.a. X unidimensionnelle, mais on
voit bien que I'idée pourrait s'appliquer aussi bien a des observations
conjointes de plusieurs v.a.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Méthode du Maximum de Vraisemblance

Formulation générique (cas continu, X € R, © C R)

> On définit la fonction de vraisemblance, sous I'hypothese i.i.d., par

Il s’agit donc d’une fonction aléatoire du parametre 6.

» De facon alternative, on peut définir la log-vraisemblance par

U0, X 8) S INL(AL, .. Xoi ) = > In (A5 6).
i=1
> Etant donné un échantillon D, = (x1,...,x,), on détermine
Ory = arg reneagﬁ(xl, cey Xy 0) = arg reneagf(xl, cey Xn 0).
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Méthode du Maximum de Vraisemblance

Equations de vraisemblance

» En pratique, pour calculer 0y, lorsque © C R, on résout I'équation
de vraisemblance

0
%Inﬁ(xl,...,xn,ﬁ) =0.

» Si 0 est multidimensionnel, disons § = (01, ...,0,,)7, on résout
simultanément les m équations de vraisemblance

8%1InE(xl,...,xn;Hl,...,Gm) =0

%InL(xl,...,x,,;Gl,...,Gm) =0

pour trouver Oy = (01, ...,0m)1,, € R™.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Méthode du Maximum de Vraisemblance

Propriétés principales

> Asympotiquement (i.e. lorsque n — o0), la variable aléatoire Oy
suit une loi normale, dont la moyenne tend vers la vraie valeur 6%, et
dont la variance est minimale et tend vers 0.

» On dit que I'estimateur du maximum de vraisemblance est
convergent et asympotiquement efficace.

» Remarques:

1. Dans le cas ou X est discrete, on remplace fx (+;0) par Px(-;6)

2. Tout cela se généralise de fagcon immédiate au cas ol 6 est un vecteur et
au cas ol X est un vecteur.

3. La solution de arg maxgeco £(xi, - .., Xn; 8) n'est pas toujours unique.

Louis Wehenkel EDS... (22/55)



Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Considérons le probleme suivant

» Une tirelire contient deux sortes de pieéces de monnaie qui se
ressemblent trés fortement, mais qui son issues de deux lots de
fabrication différents. Le premier lot a donné lieu a des pieces qui
tombent sur pile a; fois en moyenne, et le second a donné lieu a des
pieces qui tombent sur pile ay fois.

» On tire une piéce au hasard, puis on la lance n fois, et on observe
qu’elle tombe n; fois sur pile. On désigne par D, = (x1,...,X,) la
suite de lancers, avec x; € {0,1}, la valeur 1 signifiant “pile”.

» En supposant que I'on connaft les valeurs oy et ap caractérisant les
deux lots, et qu'on connait aussi les proportions (5 et 3, de pieces
des deux lots contenues dans la tirelire, on demande

1. de déterminer si la piece est issue de la population a3 ou ap,
2. de calculer la probabilité que la méme piéce tombe sur pile lors
d'un n+ 1-eéme lancer.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Démarche bayesienne

Principe de résolution

> Appelons @ la variable aléatoire discréte correspondant au lot, et
dont les 2 valeurs possibles appartiennent a © = {1, az}.

» On adoncVl € © et VD, € {0,1}" que

n

P(0,D,) = P(0)P(D,|0) = P(6) H (Oxi + (1 =0)(1 —x)).

i=1

» Pour choisir, nous pouvons, par exemple, déterminer la valeur la
plus probable de 6 € {a1, az} étant données les observations
D, = (x1,...,xn), i.e. celle qui maximise

P(6,Dn) P(0)P(Dn|0)

P(9|Dn) = = .
> ocfana} P(0:Dn) > ociay,an) P(O)P(D4|0)
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Démarche bayesienne

Principe de résolution (suite)

» Pour prédire la valeur de la variable X1, nous devons déterminer
la loi de probabilité

P(Xn11|Ds) = > P(Xp11,6|Dp) = Y P(Xny41]6, D) P(6]D,).
0c® 0cO

» Notons que si nous connaissons 6, D, n'est pas utile pour calculer
P(Xn+1]0,D,); en d'autres mots, P(X,41]0, D) = P(Xn1110),
c'est-a-dire que X,11 L D,|0.

» In fine, nous pouvons donc prédire si au lancer suivant la piece
tombe sur pile ou face en calculant

x¥ = ar max P(xn,4+1|0)P(6|D,
n+1 gxme{o,l} 9;9 (xa41|0)P(0|D,)
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Démarche bayesienne

Décryptons ce qui vient d'étre dit...

>

Pour résoudre nos deux sous-problemes (identifier le lot, ou bien
prédire le résultat le plus probable du prochain lancer), il nous faut
essentiellement étre en mesure de calculer P(0|D,).

Pour calculer P(6|D,), nous exploitons d'une part la vraisemblance
de I'échantillon, i.e. P(D,|0), et d'autre part notre information a
priori sur la probabilité de tomber sur I'un ou I'autre lot, i.e. P(6).

Le reste des développements, ne fait appel qu'a la 'gymnastique’
habituelle du calcul de probabilités.

NB: Si les deux lots sont équiprobables, 'choisir’ @ revient alors a
déterminer 6 selon la méthode du maximum de vraisemblance.
Prédire, ici, ne consiste pas a choisir puis prédire, mais plutot a
prédire en prenant en compte les incertitudes qu'on aurait au cas ou
on serait forcé de choisir.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Démarche bayesienne

Comparaison avec la méthode du maximum de vraisemblance

>

Supposons que n =3, D3 = (0,1,1), que oy = 0.4, ap = 0.6, et que 31 = 0.7
et que B> = 0.3.

On a P(D3|0 = a1) = (0.6)1(0.4)2 = 0.096 et P(D3]0 = ap) = (0.4)1(0.6)? = 0.144.

» Par la méthode du maximum de vraisemblance on choisirait 6 qui maximise

P(D3]|0) donc 0 = ay, et on prédirait que P(xs = 1|6 = an) = ap = 0.6.
L'approche bayesienne choisirait la valeur de 6 qui maximise P(6|D3): pour

0=c; =0.4:P(O)P(D3|0) = B1P(D3|0 = ;) = (0.7)(0.096) = 0.0672 et
0=as=06:P0)P(D3|0) = BP(D3]0 = az) = (0.3)(0.144) = 0.0432.

Donc P(0 = a1|D3) = 5ge9acasazs = 0-609 et P(6 = a3|D3) = 0.391. On

choisirait donc plutét 6 = a;.

On prédirait que P(xq = 1|D3) = a1 P(6 = a1|D3) + axP(0 = a3|D3) ce qui
donne P(x4 = 1|D3) = (0.4)(0.609) -+ (0.6)(0.391) = 0.4782.

Homework: refaire le méme calcul en supposant que n = 6, et que
Ds = (0,1,1,1,0,1), toutes autres choses restant égales par ailleurs.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Démarche bayesienne: en général

> La démarche bayesienne consiste a

1. postuler la loi a priori fg(-) dont le support est I'ensemble ©, mais qui
n'est pas nécessairement uniforme sur ©, afin de décrire |'incertitude
qu’on a sur la valeur du paramétre 6,

2. calculer par la formule de Bayes la densité de probabilité conditionnelle
f9|D,,(')x en supposant que |'échantillon D, est i.i.d. une fois fixé 0;

3. exploiter cette densité conditionnelle pour déterminer une valeur du
parametre 6, soit selon la formule

o _ ’
Omap = arg max fo1p,(0"),
soit selon la formule

dexp = arg in E(6' = 67ID,} = E(OIDs} = [ 0'fypp,(6/)40;
Z<IC) 0'co

4. utiliser fyp,(-) pour faire des prédictions, et pour construire des
intervalles de confiance sur 6 au niveau 1 — « souhaité.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Application: estimation bayesienne d'une proportion

> lci 6 désigne le parametre p; d'une variable de Bernoulli.

> En I'absence de plus d'informations, choisissons comme loi fp(6) la
loi uniforme sur © = [0;1]. f(A) = 1.

» On dispose d'un échantillon D, i.i.d., et désignons par n; le nombre
de fois qu'on observe la valeur 1 et ng = n — n; le nombre de fois
qu'on observe la valeur 0.

» On calcule
__ f(0)Pp,e(Dn) gm0
Joco f0(0)Po,10(Dn)d0 [y, o 0™ (1 — 0)ndd

foip, ()

> NB: la loi fy|p,(0) est une loi “Béta de type I" Be(n1 + 1, ng + 1), et on montre

que [y o 0™ (1~ 0)dd = % (voir slides suivants).
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Estimation bayesienne d'une proportion

Encart sur les lois Be(n, p) et la fonction I'(t)

> Pour rappel: la fonction '(t) est définie par

oo
r(t) = / xt~le™>dx.
0

NB: on a I'(n) = (n— 1)!,V¥n € No.
> Par définition, on dit que X €]0; 1[ suit une loi Be(n, p), avec n,p > 0, si sa
densité s’écrit comme suit:
F(n+p) o1 -1
fa(x) = ————=x""H(1—x)P7".
F(mr(p)

Ona E{X} = an’ et Vn, p > 1 le mode arg max,cjo;1[ fx(x) = %'

» Remarque: lorsque n = p = 1 on obtient la loi uniforme fy(x) =1 sur [0;1].
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de semblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Allures de quelques lois Béta

T(n+p)

0= e

" T(n) T(p)

n=p=3

0 o 2 3 4 5 .6 4 .8 .9 1.0
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Notion de n d'un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Estimation bayesienne d'une proportion

Analyse du résultat
» Dans notre cas, partant d'une loi a priori uniforme:
fo(6) ~ Be(1,1)

nous obtenons, pour un échantillon composé de n; valeurs a 1 et ng
valeurs a 0, une loi a posteriori

foip,, ., (0) ~ Be(l+ ni,1+ no).

» On en déduit

et
n+1

—————  (plus proche de 1/2 que éMAp).
ny+ ng+2

Oexp =
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Estimation bayesienne d'une proportion

Généralisation

» Supposons qu’au lieu de partir d'une loi a priori fy uniforme, nous

postulions que
7(9(9) ~ Be(ml, mo), my, mg > 0

Par exemple, si nous pensons que ¢ doit étre proche de 0.5 (comme dans un jeu

de pile ou face), nous pourrions utiliser m; = mg = m, en ajustant m.

» Nous obtenons alors une loi a posteriori
fHIDnMO (0) ~ Be(my + n1, mg + no).

» On en déduit

0 n+m—1
MAP = ;
ni+ng+my+mg—2
et
~ n+ my
Oexp =

m+no+mi+my
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Estimation bayesienne d'une proportion

Comparaison avec la méthode du MV

» Les deux estimateurs

N n+m —1 ~
0 = Omvy,
MAaP n1—|—n0—|—m1—|—m0—27é Mv
et n
~ ”1 m]. ~
Oexp = # Ouv,

Ny + ng + my + mg

exploitent I'information a priori disant que 6 est proche ml’ilmo.

> Cela se traduit par des estimateurs, en moyenne plus proches de

rr!,1 o . . -- .
T que Opmy, et de plus faible variance que celui-ci.

> Les deux estimateurs bayesiens on une variance d'autant plus faible
que my et mg sont grands.

» Cependant, cela ce traduit aussi par un biais en général non-nul,

d’autant plus élevé que la vraie valeur de 0 est différente de ml’ilmo.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Démarche bayesienne (discussion)

Propriétés des estimateurs bayesiens

» Dans I'exemple précédent, on observe que quelque soit my, my, > 0,
lorsque ny et np deviennent grands, les estimateurs bayesiens Oyap
et Oexp rejoignent I'estimateur du maximum de vraisemblance 6y .

> En général, on montre que si fy est non-nulle partout sur ©, cela
reste encore vrai.

> Par conséquent, asympotiquement (lorsque n — o0), les trois
estimateurs sont équivalents, et donc les deux estimateurs bayesiens
sont également convergents et asympotiquement efficaces, et cela
indépendamment du choix de fy de support égal a ©.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Démarche bayesienne (discussion)

Caractere décomposable des estimateurs bayesiens

> L'approche baysienne possede une propriété intéressante:

» Supposons qu’on dispose d'un dataset supplémentaire D;{_né, en
plus de Dy, .

> On peut alors calculer fyp, . pr, , de plusieurs facons:
0

ny,ng> "i‘"

1. On fusionne les deux datasets, et on applique au dataset
fusionné la méthode bayesienne en partant de la loi a priori fy.
2. On applique fy au premier des deux datasets, D, ,,, puis on
applique la loi f};‘Dnmo au second dataset va{.,ng'
3. On applique fy au second des deux datasets, D;{_né, puis on
applique la loi fyjp/, =~ au premier dataset D, n,.
!l

» HOMEWORK: vérifier qu'on obtient bien le méme résultat.
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Stratification: explication détaillée (1)

Considérons que sur (€2, £, P) nous cherchons a étudier une v.a. X dont nous souhaitons estimer E{X}, en nous
servant de la connaissance d'une variable auxiliaire Z binaire, dont nous connaissons la loi de fagon exacte.

Notons par P(Z = 1) (resp. P(£Z = 0) =1 — P(Z = 1)) le paramétre de la variable Z, et par E{X|Z = 1}
(resp. E{X|Z = 0}) I'espérance conditionnelle de X’ sachant que Z = 1 (resp. sachant que Z = 0), ainsi que
par V{X|Z = 1} (resp. V{X|Z = 0}) la variance conditionnelle correspondante.

Nous savons que (application du théoréme de I'espérance totale):
E{xX} =E{E{X|Z}} = P(Z =1)E{X|Z =1} + P(Z = 0)E{X|Z = 0},
et que (application du théoréme de la variance totale):

v{x} = E{V{X|Z}}+ V{E{X|Z}}
P(Z =1)V{X|Z2 =1} + P(Z =0)V{X|Z =0}+
P(Z = 1)(E{X} — E{X|Z = 1})® + P(Z = 0)(E{X} — E{X|Z = 0})°.

Estimation stratifiée de E{X }: nous supposons que nous pouvons tirer nj € Ny observations de X distribuées
i.i.d. selon Fy | z_;(x) et, de facon indépendante, aussi ng € Ng observations de X’ distribuées i.i.d. selon

Fx| z=0(x). ce qui nous permet de calculer les deux moyennes d'échantillon correspondantes notées m,|,_; et
My |z=0. qui fournissent des estimateurs non-biaisés de E{X|Z = 1} et E{X|Z = 0}, estimateurs qui sont
respectivement de variance V{X|Z = 1}/n; et V{X|Z = 0} /np.

Nous construisons |'estimateur stratifié défini par mi'nl'no =P(Z = l)mx‘zzl + P(Z = O)mx‘zzo-
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
Méthode du Maximum de Vraisemblance
Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Stratification: explication détaillée (2)

Biais de I'estimateur stratifié: puisque E{m,|,_1} = E{X|Z = 1}, et que E{m,|,—o} = E{X|Z = 0}, nous
avons que E{my"™'™} = P(Z = 1)E{X|Z = 1} + P(£ = 0)E{X|Z =0} = E{X'}, vule TH de
I'espérance totale. En d’autres mots, |'estimateur stratifié est un estimateur non biaisé de E{X'}.

Variance de |'estimateur stratifié: comme il s'agit d'une combinaison linéaire de deux v.a. indépendantes (les deux
sondages relatifs aux deux strates étant indépendants), la variance est obtenue par la formule suivante:

Vi{mT0} = (P(Z = 1))*V{m,,_1} + (P(Z = 0)*V{m,,_o}.

(P(2 = 1))? (P(2 =0))

V{my™"} = V{X|Z =1} + —————V{X|Z =0}.
no

ny

Supposons alors que nj = nP(Z = 1) et que ng = nP(Z = 0), i.e. que nous allouons les n échantillons de facon
proportionnelle a la loi de probabilité de la variable auxiliaire Z. Nous obtenons, dans ces conditions, que

. P(z=1) P(Z =0) 1
Vim;} = ——V{X|Z =1} + ———V{X|Z =0} = —E{V{X|Z}}.
n n n
Or E{V{X|Z}} < V{X} (cf. TH de la variance totale; inégalité stricte si E{X|Z = 1} # E{X|Z = 0}.

Par conséquent, |'estimateur stratifié de fagcon proportionnelle est de variance plus faible qu'un estimateur
non-stratifié utilisant n; + ng = n échantillons tirés i.i.d. selon Fy . (Qui serait de variance V{X}/n).
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Notion de précision d’un estimateur ponctuel
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Démarche bayesienne

Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

ratification: explication détaillée (3

Vu ce qui précéde, on peut se demander si |'allocation proportionnelle est la meilleure fagon d’allouer les sondages.

En fait, elle n’est pas optimale en général, mais pour encore améliorer |'estimateur stratifié (par rapport a
I'allocation proportionnelle), il faut disposer en plus de I'information a priori en ce qui concerne les variances
conditionnelles V{X|Z = 1} et V{X|Z = 0}.

Intuitivement, si la variance conditionnelle de X’ pour une des strates est tres faible, il devrait en effet &tre plus
productif d'allouer la majorité des échantillons a I'autre strate.

Mathématiquement, I'allocation optimale des nombres de sondages aux deux strates peut se formuler comme un
probléme d’optimisation: étant donné un nombre total d'observations n, déterminer sur base de la connaissance de
V{X|Z =1} et V{X|Z =0} et de P(Z = 1) et P(Z = 0), la proportion idéale p; d'échantillons a allouer a
la strate Z = 1 (le reste, pg = 1 — pp étant alloué  la strate Z = 0). Il s’agit donc de minimiser la variance de
I'estimateur stratifié en choisissant p; € [0; 1], i.e. de facon & minimiser

(P(z = 1)

2 _
V{X\Z:1}+M

2
Vimi} = V{X|Z=0
{my} ) {x| }

les autres grandeurs (P(Z = 1) et P(Z = 0), n, et V{X|Z = 1} et V{X|Z = 0}) étant fixées et connues a
priori.
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ion détaillée

Stratification: explication détaillée (4)

Le résultat de ce calcul d’optimisation (que nous ne détaillons pas) nous donne que la proportion optimale a allouer
aux deux strates valent respectivement:

P(Z =1)/V{X|Z = 1} .

* «_ P(z=0yV{xX|Z =0}
py = et pp =1—p; = .

E{vV{X[Z}} E{VV{X[Z}}

Ces valeurs se traduisent par une variance de |'estimateur stratifié de fagon optimale qui vaut

s, (E(V/VIXTZ}})°
v{imy"} = ——————.
n
Notez bien que
(E{ V{X\Z}})2 < E{V{X|Z}} (cf. inégalité de Jensen; voir cours de probas).

CONCLUSION: L'allocation proportionnelle est optimale seulement si la variance conditionnelle V{X|Z} est une
v.a. constante (i.e. que V{X|Z =1} = V{X|Z = 0}).

REMARQUE: Pour une valeur de n fixée, les nombres d’'échantillons 'optimaux’ (ou bien ceux définis selon
I'allocation proportionnelle) ne sont pas nécessairement des nombres entiers. Dans ce cas il faut les 'arrondir’ vers
le haut; on payera ainsi un faible prix en termes de nombre total de sondés, en bénéficiant d'une réelle
augmentation de précision.
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Stratification: explication détaillée

Estimateurs ponctuels

Stratification: explication détaillée (5)

GENERALISATIONS:

1. Le raisonnement que nous venons de faire peut &tre étendu de fagon directe au cas ou la variable auxiliaire Z
posséde plus que deux valeurs possibles, disons {zj, . .., z,}. Le résultat général est que 1. I'allocation
proportionnelle est toujours meilleure que le sondage indépendant de Z, et que 2. I'allocation optimale des
observations doit se faire en fonction du rapport (supposé connu avant d’entamer le sondage)

P(Z = z)\/V{X|Z = z} '

E{VV{xIZ}}

2. HOMEWORK1: on peut se convaincre que les idées développées dans cette section sont directement
transposables au cas ol la population mére est finie et que les tirages sont effectués sans remise.

3. Lorsque Z est une variable continue, il est nécessaire de la discrétiser (idéalement de fagon optimale) pour
exploiter cette idée de stratification.

CONCLUSION: Le sondage stratifié est absolument recommandé, des
lors que les information disponibles le rendent possible!

HOMEWORK?2: considérons le cas oli en plus de connaitre a priori les valeurs de P(Z) = z; et les valeurs de
V{X|Z = z},Vi=1,...,k, on sait aussi a priori que |'espérance conditionnelle de X’ est constante (i.e. que
E{X|Z =z} = E{X},Vi=1,...,k); quel serait alors la facon la plus efficace de sonder et de construire
I'estimateur 7
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Discussion
Construction d’intervalles de confiance
Estimation par intervalle Démarche bayesienne

» |l est souvent plus réaliste et plus intéressant de fournir un
renseignement du type a < 6 < b, plutét que de simplement écrire
0=c.

> Fournir un tel intervalle [a; b] s'appelle donner une estimation par
intervalle de 6, ou une estimation ensembliste.

» Dans le cas ol le paramétre 6 est vectoriel, on construira une
“région”, et on parle d’estimation par région.

Louis Wehenkel EDS... (43/55)



Discussion
Construction d’intervalles de confiance
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Discussion

» De facon générale, il n'est pas possible de déterminer un
sous-ensemble non-trivial de © qui contienne avec certitude la vraie
valeur du parameétre de population 6 étudié.

» Par contre, pour une valeur supposée 6 du parametre, on peut en
principe a partir de la loi Fx(x; ), de la connaissance de n, et de la
définition de I'estimateur T(-) utilisé, déterminer un intervalle
[t1; to] de probabilité 1 — o pour T, i.e. tel que

P(Theltt]) =1-a.

Notons par t;(6) et t,(6) les bornes ainsi définies (fonctions aussi de
« et de n, ainsi que de I'estimateur T(-) utilisé).

» NB: en pratique on utilise généralement des intervalles symétriques
centrés sur 0, i.e. t1 =0 — Al et tob = 0 + A6.
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Rappel: loi Gaussienne centrée réduite

04 - x = -6:0.0
)+ e x -2

0.3 plot(x, y, 'LineWidth’, 2);
hold on;
0.2
0.1
0
-6 -4 -2 0 2 4 6
1

z = zeros(size(x));
for i=1:length(x)

—— Fonction de repartition

08 z(i) = sum(y(1:i));
06 end

: 7 =2 (x(2) - x(1));

plot( , z, 'LineWidth’, 2);

0.4
0.2

0

-6 -4 -2 0 2 4 6

fx (x) L 7:2 (x) /‘X ! **2 = 1(173) = 1.96
Xx) = ex| , Fx(x) = ex| dz, etu, =F , p-ex. ug, = 1.96.
X 5 P 5 X fom P > /2 X > P 0.025

(
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Estimation par intervalle Démarche bayesienne

Exemple de calcul d'intervalle de probabilité

» Supposons que X ~ N(6; c?) et que nous utilisons comme
estimateur T(-) de 6 la moyenne d'échantillon m,, et que la taille
d’'échantillon vaut n.

» Onam,~N(0;02) avec o, = =z

» On peut donc, par exemple, affirmer que
P(my, [0 — 1.96 %6 + 1.96%) =1-0.05=0.95.

(Puisque wg.g25 = 1.96.)
> On aurait donc ici que our ae = 0.05, t;(0) = 0 — 1.96-%, et

! v
t2(6) = 0 + 1.96 5.

» Pour autant qu'on connaisse a priori la valeur de o, on peut donc
utiliser ces formules pour déterminer les fonctions t1(6) et t2(6).

» Si on ne connait pas la valeur de o, il faut faire autrement...
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Principe général de construction d'intervalles de confiance

T
tZ(G/)’ /
// /
- /
T 7
e 7
[ [ . -1 -1
e : PR NB: 6ins =t;, (T) et Osup = t; (T).
/ L7 h(0)
, P 1(6)
- ' ) 0
Oint Osup

1. V8 € © (et pour la valeur utilisée de n et «, et pour notre
estimateur T(-)) on détermine les valeurs t;(6) et t2(9).

2. On en déduit l'intervalle de confiance [fins; Osup], de valeurs de 6
telles que T € [t1(8), t2(F)], ou T = T (D).

3. Suggestion: faire ce graphique, lorsque X ~ N(0;1), et n = 4, avec
les fonctions t; et tp indiquées au slide précédent, et en supposant
que m, = 0.1.
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Sensibilité de I'intervalle de confiance par rapport n et «

T
tZ(G/)’ /
// /
- /
T 7
e A
[ [
v N v N
7 . 7 .
/ L7 h(0)
AT ae
- ' ) 0
Oint Osup

1. Lorsque I'on fait décroitre « la courbe t;(0) descend, et la courbe t»(6) monte:
I'intervalle de confiance (pour une méme valeur observée de T) s'élargit donc.
Typiquement, lorsque oo = 0 I'intervalle devient trivial, c'est-a-dire qu'il devient
identique a I'ensemble initialement postulé ©.

2. Sil'estimateur T est tel que son biais et sa variance diminuent lorsque n
augmente (normalement c’est le cas), alors si on augmente la taille n de
I'échantillon, les deux courbes t1(0) et t2(6) se rapprochent de la bissectrice
T =0, et la largeur de I'intervalle de confiance diminue donc (pour une méme
observation T).
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Interprétation

» Pour une valeur fixée quelconque de 6* € ©, nous avons la garantie
que pour une proportion 1 — « des échantillons que nous pourrions
observer, cette procédure produira un intervalle qui contient la
valeur §*. (Pourquoi, au fait ?).

» Par conséquent, I'intervalle de confiance est une statistique
bi-dimensionnelle extraite d'un échantillon dont la probabilité de
contenir la vraie valeur 8* du parametre 0 est de 1 — a, quelque soit
la vraie valeur 0* de ce paramétre.

> Autrement dit, le statisticien (ou bien I'ordinateur) qui affirme
systématiquement que 6* € "“cet intervalle de confiance” se
trompera seulement avec une probabilité de o (pour autant que les
autres hypotheses soient bien vérifiées).
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Exemple: paramétre y d'une loi N(p; 02)

Cas 1: o est connu. o
» On utilise I'estimateur my.

> my~ N 2)

et I'intervalle de confiance de p

T > L'intervalle de probabilité de m,
al—qaest
o o
H—Ua/2%§mx§lﬁ+“a/2%
m,

o o
<p< mx+um/2_

mx_um/2% = \/ﬁ

Hinf Hsup 12
P.ex., lorsque 1 — a = 0.95, u, /> = 1.96
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Exemple: paramétre y d'une loi N(p; 02)

Cas 2: o est inconnu.

> On utilise le fait que T = /\/_ suit une loi de Student a (n — 1)
degrés de liberté. (Voir http: //en wikipedia.org/wiki/Student’s_t-distribution.)

» L'intervalle de probabilité de T a 1 — « est
—lay/2 <T< toz/2

et I'intervalle de confiance de p

Sp—1

NG

my — —<M<mx+tu/2

(1/2 \/ﬁ

» Remarque: lorsque n > 30, la loi de Student a n — 1 degrés de
liberté se confond avec la loi normale centrée réduite, et I'intervalle
de confiance obtenu est alors identique a celui du “Cas 1" ou on
remplace o par son estimée s,_1.
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Exemple: parametre i d'une loi quelconque (o fini)

» Lorsque n est suffisamment grand, le théoreme central-limite
implique que my suit encore une loi normale centrée sur p et de
variance o2 /n.

> Les deux estimateurs précédents peuvent alors étre utilisés, selon
que |'on connait o ou non.

» Attention: la valeur de n a partir de laquelle on a des résultats
exacts dépend de la famille Fx(-; ) de lois de la variable parente X'.

» Des raisonnements analogues permettent aussi de construire des
intervalles de confiance d'autres types de paramétres, p.ex. la
variance, les percentilles, etc.
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Exemple: intervalle de confiance d'une proportion

» On utilise comme estimateur du paramétre p d’une variable de
Bernoulli la fréquence relative f déduite de I'échantillon.

> On a que nf ~ B(n, p) (loi binomiale); et la loi de f se rapproche
d’une loi normale N (p; @) lorsque min{np, n(1 — p)} > 5.

» On a donc l'intervalle de probabilité 1 — « pour f :

p(l—p) p(L —p)

P — Un/2 féfgp+ua/2

» NB: la largeur de l'intervalle de probabilité dépend de la valeur du
parameétre a estimer, ce qui rend le calcul de I'intervalle de confiance
plus compliqué (résolution d'une équation du second degré).

» Cependant, on peut utiliser la formule approchée suivante:

f(1-1) f(1-1)

f— Uay2 <p<f+ugp -,
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Démarche bayesienne

Construction d'intervalles de probabilité pour 6

> On calcule la loi a posteriori fyp a partir de fy de D et de fx(:|6)
comme expliqué précédemment.

> On détermine un intervalle de probabilité pour 6 au niveau (1 — ),
a partir de la loi a posteriori fy|p.

> Lorsque n est suffisamment grand, et pour les choix de fy non-nuls
sur ©, on obtient des intervalles identiques a ceux qu'on peut
obtenir par I'approche classique décrite ci-avant.

> Lorsque n est faible, les intervalles obtenus sont sensibles au choix
de fy, ce qui peut étre une bonne chose si le choix de fy repose sur
des connaissances physiques du probleme, ou bien une mauvaise
chose, si ce choix est fait de facon arbitraire...
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