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Enoncés,solutionset explications

A. QCM - Théorie

Indiquersi lesaffirmationssuivantessontvraiesou fausses.

1. Notiond’indépendancd’évenements

(a) 0 estindependantletoutautreévenement
Vrai
Explication: pourtoutévenementd onaP(f N A) = P(0) = 0 = P(D)P(A)
(b) “AL B"="“-A 1 -B".
Vrai
Explication: D'unepartonaA 1L B = [P(ANB) = P(A)P(B) = P(A)(1 — P(—B))]
D'autrepart: P(AN-B)+ P(ANB)=P(A)= P(ANnB)=P(A)— P(ANn-B)
OnendéduitqueP(AN -B) = P(A)P(—-B) = A L —-B,etdoncA L B= A 1 —-B.
Commelarelation L estsymétrique,onendéduitaussiqueAd | B = —A | B.
La combinaisorde cesdeuxpropriétesdonnela thése.
(c) AYBetBYC=A)C
Faux
Contre-gemple: doublepile oufaceavec A faceaupremierlancer C' faceausecondancer
B faceauxdeuxlancersOnaA 1 C, etpourtantA f BetB [ C.
(d) “ALB"< P(ANnB)= P(A)P(B)
Vrai
Par définition.
() ALBetB1LC=A1C
Faux

Contre-aempleimmédiat: doublepile ouface avec A I' évenementfaceaupremiedancer”,
B I'évenementfaceausecondancer”,C I' évenementpile aupremierlancer”

2. Entropiesconditionnelles

(@) H(X,Y|Z) < H(X,Y)
Faux
Onpeutavoir H(X,Y|2) = H(X,)).
(b) H(X,Y|Z) > H(X)
Faux
Contre-gemple: siX = f(Z) ety = ¢g(X) onauraH (X,)Y|2) = 0, etcommeH (X) > 0
celacontreditla these.
(©) H(X,Y|2) < H(X,Y)
Vrai
C’estunepropriete debase(voir formulaireF.20)



(d) H(X,V|Z,T) > H(X, Z|T) — H(Z|T)
Vrai
Eneffet: OnaH(X,Y, Z|T) = H(Z|T)+H(X,Y|Z,T) (régledechdnage valableaussi
pourles entropiesconditionnelleset évidemmentH (X, Y, Z|T) > H(X, Z|T) (formule
F.19,valableaussipourlesentropiesonditionnelles).

3. Informationsmutuelles

@ I(x;Y|2) 2 I(X; D)
Faux
La regle gérérale, c’est qu’'on ne peutrien dire en géréral en ce qui concerne’effet du
conditionnemensurl'information mutuellede deuxvariablesaleatoires.
Contre-gemple:
Ondisposede deuxurnes(uneavecdesbilles bleuesetrouges)’autre avecdesbilles vertes
etjaunes)etd’unepiece.Onlanced’abordla piece(variable £) pourchoisirunedesdeux
urnes.ensuiteontire unebille dansl'urne choisie(la variable X’ désignela couleurde cette
bille), onla remet,eton choisitunedeuxemebille (variable)’) dansla mémeurne.
Ici, unefois Z connudesvariablest et) sontindépendantegtdoncI(X’; Y| Z) = 0). Par
contre,onal(X’;Y) = 1 Shannor{quelsquesoientlesnombregelatifsdebilles dechaque
couleurdanschacunedesdeuxurnes).En effet, remarquongout d’abordquel’information
apporéepar X sur) estlamémequecelleapporéepar Z sur) (la connaissancdel’'urne
danslaquelleonvatirer la seconddille). Or, ona

H(Y,2)=H(Y)=H(Z2)+ H(Y|2).
Par congquenton aaussi
1(X;Y) = I(2;Y) = HY) — HY|Z) = H(Z) = 1

(b) I(X; Y| 2) < I(X; )
Faux
Contre-aemple: X untexte binairedelongueurdonrée,) unmotdepasseZ le résultatde
I'encryptagede X aumoyende) avecuneméthodeDES(Z = DES(X,Y)). Ensupposant
quele motde passeet le texte sontchoisisindependammerntna I(X’; V) = 0, etpourtant,
sionsedonneZ, la connaissancdu mot de passegermetderetrouer le texte.

(©) I(x;Y|2) > I(X; D)
Faux
Puisquga) estfaux...

d) I(X; ), 2) = I(X; D)
Vrai
Voir formuleF.22

4. Indépendanceevariablesaléatoireqdiscietes)

@ X LY=I1(x;Y)=0
Vrai
X LY = P(X;,Y;) = P(X;)P(Y;),Vi,j = I(X;Y) = 0 parapplicationde F.6.

b)) X LY=I1(X;Y)>0
Vrai
Parapplicationdel'in égalie deGibbsauxdeuxlois deprobabilie P(X;, Y;) et P(X;) P(Y;),
ou bienenutilisantle fait quela fonction H,, estunefonctionstrictementoncae, cequi a
pourcongquenceueX Y Y < H(X|Y) < H(X).
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)X LY HWX,Y)=H(X)+H(Y)
Vrai
Commecongquencelela propréte géréraleH(X,Y) = H(X) + H(Y) — I(X;)) etdes
deuxproprétesprécedentes.
(d) X LY H(X|Y) < HQX)
Vrai
Cf. concaité strictedela fonctionentropieH,,.

5. Fonctionsdevariablesaleatoires

() ¥ =g(X) = H(Y) < H(X)
Vrai
Dansce cas, H(Y|X) = 0; donc H(Y,X) = H(X). Par ailleurson a évidemment
HY,X) > H(Y).

(b) Y =g(X) =Y L Z|x,v2

Vrai
Eneffet, Y = ¢(X) = H(X|Y;) = 0,VY;, etdoncI(X;Z|Y;) = 0,VY;, Z etdonc
X1 Z|).
(© Y =g(X) = H(Y) <log, |X|
Vrai

Puisquga) estvrai etque H (X') < log, |X|.
(d) Y = g(&) = I(X;Y) = min{H (X), H(Y)}
Vrai
En fait, puisque) = g¢g(&) on a min{H(X),H(Y)} = H(Y). Par ailleurs, comme
H(Y|X) =0onaaussil(X;)) = H(Y) (formuleF.7).

6. Réseawbayesiens
Dansle résealbayésienci-dessouspn a nécessairement

) SjO

@ (b) ()

(@ H(X,Y,2,T) =H(X)+ H(Z) + HY|X) + H(T|Y, Z, X)
Vrai
En toute géréralit on a (regle de chdnagedesentropies)H (X, Y, 2, 7) = H(X) +
H(Y|X)+ H(Z|X,Y) + H(T|X,Y, Z). La structurede réseaubayésienexprime (en-
treautres)e faitque P(Z|X,Y) = P(Z2) puisqueZ n'a pasdepéreetqueX et) sontdes
non-descendantie Z. OnadoncbienH(Z|X,Y) = H(Z).

(b) IV;T) 2 1I(V; X, ), 2)
Vrai
Pourle voir regroupongesvariablesY, ), Z etmamginalisondesvariableg/, W quin’interviennent
pasdanscettequestionpn obtientle réseaudela figure (b), ol onvoit aisementguelestrois
variablesA, 7,V formentunechdne de Markov (danscetordre).La propriéte estdoncune
congquencealela propréete d’'érosiondel'information le long d’'unechdne de Markov.



C©YeUsW
Vrai
Lestroisvariablesy, U, W formentaussiunechdne de Markov (voir figure(c)).

d) I(V;W[T.U) =0
Vrai
Onapardefinition I(V; WIT,U) = ¥ ; s P(Vis W, Uk, Th) 10g 57 sy biiet oy

Onaparailleurs(Yi, j, k, 1) P(V;|W;, Uy, T;) = P(Vi|T;) = P(Vi|Ug, T;) puisqueT estle
peredeV etqueW, U ensontdesnon-descendant®n peutdoncfactorisetP (V;, W;| Uy, T;) =
P(W;|U, T)) P(Vi|lW;, Uy, Ti) = P(W;|Uk, T}) P(Vi|Uy, Tp).

7. Entropiesdesources
Soit X;, Vi > 0 unesourcede Markov disciete. Lesquellegdesaffirmationssonttoujoursvraies,

souscettehypottese(vn)
(@) H(X") < i, H(X;)

Faux
Puisqu’unesourcesanamémoireestun casparticulierdechdnedeMarkov, on pourraitavoir
I'égalié.
(b) H(X") =30y H(Xi|Xi—1)
Vrai

A causedel’hypothesede Markov ona H (X;|X*~1) = H(X;|X;_1).

() H(X™) = Y0y H(X|xi™)
Vrai
C’estla propriete géreralede chdnagedesentropies.

(d) % formeunesuite(pasnécessairememstrictementidécroissante.
Faux
Un contre-&emplepeutétre obtenuaissmenten considrantun processuson-stationnaire,
par exemple sansmémoire. On pourrait trés bien avoir par exemple H(X;) = 0, puis
H(X;) = 1,Vi > 1, auquelcason aurait 2™) — n-1,

8. Ensemblesypiques

On consigreun processusléatoirequi consistea lancersuccessiementun piecesuppoge par
faite. Soit X; le résultatdu i-emelancer et X le résultatdesn premierdancers.

(a) Quelleestlataille de AS pourceprocessu®
2™ : touteslessuitesdelongueurn sontéquiprobablegt doncforcémenttoutestypiques.ll
y a2™ suitesdelongueurn.
(b) Quelleestla probabilie de AS, ?
1, vu cequi precade.
(c) Quelleestle débitd’entropiedu processusleatoireX; ?
1 Shannorparsymbole.
H(X™) =1log 2" = n = limy, o 23 — 1,
(d) Commentcoderdefagon optimalelesréalisationgle ceprocessu®
Un codebinairetrivial (Face — 0, Pile — 1).



B. Exercices

1. Urnesettirage sansremise

Soituneurnecontenant: billesrougesetn billesnoires(n + r > 1).

On tire deuxbilles successiementet sansremise,et on désignepar C; la variablealéatoirequi
repiesentda couleurdela premereetC, celledela seconde.

@)

(b)

(©)

Calculez(formellement)H (C;) et H(C2). Expliquezle résultatobtenu.

Solution

Onobtientpourla premerebille H(C;) =

pourla secondédille.

Le protocoledetirageestenfait équivalentatirer enmémetempsdeuxbilles, puisaregarder

sepaémentla couleurdesdeuxbilles, ce qui expliquela synétrie.

Calculer ensupposanguen = 1 etr = 2 lesvaleursde H(C;), H(C3), I(C1;C2).

Solution

OnaH(Cy) = H(C2) = —[3log 3 + 21log 2] =log 3 — 2 = 0.9182958.

Parailleurs,enfonctiondela couleurdela premerebille H(Cz|01 =n)=0etH(C|C =
r) = 1. DoncH (C3|C1) = 2. DoncI(Cy;Co) = H(C2) — H(C2|C1) = 0.2516291.

—[74 log 715 + 755 log 7%, | etlamémechose

On continuele tirage sansremlse,Jusqua épuisementu stock et on désignele résultat
desn + r tiragessuccessifparC"*" = C1,Cs,...,Chir. Calculez(formellementet en
réflechissant)a valeurde H (C™*7).

Solution

Il sufit de voir quetoutesles realisationsde C™*" sontéquiprobables.Commeil y ena
() ona H(C™T) = log ek,
nlr!

Calculondaprobabllléd unesuiteparticulere,parexemplenn - - - nrr - - - 7. OnaP(C™t" =

- n n-1l 1 rr=1 1 _ _nlr!
nn T T) = ST =TT T e Onv0|tquelefaltdemodlfler

I'ordre d’apparitiondesbilles rougeset noiresne changeien a cettevaleur

2. Propriétésdescodes

Pourchacunde cescodesjndiquer(enjustifiant) s'il estrégulier(R), dechifrable (D), instantag
(1), complet(C).

@

(b)

(€)

le codebinairedemots{0, 01,11}

Régulier : puisquetouslesmotsde codesontdifféerents.

Déchiffrable : si oninversele sensdela lecturedesmessagesnco@s,on serendcompte
quele codeestsangpréfixeset doncdéchifrable;le codede départl’est doncaussi.
PaslInstantané: puisqude motO0 estpréfixe de01.

Pascomplet: ausensstrict, car cettenotionn’estdéfinie que pourles codesinstantags.
Cependantle code“retourré” estbien un codeinstantag complet(il satishit I' égalie de
Kraft).

le codebinairedemots{00,11,111,0110}

Régulier: oui

Déchiffrable : non,I'extensiond’ordredeuxducodecontientdeuxmotsidentiques 11,111
etl111,11.

Instantané: noncarllestun préfixedel111.

Complet: non,carpasinstanta@ (leslongueursevérifientpasnonplusl’ égalie deKraft).
le codeternairede mots{00,012, 011, 100, 201, 212, 22}

Le codeestsanspréfixes,doncinstantang, regulier etdéchiffrable.

Par contre, il n'est pascomplet(on peutajouter par exemple,le mot 010 en gardantla
propréte de codesanspréfixes).



3. Arbr esde codes,négalite de Kraft, Huffman
Soientleslongueursde motsde codessuivantes

li o 13 la I5 lg Iz lg lg I
2 3 3 2 3 4 2 3 2 2 |

(a) Existe-t-ilun codebinairedéchifrable respectanteslongueursde mots?
Réponse non
Eneffet, calculonde membredegauchalel’in €galié deKraft pourg = 2. On aE%ﬂl 27k =
1.8125.
(b) Quelleestla taille minimalede I'alphabetde code(“arité”) telle quel’on puisseconstruire
un codeinstanta@ respectanteslongueursgle mots?
On calculele membrede gauchede I'in égali de Kraft pourg = 3. Ona 2}21 37l =
0.7160493. Il existedoncbienun codeternairedéchifrable ayantceslongueursde mots.
(c) Dessinemunarbrede code(aveccetalphabetui réaliseleslongueursdonrées.
Réponse
Ondessinaun arbrede codecompletde profondeur4 (longueurdu mot le pluslong) et on
insereprogessiementlesmotsde codedanscetarbre.Celadonne si oninserelesmotsde
gauchedroite,l'arbre dela figureci-dessous.

(d) Pouwez-vous modifier cet arbre (en présenant le nombrede symbolessource)de fagon a
garantirunediminutiondela longueurmaoyenne guellequesoitla distribution de probabilie
dessymbolessource? Allez aussiloin quepossibledanscettedirection.

Réponse

Il fautmodifier I'arbre en dépla@nt les feuilles versle hauttout en préserant le carackre
sangréfixes. La figuresuvantemontreunetelle sequencenaximalederéductiondel’arbre.
Onvoit qu’'il n'existe pasd’arbremeilleurpourunedistribution dessymboleauniforme.

(e) Soit,alorsla distribution de probabilie suvante
(0.01,0.01,0.02,0.02,0.02,0.02,0.02,0.02,0.02,0.84).

Associezcesprobabilies aux feuilles de I'arbre obtenua I étapeprecedentede mankire a
minimiserla longueumaoyennede codage.
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Réponse
Il sufiit d'associetesprobabilieslesplusfaiblesaufeuilleslesplusprofondesEnl’'occurence,
lesprobabilies0.01sontici assoc@esauxnoeudsle profondeur3.

() Comparez’entropie de la sourceet la longueurmoyennedu code. En déduirequ’il doit
existerun codepourles symbolessource(utilisantle mémealphabetui estmeilleur
Réponse
L’entropiedela sourcevautici H = 1.1343095 Shannon.

On en déduit qu'il existe un codeternairede longueurmayenneinférieurea % +1 =
1.7156696.

La longueurmoyennedu codevaut2.02.
Il existedoncbienun codequi doit étremeilleut

(g) Trouvezuntel codedelongueurmoyenneminimaleet calculezla longueurmoyennecorre-
spondante.
Réponse
Il faut appliquerl’algorithme de Huffman. Cependantavant d’appliquercetalgorithmeil
faut compkEterla sourceau moyen de symboles‘bidon” de probabiligé nulle, pour quele
nombrede symbolessourcessoit compatibleavec le nombredefeuillesd’un arbreternaire
completouincomplet(F' = 2n + 1,n > 0).
Dansle casprésentjl fautajouterun seulsymbolebidon(F=11).
La figureci-dessousnontrela constructiordel'arbre de Huffman.

O
O
O
O
O
O

002 O g
084 (O

La longueurmayennedu codevaut 1.24 symbolede codepar symbolesource.Cettevaleur
estbieninférieurea 1.715669€Etsupérieurea% = 0.7156696.

084 O

4. Entropiesde messagesodes
Ons'intéressela relationentrel’entropie parsymboled’unesourceet celledela sourceobtenue
apescodage.
SoitS unevariablealéatoiredontlesvaleurssont{1, 2, 3}. Soitunesourcequi émetdessequences
desymbolesS™ = (&4, ... S,) indépendantstidentiquementistribuéscommes.

D’autre part, désignonspar C(S) la sequencebinaire obtenueen codantle symboleS, et par
C(S™) = C(S51)C(S2) - -- C(Sy) la sequenceyui corresponcu codaged’'un message™.

(a) EnsupposantjueC estun coderéguliermaisnondéchifrable,comparez
i. H(C(S)) avecH(S),
Réponse
Ona H(C(S)) < H(S), carC(S) estunefonctionde §. D’autre part, commele
codeestrégulieril existeaussiunefonctiong(-), telle queS = ¢(C) etdoncH(S) <
H(C(S)). Autotal H(C(S)) = H(S).
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H(C(S™)) avecH(S™).

Réponse

En géreral (quel que soit n) tout ce qu’on peutdire, c'estque H(C(S™)) < H(S™).
Mais commele codeestnondéchifrable,il existen tel que H(C(S™)) < H(S™).

Par exemple,supposonguela sourcesoit binaireet quele codeassod soit

s1 —~ 11
s9 — 111

Cecodeestrégulier Ensupposantjueles deuxsymbolessourcesoientéquiprobables,
OnH(S) = 1etH(S?) =2.

D'autrepart,C(S?) = {1111,111111, 11111} puisquelesséquences; s, etsss; don-

nenttoutesles deuxle mémemessagd1111. Lesprobabiliesassodesa la variable

C(8?) sont{1, 1, 3} etdoncl'entropiedecettevariablevaut H (C(5?)) = 3.

(b) Ensupposanguela loi deprobabilie assodtea S est

P(1) =1/2;P(2) = P(3) = 1/4,

trouvezI’entropie parsymbolede source(enbits parsymbolede source).
Réponse: lim, o, 28" = H(8;) = —[Llog L + Ilog I + 1log 1] = & Shannon
parsymbole.

. Soitle code

C@1) =0,C(2) = 10,C(3) = 11.

Trouvezl'entropie de la sourcecocke (enbits par symbolebinaire). Remarquezuela
sourcecocken’estpluscompressible.

Réponse

Intuitivement: le codeestdéchifrable et d'autre part la longueurmayennedu code
estégalea I'entropie de la source. Il s'agit doncd’un codeoptimal, et les messages
unefois enco@sdoiventdoncformerunesuitede symbolessuccessifindependantet
equiprobablegcar sinonon pourraitles comprimerencore et doncle codepour S ne
seraitpasoptimal. Le débit d’entropieestdoncde 1 Shannorparbit.

Soit maintenante codesuivant(delongueursuniformes)
C(1) =00,C(2) =10,C(3) = 01.

Quedevient!'entropie parsymbole(binaire)dela sourcecocee?

Réponse

Intuitivement: le codeestencoredéchifrable et produitexactemeng® bits parsymbole
source.Commela sourcede départa un débit d’entropiede 1.5 Shannorparsymbole,
la sourcebinairerésultanidel’encodadeproduit0.75Shannorparbit.
Plusrigoureusement il s'agit de déterminersi la suite HCM) corverge et versquelle

n
limite. Or cettesuiteestcoinceentrelesdeuxsuitessuivantes

H(Stn/z’J) - H(C™) - H(gfn/ﬂ).

n n n

Commecesdeuxsuitescorvergentversunemémelimite asavoir Z45) — 3 | enestde
A n
mémepour ")

n .



Formules utiles

Entr opie,information, divergence

n

HX) £ —ZP ) log P(X;) (F.1)
H(X, Xo,. . X)) 2 —Z---ZP(Xm,...,Xm,im)logP(Xl,il,... Xmin) (F2)
i1=1 tm=1
H(X|Y;) = —Y P(Xi|Y;)log P(X;|Y;) (F.3)
i=1
(XY) & -3 3 P(X;,Y))log P(Xi]Y)) (F4)
i=1j=1
HEY) = 3 PY)HEY) (F5)
j=1
I(x;y) = il]ilp X;,Y;) 1ogp(()f)’ ()]) (F.6)
I(x;Y) = H(X)-H(X|Y) (F7)
= H(Y) - HY|X)=H(X)+HY) - HX,Y) (F.8)
I(X;Y|2) & H(X|2)-HX|Y,Z2) (F.9)
, _ P(Xi,Y;|Z)
I(X;)|12) = Z%P X, Y}, Zy) 1ogP(Xi|Zk)1;(Yj|Zk) (F.10)
A P(w)
D(P||Q) = %P(w)logm (F.11)

Additi vité et chainage
HX,Y) = HX)+HQ|X)=HY)+ HX|Y) (F12)
H(X,Y|2) = H(X|2)+H\|X,2) (F.13)
H(X, X, ..., &)

H(Xl) + H(X2|X1) + H(X3|X2,X1) + ...+ H(Xn‘Xn—lq .. .,Xl)

2 Y HX| X, X) (F.14)
=1
H(X, Xoy . Xa|Y) = HAY) + HX| X, Y) + oo+ H(X| X, X0, )
L S HWX|X .., X,Y) (F.15)
i=1
(X, Xy X3 Y) = SOI(X: VX1, ..., X) (F.16)




Positivite, convexité et monotonicitée

H(X)>0 et HXY) >0 et HWXY) >0 (F17)
H(X,Y) < H(X) + H(Y) < 2H(X,)) (F.18)
0<HX)<HWX,Y)<HWX,Y,2)<... (F.19)
H(X)> HX|Y) > HXY,2)>...>0 (F.20)
I(X;Y) >0 et I(A;V|2)>0 (F21)

0 < I(X;Y) < I(X;, 2) < I(X, T; ), 2) (F22)
D(P||Q) > 0 (F23)

Non-création d’inf ormation
SiX & Y « Z formentunechainedeMarkov alors

I(X;Y) > I(X; 2) et I(V;2) > I(X; 2) (F.24)

En particulier Z = g())

I(x;Y) > 1(X;9())) (F.25)

Inégalite de Kraft
Soientn,, ..., ng deslongueursde motscandidatepour coderunesource(-aire dansun alphabe
g-aire.Alors I'in égalié de Kraft

Q
dgm<l (F.26)
i=1

estuneconditionnécessairet sufisanted’existanced’un codedéchifrable respectanteslongueur
demaots.
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