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15décembre 2000

Enoncés,solutionset explications

A. QCM - Théorie

Indiquersi lesaffirmationssuivantessontvraiesou fausses.

1. Notiond’indépendanced’événements

(a)
�

estindépendantdetoutautreévénement

Vrai
Explication: pourtout événement� ona ��� ��� ���
	���� � �
	
��	���� � ���������

(b) “ ���
� ” � “ ��������� ”.

Vrai
Explication: D’unepartona ��������� ����� � ����	
���������������
	
������� �"!$#%�&�'�����(�*)
D’autrepart: ����� � �����,+-����� � ����	
�&�����
�.����� � ����	
�������/#%����� � �����
Onendéduitque ����� � ������	
�����������'�����
�0������� , etdonc �
�����.������� .

Commela relation � estsymétrique,onendéduitaussique �
�����1���
��� .

La combinaisondecesdeuxpropríet́esdonnela thèse.

(c) �32�
� et �42��5
�6�72��5
Faux
Contre-exemple: doublepile oufaceavec � faceaupremierlancer, 5 faceausecondlancer,� faceauxdeuxlancers.Ona ����5 , etpourtant�82�
� et �42��5 .

(d) “ ���
� ” 96�&��� � ����	����������&�����
Vrai
Pardéfinition.

(e) ���
� et �:��5
�6�
��5
Faux
Contre-exempleimmédiat: doublepileouface,avec � l’ événement“f aceaupremierlancer”,� l’ événement“f aceausecondlancer”, 5 l’ événement“pile aupremierlancer”

2. Entropiesconditionnelles

(a) ;-�'<>=@?BA CB�EDF;-�'<>=@?��
Faux
Onpeutavoir ;-�'<G=@?�A CB��	
;-�'<G=@?�� .

(b) ;-�'<>=@?BA CB�EHF;-�'<I�
Faux
Contre-exemple: si <3	�J��KCL� et ?�	NMO�'<I� onaura;P�'<>=@?�A CL�Q	
� , etcomme;-�'<&�ERF�
celacontreditla thèse.

(c) ;-�'<>=@?BA CB�ESF;-�'<>=@?��
Vrai
C’estunepropríet́e debase(voir formulaireF.20)
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(d) ;-�'<>=@?BA C�=@T��QRF;-�'<G=UCVA T��/#%;-�KCIA T��
Vrai
Eneffet: Ona ;-�'<G=@?�=UCIA T���	�;P�KCVA T��W+I;-�'<>=@?BA C�=@T�� (règledechâınage,valableaussi
pour lesentropiesconditionnelles)et évidemment;-�'<>=@?X=UCVA T���R7;-�'<G=UCVA T�� (formule
F.19,valableaussipourlesentropiesconditionnelles).

3. Informationsmutuelles

(a) YO�'<GZ@?�A CB�ERFYO�'<GZ@?��
Faux
La règle géńerale,c’est qu’on ne peut rien dire en géńeral en ce qui concernel’effet du
conditionnementsurl’information mutuellededeuxvariablesaléatoires.

Contre-exemple:

Ondisposededeuxurnes(uneavecdesbillesbleueset rouges,l’autreavecdesbillesvertes
et jaunes),et d’unepièce.On lanced’abordla pièce(variable C ) pourchoisirunedesdeux
urnes,ensuiteon tire unebille dansl’urne choisie(la variable < désignela couleurdecette
bille), on la remet,etonchoisitunedeuxìemebille (variable? ) dansla mêmeurne.

Ici, unefois C connuelesvariables< et ? sontindépendantes(etdonc Y[�'<>Z@?�A CL�Q	
� ). Par
contre,ona YO�'<GZ@?���	�! Shannon(quelsquesoientlesnombresrelatifsdebillesdechaque
couleurdanschacunedesdeuxurnes).En effet, remarquonstout d’abordquel’information
apport́eepar < sur ? estla mêmequecelleapport́eepar C sur ? (la connaissancedel’urne
danslaquelleonva tirer la secondebille). Or, ona;-��?�=UCL�Q	\;P��?���	
;-�KCB�]+P;P��?�A CB�_^
ParconśequentonaaussiYO�'<GZ@?���	
YO�KC�Z@?���	�;P��?��/#%;-��?BA CB�
	
;-�KCB�
	`!

(b) YO�'<GZ@?�A CB�ESFYO�'<GZ@?��
Faux
Contre-exemple: < untextebinairedelongueurdonńee, ? unmotdepasse,C le résultatde
l’encryptagede < aumoyende ? avecuneméthodeDES( C�	
aIbLc$�'<G=@?�� ). Ensupposant
quele mot depasseet le texte sontchoisisindépendammenton a YO�'<GZ@?��$	d� , et pourtant,
si onsedonneC , la connaissancedumotdepassepermetderetrouver le texte.

(c) YO�'<GZ@?�A CB�EHFYO�'<GZ@?��
Faux
Puisque(a)estfaux...

(d) YO�'<GZ@?�=UCB�eRFYO�'<GZ@?��
Vrai
Voir formuleF.22

4. Indépendancedevariablesaléatoires(discr̀etes)

(a) <f�
?��0YO�'<GZ@?���	
�
Vrai<f�
?��0���hg�i"=@jlkm��	
�&�hg�i'���&��jnkW�_=�oOp(=*q��0Y[�'<>Z@?���	
� parapplicationdeF.6.

(b) <r2�
?��0YO�'<GZ@?��EHF�
Vrai
Parapplicationdel’in égalit́edeGibbsauxdeuxloisdeprobabilit́e �&�hg i =@j k � et �&�hg i ���&��j k � ,
ou bienenutilisant le fait quela fonction ;�s estunefonctionstrictementconcave, cequi a
pourconśequenceque <t2�
?
9u;-�'<vA ?��wDN;P�'<I� .
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(c) <f�
?\9u;-�'<G=@?���	�;P�'<I�]+-;-��?��
Vrai
Commeconśequencedela propríet́e géńerale ;P�'<>=@?���	
;-�'<&�x+-;P��?��/#%YO�'<GZ@?�� etdes
deuxpropríet́espréćedentes.

(d) <r2�
?\9u;-�'<yA ?��EDN;P�'<I�
Vrai
Cf. concavité strictedela fonctionentropie;�s .

5. Fonctionsdevariablesaléatoires

(a) ?�	NM,�'<&�
�u;P��?��wSF;-�'<I�
Vrai
Dans ce cas, ;-��?BAz<I�F	 � ; donc ;P��?�=_<&�\	{;-�'<&� . Par ailleurs on a évidemment;-��?�=_<&�eRF;P��?�� .

(b) ?�	NM,�'<&�
�u?
��CIAz<>=�o,C
Vrai
En effet, ?|	}MO�'<I�~� ;P�'<vA jlkm��	��l=�oOjlk , et donc YO�'<GZUCVA jlkW��	��l=�oOjlk�=UC et donc<f��CVA ? .

(c) ?�	NM,�'<&�
�u;P��?��wSF��������Az<yA
Vrai
Puisque(a)estvrai et que ;-�'<I�wSF����� � Az<vA .

(d) ?�	NM,�'<&�
�uY[�'<>Z@?���	
�����O��;-�'<&�_=@;-��?��U�
Vrai
En fait, puisque ? 	{MO�'<I� on a �����[��;-�'<&�_=@;-��?��U�3	�;-��?�� . Par ailleurs, comme;-��?�Az<&�Q	
� onaaussiY[�'<>Z@?��Q	
;P��?�� (formuleF.7).

6. Réseauxbaýesiens
Dansle réseaubaýesienci-dessous,onanécessairement

(b) (c)(a)

� � �
��

� �
�
�

�
�
�

����� �,���n��� �

(a) ;-�'<>=@?X=UC�=@T��
	\;-�'<&�]+¡;P�KCB�]+-;-��?BAz<I�x+¡;P��TGA ?X=UC�=_<V�
Vrai
En toute géńeralit́e on a (règle de châınagedes entropies);-�'<G=@?�=UC�=@T��¢	{;-�'<&��+;-��?�Az<&�e+d;-�KCIAz<>=@?���+�;-��TGAz<G=@?�=UC�� . La structurede réseaubaýesienexprime (en-
treautres)le fait que �&�KCIAz<>=@?��Q	����KCB� puisqueC n’a pasdepèreetque < et ? sontdes
non-descendantsde C . Onadoncbien ;P�KCVAz<>=@?��Q	
;P�KCB� .

(b) YO��£�Z@T��wR¢YO��£�Z_<>=@?�=UC��
Vrai
Pourlevoir regrouponslesvariables<>=@?�=UC etmarginalisonslesvariables¤�=@¥ quin’interviennent
pasdanscettequestion;onobtientle réseaudela figure(b), où onvoit aiśementquelestrois
variables¦I=@T�=@£ formentunechâınedeMarkov (danscetordre).La propríet́e estdoncune
conśequencedela propríet́e d’érosiondel’information le longd’unechâınedeMarkov.
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(c) ?d§¨¤�§6¥
Vrai
Lestrois variables?X='¤�=@¥ formentaussiunechâınedeMarkov (voir figure(c)).

(d) YO��£�Z@¥©A T�='¤L��	
�
Vrai
Onapardéfinition Y[��£ªZ@¥©A T�='¤L��	�« ih¬ kU¬ ­m¬ ® �&�'¯°i�=_±Gk�= ² ­ ="³ ® �n����� ´/µ·¶¹¸ ¬ º�»�¼ ½�¾¹¬ ¿mÀ�Á´/µ·¶¹¸ ¼ ½�¾¹¬ ¿mÀ�Á ´/µ º�»�¼ ½�¾¹¬ ¿mÀ�Á .
On a parailleurs(oOp@=*q�=UÂO=@Ã ) ���'¯ÄiUAz±Gk�= ² ­ ="³ ® �e	d���'¯ÄiUA ³ ® �E	Å���'¯ÄiUAÆ² ­ ="³ ® � puisqueT estle
pèrede £ etque¥7='¤ ensontdesnon-descendants.Onpeutdoncfactoriser���'¯°i"=_±Gk AÆ² ­ ="³ ® ��	�&�'±Gk AÆ² ­ ="³ ® �����'¯Äi@Az±Gk�= ² ­ ="³ ® ��	
�&�'±Gk AÆ² ­ ="³ ® �����'¯Äi@AÆ² ­ ="³ ® � .

7. Entropiesdesources
Soit < i =�oOp�H`� unesourcedeMarkov discr̀ete. Lesquellesdesaffirmationssonttoujoursvraies,
souscettehypoth̀ese(o,Ç )

(a) ;-�'< s �QD\« si�È]É ;P�'< i �
Faux
Puisqu’unesourcesansmémoireestuncasparticulierdechâınedeMarkov, onpourraitavoir
l’ égalit́e.

(b) ;-�'< s ��	�« si�È]É ;P�'<QiUAz<QihÊOÉ �
Vrai
A causedel’hypothèsedeMarkov ona ;P�'<Qi@Az< i�ÊOÉ ��	\;P�'<QiUAz<QihÊOÉ � .

(c) ;-�'< s ��	�« si�È]É ;P�'<QiUAz< i�ÊOÉ �
Vrai
C’estla propríet́e géńeraledechâınagedesentropies.

(d) Ë µ·Ì�Í Ás formeunesuite(pasnécessairementstrictement)décroissante.

Faux
Un contre-exemplepeutêtreobtenuaiśementenconsid́erantun processusnon-stationnaire,
par exemplesansmémoire. On pourrait très bien avoir par exemple ;-�'< É �%	Î� , puis;-�'< i ��	`!Ï=�oOp�H�! , auquelcasonaurait Ë µ·Ì Í Ás 	 s�ÊOÉs .

8. Ensemblestypiques
On consid̀ereun processusaléatoirequi consistèa lancersuccessivementun piècesuppośeepar-
faite.Soit <Qi le résultatdu i-èmelancer, et < s le résultatdesÇ premierslancers.

(a) Quelleestla taille de �ªÐs pourceprocessus?Ñ s : touteslessuitesdelongueurÇ sontéquiprobableset doncforcémenttoutestypiques.Il
y a

Ñ s suitesdelongueurÇ .

(b) Quelleestla probabilit́e de ��Ðs ?! , vu cequi préc̀ede.

(c) Quelleestle débit d’entropieduprocessusaléatoire< i ?! Shannonparsymbole.;-�'< s ��	
����� Ñ s 	\ÇÒ�0�����Bs�ÓÕÔ Ë µ�Ì�Í Ás 	`! .
(d) Commentcoderdefaçonoptimalelesréalisationsdeceprocessus?

Un codebinairetrivial ( ÖÕ× ØÚÙ�Û0� , �Xp'ÃKÙªÛ|! ).
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B. Exercices

1. Urneset tirage sansremise

Soit uneurnecontenantÜ billes rougeset Ç billesnoires( Ç�+¡Ü�Hd! ).
On tire deuxbilles successivementet sansremise,et on désignepar ÝÄÉ la variablealéatoirequi
repŕesentela couleurdela premìereet Ý � celledela seconde.

(a) Calculez(formellement);-��ÝÄÉÚ� et ;P��Ý � � . Expliquezle résultatobtenu.
Solution
Onobtientpourla premìerebille ;-��Ý É ��	`#�� ssÏÞOß ����� ssÏÞOß + ßsÏÞOß ����� ßsÏÞOß =") et la mêmechose
pourla secondebille.
Le protocoledetirageestenfait équivalentà tirer enmêmetempsdeuxbilles,puisàregarder
sépaŕementla couleurdesdeuxbilles,cequi expliquela symétrie.

(b) Calculer, ensupposantque ÇÒ	`! et Ü�	 Ñ
lesvaleursde ;-��ÝàÉá�_=@;-��Ý � �_=@Y[��ÝàÉWZ"Ý � � .

Solution
Ona ;P��Ý É ��	
;-��Ý � ��	Å#�� Éâ ����� Éâ + �â ����� �â )O	������wã�# �â 	
�l^Æäl!¹å Ñ ä�æ�å .
Parailleurs,enfonctiondela couleurdela premìerebille ;-��Ý � Az5eÉe	�Çx��	
� et ;P��Ý � Az5eÉe	Üç��	`! . Donc ;P��Ý � A Ý É ��	 �â ^ Donc YO��Ý É Z"Ý � �
	
;-��Ý � �è#%;-��Ý � A Ý É �
	
�l^ Ñ æl!¹é Ñ äl! .

(c) On continuele tirage sansremise,jusqu’̀a épuisementdu stock et on désignele résultat
des Çy+�Ü tiragessuccessifspar Ý sÏÞOß 	tÝÄÉ�="Ý � =Ú^Ú^Ú^¹="Ýns�ÞOß . Calculez(formellement,et en
réfléchissant)la valeurde ;P��Ý s�ÞOß � .
Solution
Il suffit de voir que toutesles réalisationsde Ý s�ÞOß sont équiprobables.Commeil y en aµ sÏÞOßUÁ�ês ê ßáê ona ;P��Ý sÏÞOß ��	
����� µ s�ÞOßUÁhês�ê ßáê .
Calculonslaprobabilit́ed’unesuiteparticulìere,parexempleÇëÇBìÚìÚì@ÇëÜÏÜQìÚìÚìUÜ . Ona ����Ý sÏÞOß 	ÇëÇBìÚìÚì_ÇëÜWÜQìÚìÚìUÜç��	 ss�ÞOß s ÊOÉsÏÞOßáÊOÉ ìÚìÚì Éß@Þ]É ßß ßáÊOÉßáÊOÉ ìÚìÚì ÉÉ 	 s ê ßáêµ sÏÞOßUÁhê . On voit quele fait demodifier
l’ordre d’apparitiondesbilles rougeset noiresnechangerien à cettevaleur.

2. Propri étésdescodes

Pourchacundecescodes,indiquer(enjustifiant)s’il estrégulier(R), déchiffrable(D), instantańe
(I), complet(C).

(a) le codebinairedemots ���l=@�°!Ï=¹!�!W�
Régulier : puisquetouslesmotsdecodesontdifférents.
Déchiffrable : si on inversele sensdela lecturedesmessagesencod́es,on serendcompte
quele codeestsanspréfixeset doncdéchiffrable; le codededépartl’est doncaussi.
PasInstantané : puisquele mot0 estpréfixe de01.
Pascomplet : ausensstrict, carcettenotionn’estdéfiniequepour lescodesinstantańes.
Cependant,le code“retourńe” estbien un codeinstantańe complet(il satisfait l’ égalit́e de
Kraft).

(b) le codebinairedemots �����l=¹!�!Ï=¹!�!�!Ï=@�°!�!Ú�l�
Régulier : oui
Déchiffrable : non,l’extensiond’ordredeuxducodecontientdeuxmotsidentiques: 11,111
et 111,11.
Instantané : noncar11estunpréfixede111.
Complet : non,carpasinstantańe (leslongueursnevérifientpasnonplusl’ égalit́edeKraft).

(c) le codeternairedemots �����l=@�°! Ñ =@�°!�!Ï=¹!Ú�ç�l= Ñ �°!�= Ñ ! Ñ = ÑçÑ �
Le codeestsanspréfixes,doncinstantané, r égulier etdéchiffrable.
Par contre, il n’est pascomplet(on peut ajouter, par exemple, le mot 010 en gardantla
propríet́e decodesanspréfixes).
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3. Arbr esdecodes,inégalité deKraft, Huffman

Soientleslongueursdemotsdecodessuivantesí ÃhÉÎÃ � Ã â Ã�îïÃ�ðïÃ�ñïÃhò�Ã�óïÃ�ôÎÃhÉ�õÑ ã ã Ñ ã ö Ñ ã Ñ Ñø÷ ^
(a) Existe-t-il uncodebinairedéchiffrablerespectantceslongueursdemots?

Réponse: non
Eneffet,calculonslemembredegauchedel’in égalit́edeKraft pour ùÕ	 Ñ

. Ona « É�õi�È]É Ñ Êà® ¸ 	!Ï^Æål! Ñ æn^
(b) Quelleestla taille minimalede l’alphabetdecode(“arité”) telle quel’on puisseconstruire

uncodeinstantańe respectantceslongueursdemots?
On calculele membrede gauchede l’in égalit́e de Kraft pour ùP	6ã . On a « É�õi�È]É ã Êà® ¸ 	�l^ûún!¹éÏ�Ïö�ä�ãn^ Il existedoncbienuncodeternairedéchiffrableayantceslongueursdemots.

(c) Dessinerunarbredecode(aveccetalphabet)qui réaliseleslongueursdonńees.
Réponse
On dessineun arbredecodecompletdeprofondeur4 (longueurdu mot le plus long) et on
insèreprogessivementlesmotsdecodedanscetarbre.Celadonne,si on insèrelesmotsde
gauchèadroite,l’arbredela figureci-dessous.

l1

l2

(d) Pouvez-vous modifier cet arbre(en préservant le nombrede symbolessource)de façon à
garantirunediminutiondela longueurmoyenne,quellequesoit la distributiondeprobabilit́e
dessymbolessource? Allez aussiloin quepossibledanscettedirection.
Réponse
Il faut modifier l’arbre en déplaçant les feuilles versle hauttout en préservant le caract̀ere
sanspréfixes.La figuresuivantemontreunetelleséquencemaximalederéductiondel’arbre.
Onvoit qu’il n’existepasd’arbremeilleurpourunedistribution dessymbolesuniforme.

l1

l2

(e) Soit,alorsla distribution deprobabilit́e suivante���l^ü�°!Ï=@�l^ü�°!Ï=@�l^ü� Ñ =@�l^Æ� Ñ =@�l^Æ� Ñ =@�l^Æ� Ñ =@�l^û� Ñ =@�l^Æ� Ñ =@�l^Æ� Ñ =@�°^ÆåWön�_^
Associezcesprobabilit́es aux feuilles de l’arbre obtenuà l’ étapepréćedentede manìere à
minimiserla longueurmoyennedecodage.
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Réponse
Il suffit d’associerlesprobabilit́eslesplusfaiblesaufeuilleslesplusprofondes.Enl’occurence,
lesprobabilit́es0.01sontici assocíeesauxnoeudsdeprofondeur3.

(f) Comparezl’entropie de la sourceet la longueurmoyennedu code. En déduirequ’il doit
existeruncodepourlessymbolessource(utilisantle mêmealphabet)qui estmeilleur.

Réponse
L’entropiedela sourcevautici ;ý	`!Ï^�!¹ãWö�ãÏ�çä�æ Shannon.

On en déduit qu’il existe un codeternairede longueurmoyenneinférieureà Ëþzÿ�� â +7!%	!Ï^ûún!¹æ�é�é�ä�é .

La longueurmoyenneducodevaut
Ñ ^ü� Ñ .

Il existedoncbienuncodequi doit êtremeilleur.

(g) Trouvezun tel codedelongueurmoyenneminimaleet calculezla longueurmoyennecorre-
spondante.

Réponse
Il faut appliquerl’algorithme de Huffman. Cependant,avant d’appliquercet algorithmeil
faut compĺeter la sourceau moyen de symboles“bidon” de probabilit́e nulle, pour que le
nombredesymbolessourcessoit compatibleavec le nombredefeuillesd’un arbreternaire
completou incomplet( ÖÅ	 Ñ Ç&+
!Ï=@Ç RN� ).

Dansle casprésent,il fautajouterunseulsymbolebidon(F=11).

La figureci-dessousmontrela constructiondel’arbredeHuffman.

0.02

0.84

0.02

0.02

0.02

0.02

0.02

0.02
0.02

0.84

0.02

0.02

0.84

0.02

0

0.01

0.01

0.02

0.02

0.02

0.02

0.02

0.02

0.06
0.02

0.02

0.02

0.02

0.84

0.02

0.84

0.06

0.1

La longueurmoyennedu codevaut1.24symboledecodeparsymbolesource.Cettevaleur
estbieninférieureà1.7156696etsuṕerieureà Ëþzÿ�� â 	
�l^ûún!¹æ�é�é�ä�é .

4. Entropiesdemessagescodés

Ons’intéressèa la relationentrel’entropieparsymboled’unesourceetcelledela sourceobtenue
apr̀escodage.

Soit
�

unevariablealéatoiredontlesvaleurssont ��!Ï= Ñ =Uã � . Soitunesourcequi émetdesséquences
desymboles

� s 	�� � Ém=Ú^Ú^Ú^ � s°� indépendantset identiquementdistribuéscomme
�

.

D’autre part, désignonspar 5��'c
� la séquencebinaire obtenueen codantle symbole c , et par5��'c s ��	�5��'c É �(5��'c � �[ìÚìÚì 5��'c s � la séquencequi correspondaucodaged’un messagec s .

(a) Ensupposantque 5 estuncoderéguliermaisnondéchiffrable,comparez

i. ;-�'5�� � �(� avec ;P� � � ,
Réponse
On a ;-�'5�� � �(� Sø;P� � � , car 5�� � � est une fonction de

�
. D’autre part, commele

codeestrégulieril existeaussiunefonction MO��ìû� , telle que
� 	�MO��Ýx� et donc ;-� � �ÕS;-�'5�� � �(� . Au total ;P�'5�� � �(�
	�;P� � � .
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ii. ;-�'5�� � s �(� avec ;-� � s � .
Réponse
En géńeral (quel quesoit Ç ) tout ce qu’on peutdire, c’est que ;P�'5�� � s �(��Sf;P� � s � .
Maiscommele codeestnondéchiffrable,il existe Ç tel que ;-�'5�� � s �(�wDN;P� � s � .
Parexemple,supposonsquela sourcesoit binaireetquele codeassocíe soit

� ÉeÛ�!�!� � Û�!�!�!
Cecodeestrégulier. En supposantquelesdeuxsymbolessourcesoientéquiprobables,
on ;-� � �
	�! et ;P� � � ��	 Ñ

.
D’autrepart, 5�� � � ��	d��!�!�!�!Ï=¹!�!�!�!�!�!Ï=¹!ç!�!�!�!W� puisquelesséquences� É � � et � � � É don-
nenttoutesles deuxle mêmemessage!�!�!�!�! . Les probabilit́esassocíeesà la variable5�� � � � sont � Éî = Éî = É� � etdoncl’entropiedecettevariablevaut ;-�'5�� � � �(�
	 â� .

(b) Ensupposantquela loi deprobabilit́e assocíeeà
�

est�&�"!��
	`!�� Ñ Z@��� Ñ �w	
���Kãç�Q	`!��mö°=
i. trouvezl’entropieparsymboledesource(enbits parsymboledesource).

Réponse: �����Ls�ÓÕÔ Ë µ�� Í Ás 	`;-� � ÉÚ�$	f#�� É� ����� É� + Éî ����� Éî + Éî ����� Éî )�	 â� Shannon
parsymbole.

ii. Soit le code 5��"!��
	
�l=_5�� Ñ ��	`!Ú�l=_5��Kãç��	`!�!Ï^
Trouvez l’entropiedela sourcecod́ee(enbits parsymbolebinaire).Remarquezquela
sourcecod́een’estpluscompressible.
Réponse
Intuitivement: le codeestdéchiffrable et d’autrepart la longueurmoyennedu code
est égaleà l’entropie de la source. Il s’agit doncd’un codeoptimal, et les messages
unefois encod́esdoiventdoncformerunesuitedesymbolessuccessifsindépendantset
équiprobables(car sinonon pourraitles comprimerencore,et doncle codepour

�
ne

seraitpasoptimal.Le débit d’entropieestdoncde1 Shannonparbit.

iii. Soit maintenantle codesuivant(delongueursuniformes)5��"!��
	
���l=_5�� Ñ �Q	`!Ú�l=_5��Kãç�Q	
�°!Ï^
Quedevient l’entropieparsymbole(binaire)dela sourcecod́ee?
Réponse
Intuitivement: le codeestencoredéchiffrableet produitexactement2 bits parsymbole
source.Commela sourcededéparta un débit d’entropiede1.5 Shannonparsymbole,
la sourcebinairerésultantdel’encodadeproduit0.75Shannonparbit.
Plusrigoureusement: il s’agit de déterminersi la suite Ë µ	� Í Ás converge et versquelle
limite. Or cettesuiteestcoinćeeentrelesdeuxsuitessuivantes;-� ��
 s
� ��� �Ç S ;P��Ý s �Ç S ;P� ��� s�� ��� �Ç ^
Commecesdeuxsuitesconvergentversunemêmelimite àsavoir Ë µ�� Á� 	 âî il enestde

mêmepour Ë µ	�WÍ Ás .
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Formulesutiles

Entropie, information, divergence

;P�'<I���	 # s� i�È]É �&�hg�i'�n�����Q���hg�i*� (F.1)

;P�'< É =_< � =Ú^Ú^Ú^¹=_<������	 # s���i�� È]É ìÚìÚì s���i���È]É ���hg ÉU¬ i�� =Ú^Ú^Ú^�=(g � ¬ i!� �n�����w���hg ÉU¬ i�� =Ú^Ú^Ú^�=(g � ¬ i�� � (F.2)

;P�'<vA jlk��}	 # s� i�È]É �&�hg�i@A jlk��n�����E���hg�i@A jnkW� (F.3)

;P�'<vA ?Õ� �	 # s� i�È]É ��káÈ]É ���hg�i"=@jlk��n�����Q�&�hg�i@A jlkm� (F.4)

;P�'<vA ?Õ�}	 ��káÈ]É ����jlk���;P�'<vAzjlk�� (F.5)

Y[�'<>Z@?Õ� �	 s� i�È]É ��káÈ]É ���hg i =@j k �n����� �&�hg�i�=@jlkm����hg�i*������jlkm� (F.6)

Y[�'<>Z@?Õ�}	 ;-�'<&��#%;P�'<vA ?�� (F.7)	 ;-��?���#%;P��?�Az<I��	
;-�'<&�x+-;P��?��/#%;-�'<>=@?�� (F.8)YO�'<GZ@?�A C�� �	 ;-�'<yA C��/#~;-�'<vA ?X=UC�� (F.9)

YO�'<GZ@?�A C��}	 �ih¬ kU¬ ­ ���hg�i"=@jlk�=#" ­ �n����� ���hg i =@j k A$" ­ ����hg�iUA$" ­ ������jlk A$" ­ � (F.10)

av���&A�A$%����	 �
&('
) ���+*w�n����� ���+*w�

%��+*w� (F.11)

Additi vit é et châınage;-�'<>=@?���	 ;P�'<I�]+-;-��?�Az<I��	�;P��?��]+-;-�'<yA ?Õ� (F.12);P�'<>=@?�A CL��	 ;P�'<vA CB�]+-;-��?BAz<>=UC�� (F.13);-�'<eÉ�=_< � =Ú^Ú^Ú^¹=_<Qs°��	 ;P�'<eÉ �]+¡;P�'< � Az<eÉÚ�ë+-;-�'< â Az< � =_<eÉÚ�]+\^Ú^Ú^W+-;-�'<Qs,Az<Qs ÊOÉ�=Ú^Ú^Ú^�=_<eÉ �
�	 s�i�È]É ;P�'<Qi@Az<QihÊOÉm=Ú^Ú^Ú^¹=_<eÉÚ� (F.14)

;-�'<eÉm=_< � =Ú^Ú^Ú^�=_<QsëA ?���	 ;P�'<eÉÏA ?��]+-;-�'< � Az<eÉ�=@?��è+N^Ú^Ú^Ï+-;-�'<Qs,Az<Qs ÊOÉ�=Ú^Ú^Ú^�=_<eÉ�=@?��
�	 s�i�È]É ;P�'< i Az< ihÊOÉ =Ú^Ú^Ú^¹=_< É =@?�� (F.15)

Y[�'<eÉ�=_< � =Ú^Ú^Ú^�=_<Qs[Z@?���	 s�i�È]É Y[�'<Qi�Z@?BAz<QihÊOÉm=Ú^Ú^Ú^m=_<eÉÚ� (F.16)
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Positivit é, convexité et monotonicité;-�'<&�ERF� et ;P�'<>=@?Õ�QRF� et ;-�'<yA ?��wRF� (F.17);-�'<>=@?��ESF;P�'<I�]+-;-��?��wS Ñ ;-�'<G=@?Õ� (F.18)�BSF;P�'<I�wSF;-�'<>=@?��eSF;P�'<>=@?�=UC��QS�^Ú^Ú^ (F.19);P�'<I�wRF;-�'<yA ?Õ�QRF;-�'<vA ?X=UC��QR�^Ú^Ú^[RF� (F.20)Y[�'<>Z@?��QRN� et YO�'<GZ@?�A C��wRF� (F.21)��SFY[�'<>Z@?��eSFY[�'<>Z@?�=UC��QSFY[�'<>=@TIZ@?X=UC�� (F.22)a ���&A�A$%X�wRN� (F.23)

Non-créationd’inf ormation
Si < §6?d§øC formentunechâınedeMarkov alorsY[�'<>Z@?��ERFYO�'<GZUCB� et YO��?XZUCB�ERNY[�'<>ZUCL� (F.24)

En particulier CÅ	\MO��?�� Y[�'<>Z@?��ERFYO�'<GZ"MO��?��(� (F.25)

In égalité deKraft
Soient ÇxÉ�=Ú^Ú^Ú^¹=@Ç-, deslongueursdemotscandidatespourcoderunesource% -airedansun alphabetù -aire.Alors l’in égalit́e deKraft ,� i�È]É ù ÊÄs ¸ S�! (F.26)

estuneconditionnécessaireetsuffisanted’existanced’un codedéchiffrablerespectantceslongueurs
demots.
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