Théoriedel’information et du codage - Examen écrit
Partie Théorie- 19 janvier 2005

La majorité des questions ci-dessous sont du type “vrai/faux” : il s’agit d’indiquer si les affirmations
énoncées sont vraies ou fausses. Pour les questions marquées d’une astérisque (*), on demande de
justifier la réponse : si la réponse est “vrai”, justifier par une propriété ou un développement; si la
réponse est “faux”, donner un contre-exemple.

D’autres questions demandent une réponse ouverte et peuvent nécessiter quelques développements
élémentaires.

1. Indépendances d’événements
Soient A, B et C trois événements, sous-ensembles d’un univers (2.
@ ALB<Al1-B
(b) VA, AL Q
(c) AL B= P(AUB)=P(A)+ P(B)
(d) (*)VBtelque P(B)#0, P(B)#1, A1 B« P(A|B) = P(A|-B)

2. Entropies

@) H(X[Y) =log, |X| < X LY

(b) H(X,Y) - H(X|Z) > H(X,Y) - HX|Y, Z)

(© HX,Y,2,T)=H(T)+ H(Z|T)+ HX,Y|Z,T)

d) (*) H(X|Y,Z)=0= soit H(X|Y), soit H(X|Z)=0
€ X LY= H(X|Y)=HQ|X)

3. Informations mutuelles

(@ PU,X,Y)=PU,X)PY|X)=TU;Y) <I(X;))
() ) I(X;Y)=0etI(X;2)=0=I(X;V,2)=0
© 1(X; 2]Y) = 1(Z;Y|X) = 1(Z2; )+ [(X; 2)
d X LZ)Y=1(X,0,2)=1(X;))
4. Fonctions de variables aléatoires
@ Y=[f(X)=I(X;Y)=H()
(b) H(X,g(X)) = H(X)
() H(X,g(X)) > H(g(X))
d) (%) H(X|g(Y)) = H(X|Y) = X L Y|g())

—~ —~



5. Factorisations de distributions conjointes
Soit P(A,B,C,D) = P(A)P(B)P(C|B)P(D|B).

On a nécessairement
(@ P(A,B,C,D)= P(C)P(A)P(B|C)P(D|B)
(b) P(A,B,C,D)= P(C)P(A|C)P(B|C)P(D|C)
(©) () P(A, B,C) = P(A)P(B)P(C|B)
(d) P(A,C,D) = P(A)P(C)P(D|C)
(e) P(B,C,D)= P(B)P(C)P(D|C)

6. Réseaux bayeésiens et indépendances conditionnelles
Dans le réseau bayésien ci-dessous, on a nécessairement

@\ /@\ @

/
@ @Z2eoYeow

o) 1(x;W) > 1(X; 2,9, T)

© H(Z, Y,V W)=HW,V)+HYV,W)+ H(Z[]V, W)
d) 2 LT|T

7. Sources d’information
On consideére les suites suivantes de variables aléatoires binaires :

XO)'Xla"'aXn
yﬂayly"'ayn
W07W17"’7Wn

dont les distributions conjointes se factorisent comme suit :

n

P(Xo, .o, X0, Doy, V) = Pl Xo) [T P(X) [T Pkl X Vi1)
0

1= k=1
PWy, ..., W,) = H PW;)
i=0
Trois sources Sy, S, et S3 sont modélisées par, respectivement, les suites de variables aléatoires

KXo, X, ...

Vo, Vi, ...
20, 21,

avec

Zi =Y, +W;



(@) S est une source sans mémoire

(b) S5 est une source sans mémoire

(c) Ss est une source de Markov d’ordre 1

(d) S, est une source de Markov d’ordre 1

€ Zi LZ|Y;,1<i<n,l<k<n,i<j<k
N ZLZ|Y;,1<i<n,l<k<n,j<i,j>k

8. Propriétés de sources
Soit X; une suite de variables indépendantes et identiquement distribuées selon :

On déduit de cette suite la suite de variables Z;, selon :
k
1=1

(a) Les valeurs possibles de Z sont {—1,0, 1}

(b) Z est un processus stationnaire

(c) Z est un processus ergodique

(d) Z est un processus de Markov (d’ordre 1)

) H(Zy,...,2,) =H(X,...,X,)

(F) (*) Le processus Z posséde un débit d’entropie bien défini.

9. Entropies de sources
Soit X;, Vi > 0, une source de Markov discréte (d’ordre 1). On note X' la suite de variables

Xi,o o X

(@ H(Ax™") = (Xl) + 2oy H(Xi| X 1)
(b) H(x™) < (Xi)
(c) H(A") = ( )+(n— 1) H(X,|X, 1)

(X
(d) H(X) forme une suite strictement décroissante

10. Codage de sources
Le code ternaire {0, 20,021} est :
(@) régulier
(b) (*) déchiffrable
(¢) un code de Huffman
(d) instantané
(e) complet



11. Codes de Huffman

12.

Lesquels, parmi les ensembles suivants de longueurs de mots de codes, peuvent correspondre a
un code de Huffman ternaire ? Justifiez chaque réponse.

(@ (1,1,2,2,3,3,3)

(b) (1,1,2,2,3,3)

(c) (1,1,2,2,3)

(d) (1,2,2,2,2,2,2)

(e) (1,2,2,2,2)
Propriétés des canaux discrets

Soit un canal sans mémoire binaire constitué par la mise en cascade de deux canaux symétriques
binaires de méme probabilité d’erreur p.

1—p 0 1—p 0

Soient :

e X, leprocessus aéatoire d’entrée
e )); le processus de sortie du premier canal
e Z; laprocessus de sortie du second canal

(@) Que vaut la capacité en information C'; de chacun des deux canaux constitutifs ?
(b) Lecanal complet résultant de la mise en cascade est un canal symétrique binaire

(c) Unesuitede symbolesindépendants X; en entrée conduit a une suite de symbolesindépendants
Z,; ensortie

(d) Silesentrées X; sont équiprobables, les sorties Z; le sont aussi
(e) Lacapacité eninformation du canal complet C', est maximale lorsque p = i
(f) (*) OnatoujoursCy < C



13. Propriétés des canaux discrets

Soit un canal a bruit additif avec 2 niveaux d’entrée et de sortie (¥ = {0,1} = )). Désignons
par X;,);, Z; les processus aéatoires d’entrée, de sortie et de bruit. Le processus de bruit est
de Markov d’ordre 1 caractérisé par laloi de probabilite P(Z, =0) = P(Z,=1) =0.5 et la
condition P(Z;,1 = Z;) = (1 — p). Larelation entrée-sortieest Y; = (X; + Z;)mod2. Soit C'(p)
la capacité en information du canal.

() Leprocessus de bruit est stationnaire et ergodique

(b) (*) Le processus de sortie est un processus de Markov

(c) Sileprocessus d’entrée est sans mémoire, le processus de sortie est sans mémoire

(d) Réciproguement, si le processus de sortie est sans mémoire, le processus d’entrée est sans

mémoire

(e) Si lesentrées sont équiprobables, les sorties sont équiprobables

(f) (*) Si les entrées sont indépendantes et équiprobables, les sorties le sont aussi

(g) Lacapacité du canal est atteinte lorsgue les entrées sont équiprobables et indépendantes

(h) H(X"|Y") = H(Z")

(i) Que vaut la capacité en information de ce canal ?

14. Codage de cana
Soit le code de canal (n = 5, M = 8) suivant

00000
00101
01011
01110
10001
10100
11010
11111

(@ (*) Lecode est systématique

(b) Lecode est dechiffrable

(c) Lecodeest linéaire

(d) (*) Le code permet la détection d’erreurs simples
(e) Ledébit du code vaut ?

(f) Le message 010 est envoyé sur le canal, et en sortie on lit la suite 00001. Le décodeur se
trompera-t-il ?



