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A MOTIVATION

Le but de ces appendices est de collationner un certain nombre d’´eléments du calcul des probabilit´es, de statistique
et d’algèbre linéaire dont la bonne maˆıtrise est n´ecessaire pour la compr´ehension des m´ethodes stochastiques,
couvertes dans les cours suivants

Théorie de l’information et du codage

Introduction aux processus stochastiques

Apprentissage inductif appliqu´e

Applications des m´ethodes stochastiques

L’expérience montre que ces mati`eres, enseign´ees dans les premi`eres ann´eesà l’université, sont souvent mal
assimilées et/ou oubli´ees, sans doute faute d’avoir ´eté mises en pratique suffisamment rapidement apr`es avoirété
apprises.

Alors que, traditionnellement, peu de place ´etait laissée aux m´ethodes stochastiques dans l’enseignement des
ingénieurs, ces m´ethodes sont aujourd’hui utilis´ees dans la tr`es grande majorit´e des activit´es humaines. Plus
particulièrement, les m´ethodes stochastiques sont n´ecessaires pour la mod´elisation, l’analyse et la conception des
systèmes complexes tels que les r´eseaux informatiques et ´electriques. Elles jouent ´egalement un grand rˆole en
économie et en finance, ainsi que dans les sciences naturelles.

Organisation des appendices

Nous avons organis´e ces appendices de rappels de fac¸on modulaire, d’une part afin de mettre clairement en
évidence les diff´erentes disciplines, d’autre part, afin de faciliter la mise `a jour progressive de certaines parties,
susceptibles de devoir s’adapter dans le futur.

Les deux premi`eres appendices traitent respectivement du calcul des probabilit´es et de notions ´elémentaires de
statistique. Nous avons intentionnellement s´eparé les rappels de calcul de probabilit´es des rappels de statistique,
de façon à mettre en ´evidence deux approches tr`es différentes. En effet, le calcul des probabilit´es est une disci-
pline purement d´eductive, telle que d’autres volets des math´ematiques dont il fait partie. Mˆeme si l’interprétation
de la notion de probabilit´e est sujette `a débat, la th´eorie abstraite en est assez simple du point de vue conceptuel.
Il en est tout autrement en ce qui concerne la statistique. Il s’agit d’une discipline extrˆemement vaste, d’une
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part, très vivante en ce qui concerne la recherche, d’autre part. De plus, et c’est sans doute ce qui importe le
plus, elle ne peut se dissocier des probl`emes réels auxquels elle s’applique. La statistique consiste en effet `a
recueillir des donn´ees sur des syst`emes réels età les interpr´eter, ce qui n´ecessite, certes, une bonne dose de savoir
faire. Il s’en suit que l’apprentissage de la statistique passe certainement par la maˆıtrise du calcul des proba-
bilit és, mais surtout par les applications aux probl`emes réels. Il fautégalement noter le rˆole très important jou´e
par l’informatique, dont les d´eveloppements r´ecents ont r´evolutionné la pratique de la statistique en permettant
le traitement d’ensembles de donn´ees de tr`es grande taille et la mise en oeuvre d’algorithmes de plus en plus
sophistiqués.

Les deux derni`eres appendices fournissent respectivement des rappels de calcul vectoriel et matriciel, et une
brève introduction aux espaces de Hilbert. Nous nous contentons de rappeler les notions et r´esultats fréquemment
utilisés dans le cadre des m´ethodes stochastiques.

Il va de soi, que les notions trait´ees dans ces appendices seront (re)introduites au fur et `a mesure des be-
soins dans le cadre des cours susmentionn´es. Cependant, il nous a sembl´e utile de les pr´esenter ici de fac¸on
indépendante et consistante.

Enfin, nous nous devons d’avertir le lecteur que nous avons volontairement restreint au stricte n´ecessaire les
sujets abord´es dans ces appendices. Nous n’avons nullement la pr´etention de nous substituer `a la très vaste
et souvent tr`es bonne litt´erature qui couvre de mani`ere plus compl`ete et plus syst´ematique les sujets abord´es
ici. Nous indiquerons en lieu voulu quelques r´eférences permettant au lecteur int´eress´e d’en savoir plus sur ce
domaine passionnant.

Le stochastique en g�en�eral

On fait appel aux m´ethodes stochastiques lorsqu’on est en pr´esence de ph´enomènes qu’il n’est pas possible ou
peu pratique d’´etudier de fac¸on détaillée et déterministe. C’est notamment le cas lorsque les syst`emesétudiés
présentent une tr`es grande complexit´e, ou lorsqu’on ne dispose que d’une connaissance partielle de leurs carac-
téristiques. Les m´ethodes stochastiques permettent alors d’´etudier les comportements en moyenne, en mod´elisant
de façon probabiliste les parties d’un syst`eme qu’on ne souhaite pas ou qu’on ne peut pas d´ecrire en d´etails.
Les méthodes stochastiques fournissent les outils n´ecessaires pour d´eduire les distributions de probabilit´es des
grandeurs de sortie importantes, en fonction de celles des entr´ees et du mod`ele (déterministe ou non) du syst`eme.
Elles permettent ensuite d’utiliser au mieux ces informations pour prendre des d´ecisions appropri´ees.

Pourquoi enseigner les m�ethodes stochastiques aux ing�enieurs ?

Le besoin de m´ethodes stochastiques est reconnu depuis assez longtemps (enseignement du calcul des probabilit´es
et des statistiques en candidature ing´enieur, depuis quelques d´ecennies). Cependant, cet enseignement a tr`es peu
évolué au cours du temps, et surtout le volume associ´e est rest´e constant. Il apparaˆıt que la partie th´eorique relative
au calcul des probabilit´es est mieux assimil´ee par les ´etudiants, alors que la statistique est assez vite oubli´ee, ce
qui tient au fait qu’on ne l’utilise pas assez par apr`es.

Si on fait un inventaire des travaux de fin d’´etudes des ing´enieursélectriciens (´electronique, informatique,
génieélectrique) on se rend compte qu’une proportion importante fait appel de fac¸on directe ou indirecte aux
méthodes stochastiques.

Enfin, si on s’interroge sur le rˆole des futurs ing´enieurs, on se rend compte qu’on leur demande un esprit
critique et une capacit´e d’innovation de plus en plus grande. Or, il est reconnu que l’enseignement actuel des
ingénieurs, qui est surtout bas´e sur le raisonnement d´eductif (appliquer des “lois” g´enérales aux cas particuliers),
tendà étouffer l’imagination et la cr´eativité. L’enseignement du stochastique a pour premier objectif d’engendrer
une plus grande ouverture d’esprit et de renforcer la capacit´e de raisonnement inductif (c’est-`a-direà tirer des
conclusions int´eressantes `a partir de cas particuliers). Il apparaˆıt donc comme souhaitable, sinon n´ecessaire, pour
renforcer la capacit´e d’innovation des ing´enieurs.

Domaines de l'ing�enieur �electricien faisant appel au stochastique

Les télécommunications reposent sur les m´ethodes stochastiques en ce qui concerne l’optimisation des perfor-
mances, le codage, et le filtrage du bruit. En particulier, les t´elécommunications font largement appel au traitement
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du signal, aux techniques d’optimisation des performances de syst`emes informatiques distribu´es,à la compres-
sion et au codage de donn´ees. Par exemple, dans un r´eseau ATM chaque connexion se pr´esente sous la forme
d’une suite virtuellement unique de cellules transmises, qui peut ˆetre représentée comme la r´ealisation d’un pro-
cessus stochastique. Les m´ethodes stochastiques permettent alors d’´etudier les performances du syst`eme lorsqu’il
est soumis `a différents types de trafic (communications t´eléphoniques, transferts de donn´ees num´eriques, trafic
multimedia: : : ). Elles permettent aussi l’optimisation du codage des donn´ees dans le but de minimiser les pertes
d’informations suite au bruitage en cours de transmission.

Le traitement du signal (filtrage, traitement de la parole et de signaux physiologiques, traitement d’images)
repose en grande partie sur des m´ethodes stochastiques. En imagerie spatiale, par exemple, ces techniques sont
utilisées pour ´eliminer le bruit des informations brutes capt´ees par les t´elescopes et ainsi identifier automatique-
ment les corps stellaires. En m´edecine, elles permettent l’interpr´etation automatique de signaux physiologiques
(électrocardiogrammes, ´electroenc´ephalogrammes) et facilitent ainsi la surveillance des malades.

La théorie des syst`emes est une discipline g´enérale qui est utilis´ee pour l’étude et la conception d’une tr`es
grande diversit´e de syst`emes, que ce soit en m´ecanique, en ´electricité, ou encore en informatique. Une partie de
la théorie des syst`eme s’intéresse aux syst`emes stochastiques qui sont notamment utilis´es en estimation d’´etat et
pour la conception de syst`emes auto-adaptatifs. L’estimation d’´etat, permet de tirer le meilleur profit des infor-
mations fournies par divers capteurs, notamment en filtrant les erreurs de mesures et en permettant la d´etection
de fonctionnements anormaux de certains capteurs. Les syst`emes auto-adaptatifs sont capables d’adapter leur
stratégie de commande en fonction de changements des caract´eristiques de l’environnement, du syst`eme piloté,
et/ou de ses objectifs de r´eglage.

En informatique de nombreuses questions font directement appel aux m´ethodes stochastiques : l’optimisation
des performances des syst`emes, la compression de donn´ees, l’intelligence artificielle, l’analyse de donn´ees, les
réseaux de neurones... Par exemple, l’analyse de donn´ees est utilis´ee par certains constructeurs automobiles afin
de détecter les raisons pour lesquelles certaines pannes r´epétitives sont observ´ees; les m´ethodes stochastiques
permettent dans ce contexte d’identifier les facteurs qui provoquent effectivement des pannes des nombreuses
autres informations disponibles dans les bases de donn´ees. La compression des donn´ees est bas´ee sur le codage
de suites de symboles en fonction de leur probabilit´e d’apparition, les suites les plus fr´equentes recevant les codes
les plus courts; elle permet de r´eduire coˆuts de stockage et d´elais de transmission dans de nombreuses applications
(stockage de masse, r´eseaux informatiques, disques compacts, multimedia, t´elévision digitale...).

La gestion des risques industriels et technologiques fait appel aux m´ethodes stochastiques pour l’analyse et
la maı̂trise de la fiabilité et de la s´ecurité des syst`emes. Les m´ethodes stochastiques sont notamment utilis´ees
pour la conception des centrales nucl´eaires, la planification des r´eseaux d’´energieélectrique, l’évaluation des
risques des moyens de transport en commun (a´eronautique, trains `a grande vitesse), la maˆıtrise de la fiabilité des
lanceurs spatiaux... Ces techniques permettent notamment d’identifier les sources de pannes les plus probables
et de déterminer des parades `a la fois efficaces et aussi ´economiques que possibles. Notons que l’´etude des
performances des logiciels informatiques fait partie de ce domaine.

Disciplines de base

Théorie de l’information : étude quantitative de la notion d’incertitude et d’information; optimisation des
performances des syst`emes de codage et de transmission de l’information.

Processus stochastiques :méthodes statistiques de description des signaux temporels et techniques de traite-
ment du signal.

Apprentissage automatique :théorie de l’estimation statistique ´etendue `a l’estimation de fonctions g´enérales
de plusieurs variables.

Sécurité et fiabilité des syst̀emes : évaluation et am´elioration de la capacit´e des syst`emesà fonctionner de
façon satisfaisante, malgr´e la possibilité de défaillances de certaines de leurs parties, et malgr´e les inévitables
perturbations en provenance de leur environnement.



A.4

Entrées

Observables

Entrées cachées

Sorties

(perturbations)

Sorties

Observables

Système : 

Relation entre Entrées et 

Figure A.1. Repr�esentation graphique d'un syst�eme
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Figure A.2. Repr�esentation probabiliste d'un syst�eme

Notion de syst�eme

La figureA.1 représente de fac¸on graphique un syst`eme. Une telle repr´esentation est en fait une abstraction
(graphique) de la r´ealité physique; pour en faire l’´etude on peut lui associer des objets math´ematiques : espace
d’entrée; espace de sortie; mod`ele entrée/sortie (´equations différentielles, alg´ebriques: : : ). Si à des entr´ees
fixées le mod`ele associe de mani`ere unique les sorties, on dira que le mod`ele (et par extension le syst`eme) est
déterministe. Un mod`ele non-déterministe est donc un mod`ele qui associe `a une entr´ee donn´ee un ensemble de
sorties possibles, c’est-`a-dire compatibles avec le mod`ele. Notons d’embl´ee quel’orientation du modèle, c’est-
à-dire le choix de ce qu’on convient d’appeller les entr´ees et les sorties est effectu´e en fonction des objectifs
poursuivis. En particulier, un mod`ele déterministe peut devenir non-d´eterministe si on inverse le rˆole joué par
les entrées et les sorties. D’autre part, mˆeme dans le cas d’un mod`ele déterministe, il est souvent difficile ou
impossible de d´eterminer toutes les entr´ees de mani`ere précise (par exemple, certaines entr´ees sont qualifi´ees de
perturbationsinconnues); dans ce cas, on cherchera `a déterminer les ensembles de sorties possibles, lorsque les
entrées appartiennent `a un sous-ensemble de l’espace d’entr´ee.

On conçoit que partant d’un syst`eme réel, on peut construire une hi´erarchie de mod`eles comprenant des
modèles très précis mais extrˆemement complexes, voire impossibles `a manipuler, ainsi que diverses approxi-
mations, plus simples `a manipuler mais moins pr´ecises. Par exemple, en pr´esence d’un simple circuit ´electrique
(disons une “r´esistance” en s´erie avec un “condensateur”1 (Les notes sont regroup´eesà la fin de chaque chapitre)),
l’ing énieur qui s’intéresse `a la relation entre le courant dans ce circuit et la tension `a ses bornes dispose de toutes
une série de mod`eles :équations de Maxwell, ´equation différentielle des circuits en ´eléments condens´es (linéaire
ou non-linéaire),équation alg´ebrique, relations qualitatives: : : Même le plus sophistiqu´e de ces mod`eles reste une
abstraction de la r´ealité, et poss`ede un domaine de validit´e restreint, sinon bien cern´e. C’est tout l’art du m´etier
d’ingénieur que de choisir le mod`ele appropri´e, à la fois suffisamment pr´ecis et adapt´e aux besoins pratiques, et
ce choix dépendévidemment du contexte. Par exemple, dans le cas de notre mini-circuit il d´ependra de l’espace
d’entrées (contenu fr´equentiel des signaux `a l’entrée, amplitude), ainsi que de la nature de l’environnement (per-
turbations thermiques ou ´electromagn´etiques) dans lequel le circuit est cens´e fonctionner. Mais le choix de
modélisation dépendégalement de l’information disponible : par exemple la mise en oeuvre des ´equations de
Maxwell nécessite des informations d´etaillées sur la g´eométrie des conducteurs et di´electriques des composants
utilisés, informations qui ne sont pas n´ecessairement disponibles.
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La figureA.2 schématise le point de vue adopt´e par les m´ethodes stochastiques pour l’´etude des syst`emes,
anticipant sur la suite de ces appendices. Par rapport `a la figureA.1, ce modèle est compl´eté par des hypoth`eses
sur les distributions de probabilit´es des entr´eesP (x); P (z), la relation entr´ee/sortie est repr´esentée par une dis-
tribution conditionnelleP (yjx; z), et les sorties sont caract´erisées par une distribution de probabilit´esP (y). Ces
distributions de probabilit´es représentent un certain niveau de connaissance du syst`eme physique mod´elisé, et
englobent comme cas particuliers les syst`emes d´eterministes2. L’avantage principal des cette vision des choses
est de mettre en ´evidence explicitement le degr´e de non-d´eterminisme des diff´erentes parties du mod`ele.

L’ évolution de la technique engendre des syst`emes de plus en plus complexes (syst`emes de t´elécommunications,
systèmes informatiques, r´eseaux d’´energieélectrique: : : ); l’amélioration des connaissances physiques fournit
également des mod`eles de plus en plus sophistiqu´es. Cependant, la maˆıtrise de syst`emes complexes r´eels passe
le plus souvent par la mise en oeuvre de mod`eles “ad hoc”, simplifi´es pour en permettre la manipulation. Les
méthodes stochastiques visent `a quantifier les incertitudes r´esiduelles de ces mod`eles en mettant en oeuvre le
calcul des probabilit´es et les outils statistiques. Elles permettent de construire des mod`eles probabilistes des
systèmesà partir de donn´ees mesur´ees, et ensuite de manipuler ces mod`eles (analyse math´ematique, simulations
numériques) pour prendre des d´ecisions.

Notes

1. Nous utilisons ici ces termes pour d´esigner les composants physiques et non les abstractions correspondantes de la th´eorie des circuits.

2. Notons que dans la repr´esentation probabiliste de la figureA.2 nous avons fait implicitement l’hypoth`ese que les entr´ees observables
et non-observables ´etaient indépendantes.





B RAPPELS DE PROBABILITES

“La théorie des probabilit´es n’est rien d’autre que le
bon sens r´eduit sous forme de calcul.”
- Pierre Simon Laplace, 1819

B.1 PROBABILITES VERSUS STATISTIQUE

La théorie des probabilit´es est une branche des math´ematiques qui ´etudie les propri´etés des structures (math´ema-
tiques) permettant de repr´esenter les ph´enomènes o`u le “hasard” intervient.

Cette théorie permet donc de mod´eliser efficacement certains ph´enomènes al´eatoires et d’en faire l’´etude
théorique. Elle fournit ´egalement une approche pour la formalisation du “raisonnement” en pr´esence d’informa-
tions partielles et/ou contradictoires. Comme toute th´eorie math´ematique, la th´eorie des probabilit´es est une
science d´eductive, qui se base sur un certain nombre d’axiomes et utilise les techniques usuelles en math´ematiques
pour la démonstration de th´eorèmes. On y d´eduit donc des propri´etés spécifiques,à partir d’hypothèses g´enérales.
Ses domaines d’application sont nombreux : la physique, l’intelligence artificielle, la th´eorie des syst`emes, le
traitement du signal, la statistique: : : pour n’en citer que quelques uns.

La statistique, au sens le plus g´enéral, est une discipline qui consiste dans le recueil, le traitement et l’interpr´eta-
tion de donn´ees d’observations sur des syst`emes physiques (r´eels ou simul´es). En particulier, elle permet de
construire des mod`eles (probabilistes ou non) qui repr´esentent correctement la r´ealité mesurable du monde
physique. Il s’agit d’une discipline faisant souvent appel au raisonnement inductif : `a partir d’un certain nombre
d’observations ´elémentaires on cherche `a construire des lois g´enérales qui “expliquent” ces observations. Etant
donné ce caract`ere inductif, les r´esultats obtenus par la statistique peuvent ˆetre remis en question par de nouvelles
observations, comme c’est le cas dans le domaine des sciences naturelles en g´enéral. Pour cette raison, une utili-
sation correcte de la statistique dans un domaine donn´e, va nécessairement de pair avec une bonne compr´ehension
physique de ce domaine. Aussi, les r´esultats obtenus sont justifi´es dans la mesure o`u ils sont opérationnels, et
non pas parce qu’ils repr´esenteraient la v´erité absolue. Qu’on ne s’y trompe pas cependant, car l’utilisation des
outils statistiques fait autant appel `a la rigueur scientifique que les autres sciences exp´erimentales. N´eanmoins,
ces outils ne permettent de v´erifier que la “plausibilité” (et non la “réalité”) de la plupart des mod`eles utilisés par
les ingénieurs et scientifiques de nombreuses disciplines. Etant donn´e la diversité des probl`emes rencontr´es en
pratique, la statistique est un domaine extrˆemement vaste dont l’appr´ehension d’ensemble n´ecessite du temps et
de l’expérience pratique. Elle est surtout bas´ee sur le calcul des probabilit´es, qui lui sert comme outil de raison-
nement; elle fait cependant aussi appel `a de nombreuses autres parties des math´ematiques (analyse, alg`ebre,: : :
).

Il y a donc une interd´ependance forte entre les deux disciplines, mais ´egalement une diff´erence fondamentale
dans leur approche : d´eductive pour le calcul des probabilit´es; inductive pour la statistique.

B.1
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Cet appendice s’int´eresse d’abord au calcul des probabilit´es pour en rappeler les bases et les r´esultats les plus
fondamentaux qui doivent ˆetre maˆıtrisés. Les rappels de statistique ´elémentaire font l’objet d’une appendice
séparée. Pour une tr`es bonne introduction aux probabilit´es età la statistique nous recommandons vivement [
Sap90] . Pour en savoir plus sur les fondements math´ematiques du calcul des probabilit´es nous sugg´erons la
lecture de la r´eférence [Bil79].

Pour conclure cette introduction, insistons sur le fait que la s´eparation probabilit´es/statistique que nous faisons
volontairement n’est pas justifi´ee d’un point de vue fondamental, mais bien pour des raisons p´edagogiques. Nous
commenc¸ons en quelque sorte par analyser quelques arbres sans nous pr´eoccuper de la forˆet. Parmi les diff´erentes
possibilités qui s’offrent pour aborder un domaine comme celui-ci, le choix que nous avons fait est celui d’une
rupture minimale (mais n´ecessaire) avec la fac¸on habituelle de pr´esenter probabilit´es et statistique dans un mˆeme
cours, et sans s´eparation claire.

Nous souhaitons ainsi limiter la confusion entre les aspects d´eductifs et inductifs compl´ementaires du calcul
des probabilit´es et de la statistique. Au fur et `a mesure de sa familiarisation avec les m´ethodes stochastiques,
l’ étudiant prendra conscience comment ces deux disciplines couvrent les deux pans duraisonnement en présence
d’informations incompl̀etes. Enfin, pour terminer ces commentaires introductifs, notons que le domaine des
méthodes stochastiques est ´etroitement apparent´eà la logique et `a la philosophie des sciences, mˆeme si l’approche
probabiliste ne constitue pas la seule r´eponse possible aux probl`emes abord´es dans ces domaines.

B.2 NOTION DE PROBABILITE - INTERPRETATIONS

Dans cette section nous allons introduire, tout d’abord intuitivement puis plus formellent la notion de probabilit´e.
Ensuite nous discuterons tr`es brièvement de ses diff´erentes interpr´etations logiques et physiques.

B.2.1 Intuitivement

Comme mentionn´e plus haut, le calcul des probabilit´es est un outil math´ematique qui permet de repr´esenter et
de manipuler des situations/exp´eriences dont l’issue est al´eatoire et/ou au sujet desquelles on dispose de connais-
sances incompl`etes/incertaines.

Une connaissance (c’est-`a-dire une affirmation logique) est diteincertainedans un contexte donn´e, si dans ce
contexte il est impossible aussi bien de r´efuter sa v´eracité que de la prouver. La notion de probabilit´e permet
d’ordonner de telles connaissances par ordre deplausibilitécroissante, et de remettre `a jour cet ordonnancement
lorsque de nouvelles informations deviennent disponibles.

Exp�eriences al�eatoires. Uneexṕerienceest qualifiée d’aléatoire si on ne peut pas pr´evoir par avance son
résultat, et donc si, r´epétée dans des conditions apparemment identiques, elle pourrait donner lieu `a desrésultats
diff érents. Le calcul des probabilit´es permet de mod´eliser et de simuler de telles exp´eriences.

Pourétudier une telle exp´erience on s’int´eresse tout d’abord `a l’univers de tous les r´esultats (ou objets) possi-
bles : on note usuellement
 cet ensemble fondamental, et! un élément particulier de
, c’est-à-dire un résultat
particulier parmi ceux possibles.

Exemple 1. Par exemple, si on s’int´eresse au diagnostic m´edical, l’expérimentateur pourrait ˆetre un médecin
particulier, et l’expérience le premier diagnostic de l’ann´ee (disons, le 2 janvier au matin, en l’an 2000). Nous
pourrions alors d´efinir l’ensemble
 pour ce probl`eme comme l’ensemble de tous les patients que ce m´edecin est
susceptible de diagnostiquer (le m´edecin ne peut ´evidemment pas pr´evoir quel sera le patient particulier qui va se
présenter devant lui).

Exemple 2. Un autre exemple int´eressant concerne les r´eseaux informatiques. Plac¸ons nous en un noeud
particulier du réseau Internet, et observons les messages par courrier ´electronique qui y transitent pendant une
journée donn´ee. Un résultat particulier est alors la suite particuli`ere de messages qui ont transit´e pendant la
période d’observation. Avant d’avoir effectu´e l’expérience on ne peut ´evidemment pas pr´evoir quelle suite sera
observée, et l’ensemble
 est alors l’ensemble de toutes les suites de messages possibles pouvant transiter sur
une journée, un ensemble certes tr`es compliqu´e à caract´eriser mais n´eanmoins de taille finie.



RAPPELS DE PROBABILITES B.3

Il faut noter que l’univers est d´efini en fonction de l’objectif particulier poursuivi. Ainsi, dans le premier exem-
ple ci-dessus on aurait pu d´efinir l’univers comme ´etant l’ensemble des maladies diagnostiqu´ees par le m´edecin,
ou encore l’ensemble des m´edicaments pr´escrits. Dans le second exemple, on aurait pu s’int´eresser uniquement
à l’expéditeur des messages et d´efinir le résultat de l’exp´erience comme ´etant l’ensemble des adresses email des
expéditeurs ayant envoy´e au moins un message email pendant la journ´ee : l’univers serait alors l’ensemble de
tous les sous-ensembles d’exp´editeurs possibles de messages ´electroniques susceptibles de transiter par le noeud.

Ev�enements. Dans la terminologie usuelle, uńevénementdésigne une assertion logique v´erifiable relative
au résultat d’une exp´erience. Ainsi, l’assertion logique suivante

le premier patient qui se présentera le 2 janvier 2000 au matin est uńetudiant qui devrait passer un examen le 3
janvier

définit un événement. Cette assertion logique est soit vraie soit fausse, et d´efinit en fait un sous-ensemble des
joyeux lurons parmi la “client`ele” encore en vie le 2 janvier 2000; nous allons noter cet ensembleA � 
.

Un autreévénement correspondrait `a l’assertion logique suivante

le premier patient : : : a trop festoyé le jour du réveillon et souhaite un certificat ḿedical

auquel on peut ´egalement associer un sous-ensembleB � 
, a priori différent deA.

A tout événement on peut donc faire correspondre un sous-ensemble de
. En particulier,à tout! 2 
 on
peut associer uńevénementélémentairecorrespondant au singletonf!g.

Probabilit�es. La notion de probabilit´e qui sera formalis´ee ci-dessous est une fonction qui mesure l’importance
desévénements : elle associe `a unévénement un nombre positif (entre 0 et 1) qui repr´esente le degr´e de certitude
qu’on peut associer `a celui-ci a priori. Il traduit l’état de connaissance dans lequel on se trouve avant de r´ealiser
une expérience.

Notons que si l’univers comprend un nombre fini d’´eléments, les ´evénements sont forc´ement des ensembles
finis. Dans ce cas, un ´evénement auquel on associe une probabilit´e égaleà un est un ´evénement dit certain
(on est certain qu’il se r´ealisera); sym´etriquement, un ´evénement auquel on associe une probabilit´e nulle est un
événement impossible : on est certain qu’il ne se r´ealisera pas. Ces deux cas extrˆemes sont les limites o`u le raison-
nement probabiliste rejoint la logique classique : la partie int´eressante concerne cependant tous les ´evénements
auquels on associe des probabilit´es intermédiaires. La mesure de probabilit´e permet de trier l’ensembles des
événements par ordre croissant de leur probabilit´e a priori. Le calcul des probabilit´es permet de s’assurer que les
raisonnements effectu´esà l’aide de ces nombres restent coh´erents, d’une part, d’autre part, il permet de mettre `a
jour les probabilités en fonction des informations obtenues.

Remarque sur la notion d'exp�erience r�ep�etable. Les expériences que nous avons illustr´ees ci-dessus
ne peuvent pas en principe ˆetre répétées : le 2 janvier 2000 au matin il n’y aura qu’un seul patient qui sera le
premier. De mˆeme, au cours d’une journ´ee donn´ee un seul ensemble de messages transitera en un noeud donn´e
d’Internet.

Il est cependant souvent possible de supposer que les propri´etés de certaines exp´eriences ne changent pas au
cours du temps : on peut alors r´epéter (éventuellement ind´efiniment) cette exp´erience. Par exemple, on peut
supposer qu’un d´e ne s’use pas au cours du temps et que le r´esultat d’une exp´erience de lancer de d´e ne dépend
pas du temps, ou du nombre de fois qu’il a d´ejà été lancé. Similairement, lorsqu’on r´epète un certain nombre de
fois une opération de mesure, on peut supposer que l’ensemble des r´esultats possibles ne change pas d’une fois `a
la suivante et que les probabilit´es des ´evénements restent constantes.

Il est clair, néanmoins, que ce type de situation est une abstraction qui ne se r´ealise jamais parfaitement en
pratique : il n’est pas possible d’observer un syst`eme physique sans le perturber. Nous verrons plus loin que cette
abstraction est souvent v´erifiée approximativement et est `a la base d’une grande partie des statistiques. Nous
allons pour le moment au moins admettre qu’un exp´erience peut ˆetre répétée. Nous discuterons `a la sectionB.2.3
plus finement pourquoi il n’en est pas toujours ainsi, et pourquoi il est int´eressant de se servir du calcul des
probabilités lorsque ce n’est pas le cas.

B.2.2 Formellement



B.4

B.2.2.1 �-Alg�ebre des �ev�enements.

Notations. Ci dessous nous utiliserons

des lettres minuscules grecques (�; �; : : : ) pour désigner les ´eléments de


des lettres majuscules latines (p.ex.A;B; : : : ) pour désigner des sous-ensembles de
.

Par ailleurs, nous d´esignons par

2
 l’ensemble de tous les sous-ensembles de


des lettres rondes (p.ex.A;B; : : : ) des sous-ensembles de2
, c’est-à-dire des ensembles de sous-ensembles
de
.

Enfin, nous utiliserons ´egalement les notations

f(�); g(�); : : : pour désigner une fonction d´efinie sur (une partie de)
,

F (�); G(�); : : : pour désigner des fonctions d´efinies sur (une partie de)2
.

Enfin, nous d´esignerons par:A le complémentaire dans
 deA.

D�e�nitions. Un �-algèbreE d’événements1 défini sur un univers
 est une partie de2
 (i.e. un ensemble de
sous-sensembles de
) qui vérifie les propriétés suivantes :


 2 E ;

A 2 E ) :A 2 E ;

8A1; A2; : : : 2 E (en nombre fini ou d´enombrable2) :
S
i Ai 2 E .

Les éléments deE sont désignés par le terme d’´evénements. Il s’agit de parties de
 auxquelles nous avons
conféré un statut particulier, comme nous le verrons ci-dessous. Deux ´evénementsA etB sont ditsincompatibles
siA \ B = ;.

Système complet d’´evénements.A1; : : : An forment unsyst̀eme complet d’év́enementssi8i 6= j : Ai\Aj = ;
(ils sont incompatibles deux `a deux) et si

Sn
i Ai = 
 (ils couvrent
). On dit aussi que lesAi forment une

partition de
, et on supposera la plupart du temps que tous lesAi sont non-vides.

Remarques.

1. Les deux premi`eres propri´etés ci-dessus impliquent que l’ensemble vide (d´esigné par;) fait nécessairement
partie de tout�-algèbre d’événements.

2. La seconde et la troisi`eme propriété impliquentégalement que
T
iAi 2 E .

3. f;;
g est un�-algèbre d’événements : c’est le plus petit de tous.

4. 2
 est un�-algèbre d’événements : c’est le plus grand de tous.

5. Si
 est un ensemble fini, alorsE l’est également.

6. Par contre, si
 est infini (dénombable ou non),E peutêtre non-d´enombrable, d´enombrable, et mˆeme fini.

B.2.2.2 Probabilit�es.

Le statut particulier des ´evénements est qu’il est possible de leur attribuer une probabilit´e, c’est-à-dire un
nombre positif compris entre 0 et 1, qui doit r´epondre aux axiomes suivants.
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Axiomes de Kolmogorov. On appelle probabilit´e sur(
; E) (ou loi de probabilité) une fonctionP (�)
définie surE telle que :

P (A) 2 [0; 1];8A 2 E ;

P (
) = 1;

8A1; A2; : : : 2 E incompatibles :P (
S
iAi) =

P
i P (Ai).

Discussion.

On voit que l’utilisation du calcul des probabilit´es passe par trois ´etapes successives de mod´elisation : définition
de l’univers
, choix d’un�-algèbre d’événementsE , et enfin quantification par le choix de la mesure de proba-
bilit é. Les propri´etés de base qui sont requises pour que l’ensemble soit coh´erent sont le fait queE soit effective-
ment un�-algèbre et queP (�) satisfasse les axiomes de Kolmogorov.

On constate ´egalement que le calcul des probabilit´es est compatible avec la logique classique (en tout cas, si

 est fini). Il suffit de consid´erer le cas particulier o`uP (�) est définie surf0; 1g, et associer `a la valeur 1 la valeur
de vérité “vrai” et à0 la valeur “faux”.

B.2.2.3 Propri�et�es remarquables.

Des axiomes de Kolmogorov on peut d´eduire immédiatement les propri´etés suivantes (qu’on d´emontrera `a
titre d’exercice, en se restreignant au cas o`u
 est fini).

1. P (;) = 0.

2. P (:A) = 1� P (A).

3. A � B ) P (A) � P (B).

4. P (A [ B) = P (A) + P (B)� P (A \ B).

5. P (
S
iAi) �

P
i P (Ai).

6. Ai # ; ) limi P (Ai) = 03

On aégalement :

1. P (A) = 1) P (A [ B) = 1;8B 2 E .

2. P (A) = 1) P (A \ B) = P (B);8B 2 E .

3. P (A) = 0) P (A \ B) = 0;8B 2 E .

4. P (A) = 0) P (A [ B) = P (B);8B 2 E .

B.2.2.4 Th�eor�eme des probabilit�es totales.

SoitBi un système complet d’´evénements, alors8A 2 E : P (A) =
P

i P (A \ Bi).

Remarque. Certains auteurs d´efinissent une syst`eme complet d’´evénements de fac¸on légèrement différente
de celle que nous avons adpot´ee ci-dessus. Au lieu d’exiger que

Sn
i Ai = 
 ils imposent la condition plus faible

P (
Sn
i Ai) = 1. Ce type de syst`eme, ob´eit également au th´eorème des probabilit´es totales.

D’ailleurs, on peut ´evidemment compl´eter un tel syst`eme avecAn+1 = :Sn
i Ai, avecP (An+1) = 0.

B.2.3 Di��erentes interpr�etations de la notion de probabilit�e

Il faut faire la distinction entre la formulation math´ematique d’une th´eorie et l’utilisation que nous en faisons pour
étudier des probl`emes du monde r´eel qui nous entoure, c’est-`a-dire son interpr´etation. Ceci est particuli`erement
vrai pour une th´eorie telle que le calcul des probabilit´es qui vise entre autres `a modéliser une certaine forme du
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raisonnement humain, et qui s’adresse `a des probl`emes o`u l’incertitude joue un rˆole fondamental, c’est-`a-dire des
problèmes o`u il pourrait être difficile de valider la th´eorie. En particulier, la th´eorie ne nous aide pas lorsqu’il
s’agit de définir en pratique la loi de probabilit´e à associer aux ´evénements choisis.

En réalité, depuis son origine, le calcul des probabilit´es a donn´e lieuà des d´ebats intenses entre scientifiques,
logiciens, physiciens, philosophes, en ce qui concerne la ou les interpr´etations physiques `a donner `a la notion
même de probabilit´e. Ces d´ebats sont encore d’actualit´e, et le resteront certainement encore longtemps; c’est
la raison pour laquelle nous voulons mettre en ´evidence ici les diff´erents points de vues qui s’opposent dans ce
débat d’idées.

B.2.3.1 Le point de vue objectiviste.

La vision classique. La vision classique est h´eritée des jeux de hasard. Dans cette vision
 est en g´enéral
fini, et on consid`ere alors comme�-algèbre d’événements2
, fini lui aussi. Nous d´ecrivons en d´etail la démarche
adoptée pour alors d´efinir la mesure de probabilit´e, car cette d´emarche est ´egalement utilis´ee dans la conception
subjectiviste.

Dans ce cas, il suffit d’attribuer des probabilit´es auxévénements ´elémentairesP (!);8w 2 
; les probabilités
des autres ´evénements s’en d´eduisent par application du troisi`eme axiome de Kolmogorov. En particulier , on aura
P (
) =

P
! P (!) ce qui en vertu du second axiome de Kolmogorov impose ´evidemment que

P
! P (!) = 1.

Sous cette contrainte, la vision classique impose des arguments de sym´etrie, posant que les ´evénements
élémentaires sont ´equiprobables. Par cons´equent,P (!) = j
j�1 (où j
j désigne la taille finie de l’univers).

C’est cette d´emarche qui conduit `a associer aux 6 faces d’un d´e “parfait”, une probabilit´e de1
6
.

La principale faiblesse de cette approche est qu’elle repose sur un postulat de sym´etrie idéal (donc irréalisable
en pratique) et ne permet pas la remise en question des probabilit´es en fonction d’informations suppl´ementaires
(obtenues par exemple en effectuant des exp´eriences de lancer de d´e). Une autre faiblesse est que cette approche
ne s’étend pas au cas ou
 est non-d´enombrable (voir `a ce sujet la discussion auxB.2.4).

La vision fr�equentiste. Elle repose sur la loi des grands nombres et sur une autre id´ealisation, `a savoir
la notion d’expérience ind´efiniment répétable dans les mˆemes conditions. La loi des grand nombres assure en
effet que dans une telle exp´erience la fréquence relative observ´ee d’unévénement converge vers la probabilit´e de
celui-ci.

Notons que cette vision est aussi appel´ee la vision “orthodoxe” : toute comme dans la vision classique, la
notion de probabilit´e est suppos´ee définie de fac¸on unique (c’est-`a-dire indépendamment de l’observateur), et
tous les observateurs doivent se soumettre `a une exp´erience similaire pour en d´eterminer la valeur.

Il est clair que la proc´edure exp´erimentale n’est pas pratiquement r´ealisable. D’autre part, elle n’autorise pas
l’utilisation du calcul des probabilit´es pour raisonner sur des ´evénements incertains mais non r´epétables (et en
pratique, aucun ´evénement n’est parfaitement r´epétable). Enfin, elle est bas´ee sur un cercle vicieux logique : cette
définition repose sur la loi des grands nombres qui elle-mˆeme suppose d´ejà défini le concept de probabilit´e.

B.2.3.2 Le point de vue subjectiviste.

Les faiblesses des deux approches pr´ecédentes et le fait que d’un point de vue logique il soit souhaitable de
permettre la remise en question de la probabilit´e d’un événement suite `a l’obtention de nouvelles informations
(par exemple, si nous apprenons que le d´e est imparfait) conduisent `a nier l’existence de la notion de probabilit´e
“objective”.

Ainsi, dans la conception subjectiviste on mod´elise l’état de connaissance d’un observateur. On peut alors
argumenter que pour ˆetre cohérent avec lui-mˆeme, un observateur doit assigner des probabilit´es auxévénements
qui respectent les axiomes de Kolmogorov, mais, diff´erents observateurs, ayant ´eventuellement des connaissances
diff érentes, peuvent aboutir `a des assignations diff´erentes. De plus, un mˆeme observateur peut remettre `a jour ces
probabilités lorsque de nouvelles informations se pr´esentent.
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Mesure d'incertitude. La probabilité objective n’existe pas et n’est donc pas une grandeur mesurable; la
probabilité subjective est simplement une mesure d’incertitude, qui peut varier avec les circonstances et avec
l’observateur.

Puisque la notion d’exp´erience répétable n’est plus n´ecessaire, on peut ´etendre le domaine d’application du
calcul des probabilit´es auxévénements non r´epétables, c’est-`a-dire au raisonnement en pr´esence d’incertitudes
(par exemple en intelligence artificielle, pour mod´eliser le raisonnement humain).

La vision bayesienne. Nous reviendrons plus loin sur cette approche, apr`es avoir développé le calcul des
probabilités. Pour le moment, contentons nous d’indiquer que cette approche consiste `a attribuer des probabilit´esà
tout ce qui est incertain. En particulier, cette approche consiste `a attribuer des lois de probabilit´es aux probabilit´es
desévénements, si les informations disponibles ne sont pas suffisantes pour d´eterminer leurs valeurs exactes.

Ainsi, en présence d’un probl`eme de jeu de “pile ou face”, un bayesien va commencer par admettre qu’il ne
connait pas suffisamment bien la pi`ece pour fixer a priori la probabilit´e de “pile”. En d’autre mots, il admet avoir
une incertitude sur la valeur de cette probabilit´e, qu’il va modéliser par une (meta)loi de probabilit´es. Ensuite, il
va utiliser cette loi de probabilit´es pour faire des pr´edictions, et si des exp´eriences sont effectu´ees (par exemple
des lancers de pi`ece) il va utiliser le calcul des probabilit´es (la formule de Bayes) pour remettre `a jour la valeur
des méta-probabilités en fonction de l’issue de l’exp´erience.

Il faut remarquer que cette approche n’est pas non plus enti`erement satisfaisante (au grand damne de ses
défenseurs) puisqu’il reste une phase arbitraire qui consiste `a choisir les m´eta-probabilités. Signalons simplement
plus haut que certains arguments de sym´etrie et d’“esthétique” sont utilisés par les bayesiens pour fixer de fac¸on
“objective” les méta-probabilités...

Cependant, sans prendre parti disons qu’il nous semble que l’approche bayesiennne pr´esente une certaine
souplesse qui va de pair avec la d´emarche scientifique.

B.2.4 Ensembles in�nis, voire non-d�enombrables

Pour terminer ces commentaires philosophiques, et avant de nous attaquer au coeur du calcul des probabilit´es,
nous voulons faire ici quelques remarques g´enérales sur la n´ecessit´e de pouvoir manipuler des lois de probabilit´es
définies sur des univers de taille infinie ou d´enombrables.

Lorsque l’ensemble
 est fini, l’algèbre des ´evénements l’est ´egalement. Par contre, lorsque
 est infini, il
est possible d’y d´efinir des alg`ebres d’événements finis, d´enombrables ou non-d´enombrables. Par exemple, si

est infini mais reste d´enombrable (c’est-`a-dire peut ˆetre mis en bijection avec l’ensembleN des entiers naturels),
l’algèbre complet est non-d´enombrable (il peut ˆetre mis en bijection avec l’ensembleR).

Dans la pratique, l’application du calcul des probabilit´es aux ensembles infinis peut conduire `a un certain
nombre de difficult´es conceptuelles, dues aux passages `a la limite. En particulier, un ´evénement de probabilit´e
nulle n’est pas n´ecessairement impossible, et corrolairement un ´evénement de probabilit´e égaleà un n’est pas
nécessairement certain. Par exemple, si nous prenons comme univers l’intervalle]0; 1] de la droite réelle, muni
de l’algèbre induit par les semi-intervalles]a; b] (a < b 2 [0; 1]) 4, et muni de la loi de probabilit´e uniforme
qui associe `a un intervalle]a; b] la probabilitéb� a, lesévénements ´elementaires de]0; 1] sont des singletons de
probabilité nulle et non moins possibles. Dans de telles situations il faut utiliser quelques pr´ecautions oratoires et
parler d’événements presque impossibles ou presque certains.

D’un point de vue conceptuel, il est cependant important de se souvenir que ces ensembles infinis sont des
constructions math´ematiques obtenues par passage `a la limite sur des ensembles finis. Le langage math´ematique
associé à ces ensembles permet d’´ecrire de fac¸on synthétique des propri´etés qui sont vraies pour les ensembles
finis et qui le restent lors du passage `a la limite. Mais, ce language ne doit pas changer la signification de
propriétés, ni nous induire en erreur.

D’un point de vue pratique, on peut donc adopter le point de vue que le monde tel qu’il est accessible `a
l’expérimentation physique est essentiellement fini (c’est d’ailleurs ´evident en ce qui concerne le monde de
l’informatique digitale). On pourrait donc parfaitement justifier une approche qui consisterait `a développer les
théories sur base de mod´elisations par ensembles finis, et qui expliciterait les passages `a la limite sur les r´esultats
plutôt que sur les concepts de d´epart. On pourrait alors se d´ebarasser des difficult´es engendr´ees par l’analyse mod-
erne (calcul infinitésimal, théorie de la mesure, des distributions: : : ) au prix d’une lourdeur d’´ecriture accrue (et
souvent excessive) d’un certain nombre de propri´etés et de raisonnements.
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Nous pensons que l’utilisation de l’analyse classique est un outil math´ematique qui est non seulement int´eressant
du point de vue conceptuel, mais ´egalement justifi´e par son caract`ere opérationnel. Cependant, la compr´ehension
des principes de base importants dans le domaine du calcul de probabilit´es peut par contre tr`es bien se faire sans
y faire appelà tours de bras. En clair, nous sugg´erons aux ´etudiants d’effectuer leurs raisonnements dans le cadre
d’univers finis, afin de bien assimiler la signification math´ematique et physique des principales notions. Une fois
bien maˆıtrisé le cas fini, ils pourront ensuite se poser la question de savoir ce qui se passe lors du passage `a la
limite.

B.3 ELEMENTS DE BASE DU CALCUL DE PROBABILITES

B.3.1 Loi de probabilit�e conditionnelle

Partons d’un espace probabilis´e (
; E ; P (�)), et supposons que l’on sache qu’un ´evénementB est réalisé. Cher-
chonsà savoir ce que devient alors la probabilit´e qu’unévénementA quelconque soit r´ealisé, que nous allons
noterP (AjB).

SiA etB sont incompatibles il est clair queA ne se réalisera pas etP (AjB) = 0. Par contre, siA \ B 6= ;,
alors la réalisation deA est possible, mais seule la partie deA qui est dansB nous intéresse. SiA\B = B alors
nous sommes certains queA se réalisera :P (AjB) = 1 dans ce cas. Tout se passe donc comme si nous avions
restreint notre univers `a l’événementB et que nous nous int´eressions uniquement aux probabilit´es relatives des
parties des ´evénements situ´ees dansB.

D�e�nition. Nous supposerons queB est de probabilit´e non-nulle (dans le cas fini il est ridicule d’envisager
qu’unévénement de probabilit´e nulle se soit r´ealisé), et nousdéfinissonsla probabilité conditionnelle deA sachant
queB est réalisé par

P (AjB)
4
=

P (A \ B)

P (B)
: (B.1)

Notons queA � B ) P (AjB) = 1, mais (attention) la r´eciproque est fausse!

Il s'agit bien d'une loi de probabilit�e. En effet, elle vérifie les axiomes de Kolmogorov puisque :

A;B 2 E ) A \B 2 E et doncP (AjB) est bien d´efinie surE .

P (AjB) � 0.

A \ B � B ) P (A \ B) � P (B)) P (AjB) � 1.

P (
jB) = 1 (trivial).

P (
S
iAijB) =

P((
S
i
Ai)\B)

P (B)
=

P(
S
i
Ai\B)

P (B)
=
P

i
P (Ai\B)
P (B)

=
P

i P (AijB), car si lesAi sont incompati-
bles lesAi \ B le sontégalement.

Ev�enements ind�ependants. On dit queA est indépendant deB siP (AjB) = P (A), c’est-à-dire si le fait
de savoir queB est réalisé ne change en rien la probabilit´e deA. On utilise souvent la notation

A ? B (B.2)

pour indiquer queA est indépendant deB.

Si P (B) 2]0; 1[, on aA indépendant deB si, et seulement si,P (AjB) = P (Aj:B).
Suggestion : calculer alorsP (A) par le th́eor̀eme des probabilités totales.

Ind�ependance conditionnelle. SoientA;B;C trois événements, etP (C) 6= 0. Alors, on dit queA est
indépendant deB conditionnellement̀aC, que l’on note par

A ? B j C (B.3)
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si P (AjB \ C) = P (AjC).
Notons que

P (AjB \ C) 4= P (A \ (B \ C))
P (B \ C) =

P ((A \ B) \ C)
P (C)

P (C)

P (B \ C) =
P (A \ BjC)
P (BjC) :

Discussion. Il est important de remarquer que la loi de probabilit´e conditionnelle est bien d´efinie sur l’algèbre
de départE , et ceci bien que ses valeurs ne d´ependent en fait que de probabilit´es de sous-ensembles deB.

Pour deux ´evénement donn´esA etB non indépendants on peut avoir soitP (AjB) < P (A) ou P (AjB) >
P (A). Un événement peut donc devenir plus ou moins certain lorsque on dispose d’informations nouvelles.5

Dans le cas d’un univers fini tous les ´evénements possibles sont de probabilit´e strictement positive, et d´efinissent
par cons´equent une loi de probabilit´e conditionnelle. Nous avons d´ejà illustré un cas d’univers infini, o`u le fait
qu’un événement se r´ealise n’implique pas n´ecessairement que sa probabilit´e a prioriétait non-nulle; il est alors
nécessaire de recourir `a un artifice pour d´efinir la notion de probabilit´e conditionnelle vis-`a-vis de tels ´evénements
(passage `a la limite).

B.3.2 Sur la notion d'ind�ependance

La notion d’indépendance est une notion centrale en th´eorie des probabilit´es. Aussi allons nous d´etailler les
diverses propri´etés immédiates qui d´ecoulent de sa d´efinition. Nous supposerons ci-dessous queP (A) 2]0; 1[
(resp.P (B) 2]0; 1[), et dans le cas contraire nous dirons queA (resp.B) est unévénement trivial. Nous laissons
au lecteur le soin de v´erifier dans quels cas (et comment) ces conditions peuvent ˆetre relaxéesà desévénements
triviaux.

Propri�et�es positives. Nous demandons au lecteur de d´emontrer, `a titre d’exercice imm´ediat, celles parmi
les propriétés suivantes dont nous ne donnons pas la preuve.

; est indépendant de tout autre ´evénement.

Un événement de probabilit´e nulle est ind´ependant de tout autre ´evénement :
P (A) = 0) P (A \ B) = 0) P (AjB) = 0.

Tout événement est ind´ependant de
.

Tout événement est ind´ependant de tout ´evénement certain :
P (A) = 1) P (A \ B) = P (B) et doncP (BjA) = P (B).

“A indépendant deB” , P (A \B) = P (A)P (B)
(conśequence directe de la définition).

“A indépendant deB” ) “B indépendant deA”.

“A indépendant deB” ) “:A indépendant deB”.

“A indépendant deB” ) “A indépendant de:B”.

“A indépendant deB” ) “:A indépendant de:B”.

On peut donc utiliser en lieu et place de la d´efinition de l’indépendance la d´efinition suivante.

D�e�nition alternative de l'ind�ependance. DeuxévénementsA etB sont indépendants siP (A\B) =
P (A)P (B).

Il est à noter que cette d´efinition peutêtreétendue au cas o`u P (A) et/ouP (B) sont nulles, la propri´eté étant
trivialement vérifiée dans ce cas (carP (A \ B) � minfP (A); P (B)g).
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Propri�et�es n�egatives. L’assimilation de celles-ci sont aussi importantes pour la bonne compr´ehension de
la notion d’indépendance.

Remarquons tout d’abord que des ´evénements ind´ependants pour une loi de probabilit´e donnée peuvent tr`es
bien être non ind´ependants pour une autre loi de probabilit´e. En d’autres mots, la propri´eté d’indépendance
dépend bien du choix de la loi de probabilit´e et pas seulement des propri´etés ensemblistes.

Nous sugg´erons au lecteur de chercher des contre-exemples pour d´emontrer les propri´etés négatives suivantes.

Un événement quelconque non trivial n’est jamais ind´ependant de lui-mˆeme!

A indépendant deB etB indépendant deC 6) A indépendant deC
(suggestion : prendreA etB non-triviaux ind́ependants etC = A).

A dépendant deB etB dépendant deC 6) A dépendant deC
(suggestion : prendreA etC indépendants, etB = A \ C non trivial.)

A indépendant deB 6) A indépendant deB conditionnellement `aC
(suggestion : prendre comme exemple le double “pile ou face” avec une pièceéquilibrée, comméev́enements
A “face au premier lancer”,B “face au second lancer”,C “même issue aux deux lancers”).

Ind�ependance mutuelle. On peutétendre la deuxi`eme définition de l’indépendance au cas den événements.
On dira que les ´evénementsA1; A2; : : : ; An sont mutuellement ind´ependants si pour toute partieI de l’ensembles
des indices allant de1 àn on a :

P

 \
I

Ai

!
=
Y
I

P (Ai): (B.4)

Il est important de noter que l’ind´ependance mutuelle est une condition plus forte que l’ind´ependance deux `a
deux.

Pour s’en convaincre il suffit de reconsid´erer notre double lancer de pile ou face ci-dessus. Dans cet exemple
on a en effet,A indépendant deB,B indépendant deC, etC indépendant deA, alors queC n’est pas ind´ependant
A \ B.

Autres formules utiles.

P (A \ B \ C) = P (AjB \ C)P (BjC)P (C) (B.5)

P (A \ BjC) = P (AjC)P (BjC \ A) (B.6)

Notations. Dans la suite nous utiliserons de fac¸on interchangeable les notations suivantes pour d´esigner
l’occurence simultan´ee de plusieurs ´evénements :

A1 \A2 \ : : :\An : la notation ensembliste (on insiste sur le fait que lesAi sont vus comme des ensembles).

A1 ^ A2 ^ : : : ^ An : la notation logique (on insiste sur le fait que lesAi sont vus comme des formules
logiques).

A1; A2; : : : An : notation indifférente (plus l´egère).

B.3.3 Formules de Bayes

Le formules de Bayes permettent d’exprimerP (AjB) en fonction deP (BjA).

Premi�ere formule de Bayes.

P (BjA) = P (AjB)P (B)

P (A)
: (B.7)
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Th�eor�eme des probabilit�es totales. SiB1; B2; : : : ; Bn est un syst`eme complet d’´evénements non triv-
iaux alors le th´eorème des probabilit´es totales peut s’´ecrire sous la forme suivante

P (A) =
X
i

P (AjBi)P (Bi) (B.8)

Deuxi�eme formule de Bayes. Dès lors la formule de Bayes peut s’´ecrire

P (BijA) = P (AjBi)P (Bi)P
k P (AjBk)P (Bk)

; (B.9)

qui s’appelle aussi th´eorème sur la “probabilit´e des causes”, car il permet de calculer les probabilit´es des causes
possibles d’un ´evénement sachant qu’une cons´equence s’est r´ealisée, connaissant la probabilit´e de cette derni`ere
sous l’hypothèse de chaque cause et connaissant la probabilit´e des causes a priori.

Il ne faut pas confondre la (ou les)formules Bayes avec la notion der èglede Bayes utiliśee en th́eorie de la
décision. La r̀egle de Bayes est une régle de d́ecision qui minimise une probabilité d’erreurs. Nous en verrons
des exemples en Théorie de l’information et en Apprentissage inductif.

Discussion. Le théorème de Bayes (on donne souvent le nom de th´eorème de Bayes aux deux formules de
Bayes) joue un rˆole très important dans le cadre du calcul des probabilit´es. Il sert de fondement au raisonnement
incertain probabiliste et est `a la base de toute une branche de la statistique appel´eestatistique bayesienne.

Il permet de remettre `a jour les probabilit´es d’un certain nombre d’alternativesBi en fonction d’informations
nouvelles (le fait queA soit réalisé). On utilise souvent le terme deprobabilités a prioripour désigner lesP (Bi)
et le terme deprobabilités a posterioripour désigner lesP (BijA).

Par exemple, dans le cadre du diagnostic m´edical cette formule permet `a un médecin de remettre `a jour la
plausibilité de certaines maladies (d´esignées par lesBi) à partir des symptˆomes observ´es (désignés conjointement
parA), partant d’une connaissance de la probabilit´e a priori d’observer les diff´erentes maladies (obtenues par
exemple en effectuant des statistiques) et une connaissance des probabilit´es d’observer les symptˆomesA pour
chacune de ces maladies (obtenues ´egalement par application de m´ethodes statistiques). Il s’agit d’une extension
de la logique classique au raisonnement plausible.

B.4 ESPACE PRODUIT

Nous introduisons ci-dessous quelques notions et terminologies qui seront utilis´ees et illustr´ees plus loin, notam-
ment dans le cadre des variables al´eatoires.

B.4.1 D�e�nition

Etant donn´es un nombre fini d’espaces probabilis´es (
i; Ei; Pi(�)) (i = 1; : : : ; n) on peut définir un espace
probabilisé produit(
; E ; P (�)) obtenu de la mani`ere suivante :


 = 
1 � : : :�
n, (produit cartésien).

E = fA =
S
j Aj � 
j8j;8i = 1; 2; : : : ; n; 9Ai;j 2 Ei : Aj = A1;j � : : :�An;jg,

(extension des ´evénements par produit cartesien et union d´enombrable, o`u on peut exiger sans perte de
généralité que lesAj soient disjoints)

P (A) =
P

j P (Aj) etP (Aj) =
Q

i Pi(Ai;j) (factorisation de la loi de probabilit´es).

On peut se convaincre que cette d´efinition conduit bien `a un espace probabilis´e. On dira que les
i sont les axes
“orthogonaux” de l’espace produit et on parlera de la projection d’un ´evénementA sur les axes pour d´esigner les
Ai, et d’événements parall`elesà un axei siAi = 
i. On peut alors montrer que si deux ´evénements de l’espace
produit sont parall`elesà des ensembles d’axes compl´ementaires, ils sont ind´ependants. En d’autres termes, si un
évenement ne sp´ecifie rien selon un certain nombres d’axes, alors le fait de savoir qu’un ´evénement soit r´ealisé
qui ne spécifie que de l’information relative `a ces axes ne fournit aucune information sur cet ´evénement.
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B.4.2 S�eries d'�epreuves identiques et ind�ependantes

Un cas particuli`erement int´eressant en pratique d’espace produit est celui o`u tous les(
i; Ei; Pi(�)) sont iden-
tiques. Un tel type d’espace produit permet de mod´eliser les s´eries d’épreuves identiques et ind´ependantes,
rencontrées en th´eorie de l’échantillonnage et `a la base des statistiques.

B.4.3 Factorisation

Dans certains cas il est possible de factoriser un espace de d´epart en effectuant l’op´eration inverse, c’est-`a-dire de
l’ écrire sous la forme du produit cart´esien d’espaces ind´ependants (non n´ecessairement identiques).

(Suggestion : partir d’un espace fini dont on suppose que l’algèbre est engendré par deuxév́enements
indépendantsA etB, et montrer qu’il peut se factoriser en deux axes correspondantà cesév́enements.)

B.4.4 Marginalisation

Partant d’un espace produit, il est possible de reconstituer les espaces produits correspondant `a certains de ces
axes par une op´eration de projection. En calcul de probabilit´e on dit qu’on “marginalise” les autres axes. Notons
que cette op´eration peut s’effectuer sur un espace produit dont la loi de probabilit´e n’est pas factorisable.

B.5 VARIABLES ALEATOIRES

B.5.1 D�e�nition g�en�erale

Soient un espace probabilis´e(
; E ; P (�)) de départ et un univers
0 de destination muni d’un alg`ebre d’événements
E 0. Une fonctionf(�) de
 dans
0 est une variable al´eatoire si elle poss`ede la propri´eté suivante :

8A0 2 E 0 : f�1(A0) 2 E ; (B.10)

où f�1(A0) désignefw 2 
jf(w) 2 A0g. On dit alors que la fonctionf(�) est(E ; E 0)-mesurable, ou simplement
mesurable si aucune confusion sur les�-algèbres n’est possible.

Si cette propri´eté est vérifiée alors la variable al´eatoire induit une loi de probabilit´e sur(
0; E 0) définie de la
manière suivante :

Pf (A
0) = P

�
f�1(A0)

�
: (B.11)

Une variable al´eatoire est donc une fonction d´efinie sur un espace probabilis´e qui est compatible avec les
algèbres d’événements d´efinis dans son espace d’origine et de destination, et qui induit donc une loi de probabilit´e
sur l’espace de destination `a partir de la loi de probabilit´e définie sur l’espace de d´epart.(Suggestion : montrer
que cette loi v́erifie bien les axiomes de Kolmogorov.)

Notons d’emblée que si les deux univers sont finis et munis des alg`ebres maximaux (et mˆeme si seulement
l’espace de d´epart vérifie cette propri´eté), alors toute fonction de
 dans
0 est une variable al´eatoire.

Par cons´equent, si nous avons pris la pr´ecaution de formuler les restrictions ci-dessus, c’est que nous voulons
appliquer le concept de variable al´eatoire dans des situations o`u l’espace de d´epart est infini (p.ex.
 = R

p ).

Interpr�etation. Il est à noter que toute fonction de
 dans
0 induit à partir deE 0 un nouvel alg`ebre
d’événements sur l’espace de d´epart
. (Nous sugǵerons au lecteur de s’en convaincre en montrant que l’ensemble
des parties de
 qui peuvent s’́ecrire sous la formef�1(A0) avecA0 2 E 0 est un�-algèbre siE 0 est un�-algèbre.)

Le sens profond de la condition (B.10) est donc que l’alg`ebre des ´evénements induit par la fonctionf(�) à
partir deE 0 sur
 doit être inclus dans l’alg`ebre sur lequel la loi de probabilit´e P (�) est connue. Donc, une
variable aléatoire a pour effet de remplacer l’alg`ebreE par l’algèbref�1(E 0) qui contient en g´enéral moins de
sous-ensembles queE . Elle opère donc sur un espace probabilis´e en condensant l’information dont on disposait
au départ en une information plus grossi`ere.

Il s’agit bien là du sens physique profond de la notion de variable al´eatoire : l’observation d’une variable
aléatoire fournit une information g´enéralement partielle sur les ´evénements de l’univers de d´epart.
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En résumé, une variable al´eatoire transpose une loi de probabilit´e d’un espace de d´epart vers un espace de
destination et elle transpose une structure d’alg`ebre de l’espace de destination vers l’espace de d´epart.

B.5.2 Fonction d'une variable al�eatoire

Soit une variable al´eatoireX à valeurs dans
0, et une certaine fonction�(�) définie sur
0 et à valeurs dans

00. Alors, si �(�) a le statut de variable al´eatoire sur
0 (compatibilité deE 0 et E 00), la fonction compos´ee
� �X(�) = �(X(�)) définit également une v.a. sur
.

Nous verrons ci-dessous le cas particuli`erement int´eressant en pratique o`u les deux fonctions sont des v.a.
réelles.

B.5.3 Variable al�eatoire discr�ete

Une variable al´eatoire est discr`ete si l’ensemble de ses valeurs possibles est fini. Une telle variable al´eatoire
définit un système complet d’´evénements mutuellement exclusifs; en fait elle est ´equivalente `a la donnée d’un
système complet d’´evénements discrets. Aussi nous ne distinguerons plus dans la suite ces deux notions. Notons
que si l’espace
 est fini, alors toute variable al´eatoire est n´ecessairement discr`ete.

On utilisera commun´ement la notationX = fX1; : : : ; Xkg;Y = fY1; : : : ; Ylg; : : : pour désigner l’ensemble
des valeurs possibles de telles variables al´eatoires, et par extension la variable al´eatoire elle-mˆeme sera d´esignée
parX (�) ou simplementX .

D’autre part, nous assimilerons dans nos notations les valeurs prises par la variable al´eatoire avec les ´evénements
(sous-ensembles de
) qui leurs correspondent. Par exemple la notationP (Xi) désignera la probabilit´e de
f! 2 
 : X (!) = Xig.

Remarque. Dans la littérature on d́esigne souvent par variable aléatoire discr̀ete une v.a. pouvant prendre un
nombre d́enombrable (́eventuellement infini) de valeurs. Comme nous ne nous intéresserons que très marginale-
ment au cas particulier infini, nous sous-entendrons (sauf mention explicite du contraire) que la variable discrète
est aussi finie.

B.5.4 Variables al�eatoires r�eelles

Une v.a. est dite r´eelle si
0 = R. Elle peut être discrète ou non. Evidemment si
 est fini, elle sera
nécessairement discr`ete.

B.5.4.1 Fonction de r�epartition. Par définition, la fonction de r´epartitionFX d’une v.a. réelleX est une
fonction deR dans[0; 1] définie par

F (x) = P (]�1; x[); (B.12)

Elle peut donc en principe avoir des discontinuit´es (à droite), si certaines des valeurs sont de probabilit´e non-nulle.
Elle est monoton´ement croissante, etF (�1) = 0 etF (+1) = 1.

Cette fonctioncaract́erisela variable aléatoire et permet de calculer la probabilit´e de tout intervalle deR par

P (a � X < b) = F (b)� F (a): (B.13)

Remarque. On peut tout aussi bien définir la fonction de ŕepartition de fac¸on à ce qu’elle soit continuèa
droite, on a alors

F 0(x) = P (]�1; x]): (B.14)

C’est la convention qu’on trouve géńeralement dans la litt́erature anglo-saxonne.

Lorsque la v.a. r´eelle est aussi discr`ete, il n’y a qu’un nombre fini de points deR de probabilité non-nulle. La
fonction de répartition prend alors l’allure indiqu´eeà la figureB.1.
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Figure B.1. Fonction de r�epartition d'un v.a. r�eelle discr�ete

x

1

F (x)

Figure B.2. Fonction de r�epartition d'un v.a. r�eelle continue

B.5.4.2 Variable al�eatoire (r�eelle) continue. Une variable al´eatoire est dite continue si elle admet une
densité, c’est-à-dire s’il existe une fonctionf(�) définie surR telle que8a � b on a

P (]a; b[) = P ([a; b]) = P ([a; b[) = P (]a; b]) =

Z b

a

f(x)dx: (B.15)

Dans ce cas,F (�) est dérivable (et donc continue) et admetf(�) comme dérivée. Par cons´equent,f(�) est
positive et d’intégrale surR égaleà 1. La figureB.2 représente graphiquement la fonction de r´epartition de ce
type de variable al´eatoire.

Il est évident qu’une variable al´eatoire peut ˆetre ni discrète, ni continue. Elle ne peut cependant qu’avoir au
plus un nombre d´enombrable de points de discontinuit´e.

Dans la suite nous utiliserons la notationX � f(x) pour indiquer qu’une v.a. suit une certaine distribution.

B.5.4.3 Cas g�en�eral. Dans le cas g´enéral on peut s´eparer la v.a. r´eelle en la somme d’une composante
continue et d’une composante discr`ete6.

Notons qu’on peut dans le cas g´enéral aussi faire appel `a la théorie des distributions pour d´efinir cette fois la
densité comme unedistributionqui s’écrit sous la forme d’une combinaison lin´eraire d’un fonction et d’un s´erie
d’impulsions de Dirac. Cette situation est sch´ematisée graphiquement `a la figureB.3.

B.5.5 Ind�ependance de deux variables al�eatoires

Deux variables al´eatoiresX etY définies sur un mˆeme espace probabilis´e sont indépendantes si et seulement si,
8A 2 EX ;8B 2 EY on a

P (X�1(A) \ Y�1(B)) = P (X�1(A))P (Y�1(B)): (B.16)

En d’autres termes, la loi induite par la v.a.XY(�) = (X (�);Y(�)) sur l’espace produit
X �
Y , est factoris-
able, et on a

PXY = PXPY : (B.17)
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f(x)

F (x)

Figure B.3. Fonction de r�eparition et distribution de probabilit�e

Dans le cas o`u les variables al´eatoires sont r´eelles cette condition se traduit par

H(x; y)
4
= P (X < x ^ Y < y) = F (x)G(y); (B.18)

où F (�) et G(�) sont les fonctions de r´epartition respectivement deX et Y . Si de plusX et Y admettent les
densitésf(�) etg(�), alors il en est de mˆeme pour le couple, dont la densit´e est le produit :

h(x; y) = f(x)g(y):

Notons que nous pouvons ´etendre ces notions et propri´etés par induction au cas d’un nombre fini quelconque
de v.a. On parle alors de vecteurs al´eatoires et le cas particulier int´eressant est celui o`u celui-ci appartient `aRp .

B.5.6 Esp�erance math�ematique

Pour une variable r´eelle aléatoire discr`ete on définit l’espérance math´ematique (on dit aussi sa moyenne) par

EfXg =
kX
i=1

XkP (Xk): (B.19)

Notons que dans le cas fini cette grandeur existe toujours. Dans le cas infini (d´enombrable) il est facile de
construire des exemples tels que cette s´erie ne converge pas.

Pour une variable continue on a

EfXg =
Z
R

xf(x)dx: (B.20)

Dans le cas plus g´enéral on peut combiner les deux formules. L’´ecriture générale est alors la suivante

EP fXg =
Z



X(!)dP (!); (B.21)

où le dP indique que l’intégrale est prise par rapport `a la mesureP définie sur l’espace de d´epart
, ce qui est
équivalentà

EfXg =
Z
R

xdPX (x); (B.22)
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où ledPX indique que l’intégrale est prise par rapport `a la mesure induite sur l’espace d’arriv´ee.

Il faut souligner, mˆeme si c’est ´evident, que l’intégrale n’est pas toujours d´efinie. Il existe des distributions de
probabilités continues pour lesquelles l’esp´erance math´ematique n’est pas d´efinie.

Par exemple, la distribution deCauchy

f(x) =
1

�(1 + x2)
; (B.23)

n’admet pas d’esp´erance.

Cependant, toute fonction continue et `a support compact ´etant intégrable, toute variable al´eatoire réelle con-
tinue et born´ee admet une esp´erance math´ematique.

L’espérance math´ematique d’une fonction (�(�) : R ! R) est définie par

EP f�(X )g =
Z



�(X(!))dP (!); (B.24)

et dans le cas continu on a

EP f�(X )g =
Z
R

�(x)f(x)dx: (B.25)

Cas particuliers :

1. Fonction constante (�(x) = a) : Ef�g = a.

2. Fonction linéaire (�(x) = ax+ b) : Ef�g = aEfXg+ b.

3. Somme de deux v.a. (�(x; y) = x+ y) : Ef�g = EfXg+EfYg.
4. Produit de deux v.a. (�(x; y) = xy) :

EfXYg =
Z
R2

xydPXY (x; y):

LorsqueX etY sont indépendantes, la mesuredPXY(x; y) se factorise et l’int´egrale double peut se d´ecomposer
en produit des deux int´egrales simples :

EfXYg =
Z
R

xdPX (x)

Z
R

ydPY (y) = EfXgEfYg:

La réciproque n’est pas vraie.

B.5.7 Variance et �ecart-type

Lorsque l’esp´erance existe, lavarianceest définie par

V fXg = �2 = Ef(X �m)2g; (B.26)

lorsque cette grandeur existe, o`um = EfXg.
L’ écart-type est la racine carr´ee� de la variance.

Propri�et�es de la variance. On a

Ef(X � a)2g = V fXg+ (EfXg � a)2; (B.27)

et par cons´equent, la variance est la valeur minimale deEf(X � a)2g, eta = EfXg minimiseEf(X � a)2g.
Cette propriété est exploit´ee très largement en statistiques, dans le domaine de l’estimation au sens des moindres
carrés.
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On en déduit, en prenanta = 0 que

V fXg = EfX2g � (EfXg)2: (B.28)

L’espérance et l’écart-type sont reli´es parl’in égalit́e de Bienayḿe-Tchebyshev:

P (jX �EfXgj > �) � �2

�2
; (B.29)

dont on déduit que si� = 0 la v.a. est presque sˆurementégaleà sa moyenne, c’est-`a-dire constante. La variance
mesure donc bien le caract`ere aléatoire d’une v.a.

Par ailleurs, on a

V fX + ag = V fXg.

V faXg = a2V fXg.

V fX + Yg = V fXg+ V fYg+ 2covfX ;Yg, où

covfX ;Yg 4= E f(X �EfXg)(Y �EfYg)g = EfXYg �EfXgEfYg

désigne la covariance.
Si les v.a. sont ind´ependantes, on a covfX ;Yg = 0 et donc

V fX + Yg = V fXg+ V fYg:

La réciproque n’est pas vraie.

B.5.7.1 In�egalit�e de Jensen. Si�(�) est une fonction convexe (voir appendiceD, pour la d́efinition de la
convexit́e), et siX est une v.a. ŕeelle, alors

EP f�(X )g � �(EP fXg); (B.30)

et si la fonction est strictement convexe, alors l’égalit́e impliqueX = cnste, sauféventuellement sur un ensemble
de probabilit́e nulle.

Cette inégalité est très pratique dans le contexte d’un certain nombre de d´emonstrations en th´eorie de l’informa-
tion et dans le domaine des processus al´eatoires.

B.6 VARIABLES ALEATOIRES COMPLEXES

Tout ce qui vient d’être dit concernant les variables al´eatoires r´eelles peut, `a peu de choses pr`es,être appliqu´e
aux variables al´eatoires `a valeurs complexes. D’ailleurs, on peut s´eparer toute fonction complexe en ses parties
réelle et immaginaire qui sont des fonctions r´eelles. Une variable al´eatoire complexe est donc de ce point de vue
équivalente `a un couple de variables al´eatoires r´eelles.

B.7 COUPLES DE V.A. ET CONDITIONNEMENT

B.7.1 Cas discret

Nousétudions ici les couples de v.a.(X ;Y) tels queX etY prennent leurs valeurs dans un ensemble fini d´esigné
respectivement parX = fX1; : : : ; Xkg etY = fY1; : : : ; Ylgmunis de leur��algèbre maximal. Dans ce cas, le
couple prend ses valeurs dansX � Y muni du��algèbre produit, qui est ´egalement maximal. On suppose que
la fonction ainsi induite de
! X �Y est bienE-mesurable.

B.7.1.1 Lois associ�ees.
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Y1 � � � Yj � � � Yl

X1

...
...

...
Xi � � � � � � pi;j � � � � � � pi;�
...

...

Xk

...

p�;j

Figure B.4. Table de contingence

Loi (con)jointe. La loi de probabilité du couplePX ;Y est déterminée complètement par la conaissance des
kl nombres

pi;j
4
= P (X = Xi \ Y = Yj);8i = 1; : : : ; k;8j = 1; : : : ; l: (B.31)

On a bien sur
Pk

i=1

Pl
j=1 pi;j = 1.

Lois marginales. La loi marginale deX estévidemment

pi;�
4
= P (X = Xi) =

lX
j=1

pi;j : (B.32)

De même, la loi marginale deY est

p�;j
4
= P (Y = Xj) =

kX
i=1

pi;j : (B.33)

On représente souvent un couple de v.a. `a l’aide d’unetable de contingences, telle qu’illustréeà la FigureB.4

Lois conditionnelles. La loi conditionnelle deX connaissantY est définie par

pXijYj

4
= P (X = XijY = Yj) =

pi;j

p�;j
; (B.34)

et celle deY connaissantX par

pYj jXi

4
= P (Y = Yj jX = Xi) =

pi;j

pi;�
: (B.35)

B.7.1.2 Moments conditionnels.

Supposons queY soit une v.a. r´eelle (où éventuellement complexe).

Esp�erance conditionelle. Alors on définit l’espérance conditionnelle deY par

EfYjXg 4=
lX

j=1

YjpYj jX : (B.36)

EfYjXg est donc une fonction (r´eelle où complexe) deX . Cette fonction s’appellefonction de régression
deY enX . CommeX est une v.a. cette fonction d´efinit une v.a. re´elle ou complexe. Cette variable al´eatoire
présente un certain nombre de propri´etés remarquables que nous allons ´enumerer.
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En premier lieu elle est lin´eaire (il s’agit d’une esp´erance). Donc,

EfY1 + Y2jXg = EfY1jXg+EfY2jXg: (B.37)

Mais surtout, elle satisfait authéorème de l’esṕerance totale:

EfEfYjXgg = EfYg: (B.38)

En effet, on peut calculer son esp´erance math´ematique ce qui donne

EfEfYjXgg =

kX
i=1

pi;�

lX
j=1

YjpYj jXi
(B.39)

=

lX
j=1

Yj

kX
i=1

pi;�pYj jXj
(B.40)

=

lX
j=1

Yjp�;j : (B.41)

Variance conditionnelle. On définit, similairement la variance conditionnelle comme une v.a. qui prend la
valeur

V fYjXg 4= E
n
(Y �EfYjXg)2 jX

o
: (B.42)

On a lethéorème de la variance totalequi s’écrit comme suit :

V fYg = E fV fYjXgg+ V fEfYjXgg : (B.43)

B.7.2 Variables continues

B.7.2.1 Une des deux variables est continue. On peut directement ´etendre ce qui pr´ecède au cas o`u Y
est une variable continue en remplac¸ant les probabilit´es par les fonctions de r´epartition où des densit´es. On note

G(yjx) 4= P (Y < yjX = x); (B.44)

puis si elle existe, la densit´e marginale est la d´erivée deG(y). La fonction de répartition marginale s’´ecrit

G(y)
4
=

kX
i=1

pi;�G(yjXi) (B.45)

qui dérivée terme `a terme donne la densit´e marginale

g(y)
4
=

kX
i=1

pi;�g(yjXi): (B.46)

Les théorèmes de l’esp´erance et de la variance totales restent ´egalement d’application.

On peutégalement ´ecrire

P (X = xjY < y) =
G(yjx)P (x)

G(y)
; (B.47)

mais nous ne pouvons pas pour le moment ´ecrire

P (X = xjY = y) =
g(yjx)P (x)

g(y)
; (B.48)

carY = y est unévénement de probabilit´e nulle par rapport auquel on ne peut pas en principe conditionner. Nous
allons indiquer ci-dessous sous quelles conditions un conditionnement de ce type est permis.
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Illustration. Un exemple pratique important o`u on consid`ere les d´ependances entre variables continues et
discrète est fourni par la th´eorie de la d´ecision, qui intervient dans les probl`emes de classification en apprentis-
sage automatique, et ´egalement dans les probl`emes de transmission de donn´ees num´eriquesà l’aide de signaux
analogiques.

Prenons par exemple, le probl`eme de l’allocation de cr´edit bancaire qui se ram`eneà celui de l’étude des rela-
tions entre variables num´eriques (montant du cr´edit souhaˆıté, niveau de salaire, endettement, ˆage: : : ) et discrètes
décrivant la situation financi`ere et sociale d’un demandeur de cr´edit (état civil, propriétaire, statut professionnel
: : : ), et la décision optimale d’une banque (Accord ou non du cr´edit).

Du point de vue du banquier non altruiste, la d´ecision optimale est en l’occurence celle qui maximise l’esp´erance
mathématique du b´enéfice de la banque. Si le cr´edit est accord´e, ce bénéfice dépendra du fait que le demandeur
sera capable de rembourser les mensualit´es ou non. Si le cr´edit n’est pas accord´e, le bénéfice est nul. Le banquier
fera donc appel `a un logiciel qui déterminera, sur base des informations fournies par le demandeur, la proba-
bilit é de remboursement complet du cr´edit (disonsP (R = V jI), où R désigne une variable qui vautV s’il
y a remboursement etF sinon, etI symbolise les informations propres au demandeur), `a partir de laquelle on
pourra déterminer l’esp´erance math´ematique du b´enéfice par la formule de l’esp´erance totale (conditionn´ee par
l’information fournie par le demandeur)

EfBjIg = EfBjR = V; IgP (R = V jI) +EfBjR = F; IgP (R = F jI): (B.49)

Dans cette formule, on a ´evidemment

P (R = F jI) = 1� P (R = V jI);

et le chiffreEfBjR = V; Ig correspond au gain de la banque calcul´e au moyen de formules d’actualisation
tenant compte des conditions du cr´edit (intérêt, type de remboursement,: : : ), du coût de l’argent immobilis´e que
la banque doit assumer, et est ´evidemment proportionnel au montant du cr´edit. D’autre part, le termeEfBjR =
F; Ig est quant `a lui un “bénéfice” negatif.

Par cons´equent, le cr´edit sera allou´e si

EfBjIg > 0, P (R = V jI) > �EfBjR = F; Ig
EfBjR = V; Ig �EfBjR = F; Ig ; (B.50)

et le problème se ram`ene donc essentiellement au calcul deP (R = V jI) et à la comparaison de celle-ci `a un cer-
tain seuil,R étant une variable discr`ete etI une ensembles de variables g´enéralement mixtes discr`etes/continues.
Nous verrons au cours d’apprentissage automatique que les m´ethodes utilis´ees par les banquiers se fondent es-
sentiellement sur une approximation deP (R = V jI) obtenue `a partir de bases de donn´ees des clients ant´erieurs
de la banque et grˆace aux m´ethodes d’apprentissage.

Notons que nous avons utilis´e la notation expliciteR = V ou R = F pour bien mettre en ´evidence le
conditionnement sur des valeurs prises par la v.a. discr`eteR. Selon notre convention, la notationf(IjR) désigne
en effet une fonction `a deux arguments d´efinie par

f(IjR) =

�
f(IjR = V ) siR = V

f(IjR = F ) siR = F
; (B.51)

etf(I;R) est définie par

f(IjR)P (R) (B.52)

oùR peut désigner soit la valeurV soit la valeurF .

Cette remarque ´etant faite, illustrons ces id´ees graphiquement pour un cas simple o`u I se réduit à une seule
variable num´erique (disons un chiffre magique obtenu en combinant les diff´erentes informations selon une for-
mule pré-établie) et faisons l’hypoth`ese que cette variable est continue. La figureB.5 représente graphiquement
la situation, en terme des densit´es de probabilit´ef(I); f(IjR = V ); f(IjR = F ) et la probabilité conditionnelle
P (R = V jI).

Notons qu’à la figureB.5 les distributions conditionnellesf(IjR = V ) et f(IjR = F ) sont gaussiennes, de
moyennes et de variances diff´erentes. On suppose donc que les bons et les mauvais clients pr´esentent des valeurs
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Figure B.5. Illustration des densit�es conditionnelles

assez différentes de notre variable “magique”. On suppose ´egalement qu’a priori dans la population qui s’adresse
aux banques pour obtenir des cr´edit on a la mˆeme proportion de bons et de mauvais clients, ce qui se traduit par
l’ égalité des probabilit´es a prioriP (R = V ) etP (R = F ). On a,

f(I) = f(IjR = V )P (R = V ) + f(IjR = F )P (R = F ); (B.53)

et la probabilité a posterioriP (R = V jI) représentée sur la partie inf´erieure de la figureB.5 est obtenue par la
formule de Bayes

P (R = V jI) = f(IjR = V )P (R = V )

f(I) ; (B.54)

et voit qu’elle vaut 0.5 au point de croisement des trois courbes du haut, c’est-`a-dire au point o`u,

f(I) = f(IjR = V ) = f(IjR = F ); (B.55)

parce que les classes sont a priori ´equiprobables.

Sur la partie inférieure de la figure on a illustr´e la règle de d´ecision du banquier par un seuil suppos´e indépendant
deI (ce qui n’est pas n´ecessairement vrai en pratique comme il ressort des formules g´enérales indiqu´es ci-dessus).
L’ensemble des valeurs deI pour lesquelles le cr´edit est allou´e est l’intervalle indiqu´e sur la figure.

(Suggestion : trouver l’expression géńerale en fonction deP (R = V ), de la relation entref(IjR = V ) et
f(IjR = F ) au point òuP (R = V jI) = seuil.)

B.7.2.2 Cas le plus g�en�eral. Nous reférons le lecteur int´eress´e par les conditions d’existence de mesures
de probabilités conditionnelles vis-`a-vis d’événements de probabilit´e nulle à [ Bil79] et à [ Sap90] pour une
discussion des implications en terme de conditionnement vis-`a-vis de v.a. quelconques.

On peut résumer la situation de la mani`ere suivante : siY est une variable al´eatoire réelle, et siX est une
variable aléatoire soit discr`ete, soità valeurs dansRp , alors il est permis de conditionner
 et doncY par rapport
àX localement. De plus, siEfYg existe alors il existe une v.a. al´eatoire “esp´erance conditionnelle” qui satisfait
au théorème de l’esp´erance totale. Enfin, siV fYg existe aussi alors cette v.a. satisfait aussi au th´eorème de la
variance totale.

Enfin, les formules de conditionnement des densit´es s’obtiennent par analogie au cas discret.

En particulier on a

g(yjx) = h(x; y)

f(x)
(B.56)
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EfYjxg =
Z

yg(yjx)dy (B.57)

et la formule de Bayes

g(yjx) = f(xjy)g(y)
f(x)

: (B.58)

B.8 LOIS DE PROBABILITE D'USAGE COURANT

A toutes fins utiles, nous rapelons ici quelques lois de probabilit´es usuellement rencontr´ees et nous ´enonçons,
sans les d´emontrer, leurs propri´etés principales.

B.8.1 Lois discr�etes

B.8.1.1 Uniforme. Elle est définie surf1; 2; : : : ; ng et associe une probabilit´e de 1
n

à chacune de cesn
valeurs possibles.

On aEfXg = n+1
2 etV fXg = n2�1

12 .

B.8.1.2 Bernouilli. C’est une loi d’une v.a.X ne pouvant prendre que deux valeurs possibles 1 ou 0, avec
les probabilitésp et1� p. En d’autres termes,X est la fonction indicatrice d’un ´evénementA de probabilitép.

On aEfXg = p etV fXg = p(1� p).

B.8.1.3 Binomiale. Supposons qu’on r´epèten expériences de Bernouilli, et qu’on compte le nombre de fois
surn que l’événementA est réalisé. Désignons parX la variable aléatoire qui d´esigne le compte.X est la somme
den v.a. indépendantes et identiquement distribu´ees (i.i.d.)

X =

nX
i=1

Xi:

La loi de cette v.a. est par d´efinition la loi binomialeB(n; p). Les valeurs possibles deX sontf0; 1; : : : ; ng
On aEfXg = np, etV fXg = np(1� p). D’autre part, on a

P (X = k) = Ck
np

k(1� p)(n�k):

On a la propriété importante (et ´evidente) suivante : soientX � B(n1; p) etY � B(n2; p), alors

Z = X + Y � B(n1 + n2; p):

La loi binomiale permet la mod´elisation des tirages sans remise.

B.8.1.4 Poisson. La loi de PoissonP(�) et la loi d’une v.a. enti`ere positive ou nulle qui satisfait `a

P (X = x) = exp(��)�
x

x!
:

On aEfXg = �, etV fXg = �. On montre que siXn � B(n; p) est une suite de v.a. binomiales telle que

lim
n!1

np = �;

alorsXn converge en loi (voir ci-dessous) versP(�).

B.8.2 Lois continues

B.8.2.1 Uniforme. La loi uniforme sur[0; a], notéeU[0;a] est définie par la densit´e uniformeu[0;a](x) =
1
a

sur[0; a], et 0 ailleurs.

On aEfXg = a
2
, etV fXg = a2

12
.

La somme de deux v.a. uniformes identiques et ind´ependantes est une loi triangulaire sur[0; 2a].
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B.8.2.2 Exponentielle. La densité de la loi exponentielle de param`etre� est

f(x) = � exp(��x)

si x > 0, 0 ailleurs.

On aEfXg = 1
�

, etV fXg = 1
�2

.

B.8.2.3 Gaussienne (ou normale). X suit une loi Gaussienne de moyenne� et de variance�2, notée
G(�; �2) ouN (�; �2), si sa densit´e est

f(x) =
1

�
p
2�

exp

 
�1

2

�
x� �

�

�2
!
:

On aEfXg = �, etV fXg = �2. Si� = 0 on dit que la loi est centr´ee. Si� = 1 on dit qu’elle est r´eduite.

Additivit�e. Si X � N (�1; �
2
1) etY � N (�2; �

2
2) sont deux variables al´eatoiresindépendantes, alors leur

somme suit encore une loi normale et on a

Z = X + Y � N (�1 + �2; �
2
1 + �22):

La loi Gaussienne joue un rˆole très important, notamment `a cause du th´eorème central-limite qui permet
d’affirmer que la loi est d’application dans de nombreuses situations pratiques. Nous allons en voir la g´enéralisation
aux vecteurs al´eatoires de dimensionp.

B.9 VECTEURS ALEATOIRES

Nous nous int´eressons ici aux v.a. `a valeurs dans l’espace euclidienRp . Nous rappelons d’abord quelques
notations et propri´etés générales de telles variables al´eatoires, puis nous nous focaliserons sur les lois Gaussiennes
multi-dimensionnelles.

Ci-dessous nous indiquerons en gras les vecteurs (colonnes) et matrices. Etant donn´e un vecteur ou une matrice
V nous noterons parV T le vecteur ou la matrice transpos´ee. Etant donn´e une matriceM nous noterons parjM j
son déterminant.

B.9.1 G�en�eralit�es sur les v.a. vectorielles

Une v.a. vectorielle ou vecteur (colonne) al´eatoireX est une application mesurable de(
; E ; P ) dansRp muni
de son�-algèbre borélien (produit cart´esien dep �-algèbres bor´eliens surR).

La fonction de répartition d’un vecteur al´eatoire est une fonction deRp dansR définie par

F (x1; x2; : : : ; xp)
4
= P (X1 < x1; : : : ;Xp < xp); (B.59)

oùXi désigne lai-ème composante deX .

Si la densité existe, elle est d´efinie par

f(x1; x2; : : : ; xp)
4
=

@pF

@x1 : : : @xp
: (B.60)

On note par� (ou�X , si nécessaire) le vecteur colonne

�
4
= EfXg =

2
64

EfX1g
...

EfXpg

3
75 ; (B.61)

dont les composantes sont les esp´erances math´ematiques desp composantes deX .
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On note par� (ou�X , si nécessaire) la matricep� p de variance-covariance d´efinie par

�
4
= EfXX T g � ��T ; (B.62)

dont l’élémenti; j est

�i;j = cov(Xi;Xj): (B.63)

En particulier, on a�i;i = V fXig. Notons que� est symétrique et semi-d´efinie positive. Elle peut donc ˆetre
diagonalisée au moyen d’une transformation orthogonale. Le r´esultat de cette transformation donne un vecteur
aléatoire dont les composantes sontdécorŕelées, mais pas n´ecessairement ind´ependantes.

Transformations lin�eaires. SoitA une matricer � p etX un v.a. deRp . AlorsY = AX est un vecteur
aléatoire deRr .

On a�Y = A�X et�Y = A�XA
T .

Th�eor�eme de Cramer-Wold. On montre que la loi deX est entièrement d´eterminée par celles de toutes
les combinaisons lin´eaires de ses composantesaTX , 8a 2 Rp .

B.9.2 Vecteurs al�eatoires Gaussiens

D�e�nition. X est (par d´efinition) un vecteur al´eatoire Gaussien `ap dimensions (on noteX � Np(�;�), où
� est la matrice de variance-covariance deX , et� sa moyenne), si toute combinaison lin´eaire de ses composantes
aTX , 8a 2 Rp , suit une loi de Gauss `a une dimension.

La propriété d’être Gaussien est donc invariante vis-`a-vis de toute transformation lin´eaire (rotation, dilatation,
translation,: : : ) de l’espaceRp . Cette propri´eté implique en particulier que toutes les composantes suivent des
lois Gaussiennes (mais la r´eciproque est fausse).

Propri�et�es fondamentales. On a les propri´etés fondamentales suivantes :

En général, siA est une matricer � p etX � Np(�;�) un v.a. Gaussien deRp , alorsY = AX est un v.a.
Gaussien deRr , et on aY � N (A�;A�AT ).
(Suggestion : montrer queY est bien un v.a. Gaussien, en prouvant que toutes ses projections sont de v.a.
réelles Gaussiennes.)

Donc, siY = aTX alorsEfYg = aT�, etV fYg = aT�a, doncY � Nr(a
T�;aT�a).

On déduit de la propri´eté précédente que les distributions marginales (des composantes deX ) sont les suiv-
antes :Xi � N (�i;�ii) conformémentà l’intuition.
(Suggestion : appliquer la propriét́e pŕećedente au vecteura de composantesaj = �i;j .)

Les composantes deX sont mutuellement ind´ependantes si, et seulement si,� est une matrice diagonale,
c’est-à-dire si les composantes sont d´ecorrélées deux `a deux.
(Suggestion : montrer que la condition est suffisante)

Lorsque� est régulière, et seulement dans ce cas, la densit´e existe et vaut

f(X) =
1

(2�)p=2
p
j�jexp

�
1

2
(X � �)T��1(X � �)

�
: (B.64)

Distributions conditionnelles. Si on partitionneX en deux sous-vecteursX 1 etX 2 à k et p � k com-
posantes, respectivement de moyennes�1 et�2 :

X =

�
X 1

X 2

�
; (B.65)
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la moyenne se partitionne selon

� =

�
�1

�2

�
; (B.66)

et la matrice de variance-covariance se partitionne

� =

�
�1;1 �1;2

�2;1 �2;2

�
(B.67)

La loi conditionnelle deX 1 lorsqueX 2 est connu est alors une Gaussienne `ak dimensions

d’espérance

EfX 1jX 2g = �1 +�1;2�
�1
2;2(X 2 � �2): (B.68)

de matrice de variance-covariance

�1;1j2 = �1;1 ��1;2�
�1
2;2�2;1: (B.69)

On constate donc que la matrice de variance-covariance ne d´epend pas de la valeur deX 2.

Cas particulier : p = 2. Dans le cas particulier o`u p = 2 on a

� =

�
�21 ��1�2

��1�2 �22

�
; (B.70)

où

�
4
=

covfX1;X2g
�1�2

est le coefficient de corr´elation linéaire.

La distribution conditionnelle deX1 étant donn´eX2 est alors

f(X1jX2) � N (�1 + ��1
X2 � �2

�2
; �1
p
1� �2): (B.71)

La densité n’exsiste que sij�j < 1 dans ce cas particulier.

Remarques et interpr�etations. On voit que la distribution Gaussienne est fortement li´eeà la notion de
linéarité. Une distribution Gaussienne est en effet une distribution qui garde sa structure Gaussienne lorsqu’on
effectue des transformations lin´eaires. D’autre part, pour des variables conjointement Gaussiennes, l’esp´erance
conditionnelle est une fonction lin´eaire, et la matrice de variance-covariance conditionnelle est ind´ependante de
la valeur de la variable qui conditionne. Enfin, il est possible de diagonaliser la matrice de variance-covariance au
moyen d’une transformation lin´eaire (orthogonale). Une fois diagonalis´ee, les composantes sont ind´ependantes,
ce qui veut dire que dans le cas de distributions Gaussiennes la notion de d´ependance probabiliste et celle de
dépendance lin´eaire co¨ıncident essentiellement.

Enfin, on voit que pour un couple de v.a. conjointement Gaussiennes, le coefficient de corr´elation linéaire�
mesure la d´ependance entre celles-ci. Il est nul si, et seulement si, les v.a. sont statistiquement ind´ependantes; il
vaut 1 si, et seulement si, l’une des variables est une fonction lin´eaire de l’autre. Enfin, il prend une valeur non
triviale si, et seulement si, les deux variables peuvent s’exprimer sous la forme de deux combinaisons lin´eaires
lin éairement indépendantesde deux v.a. gaussiennes ind´ependantes.

Nous verrons dans l’annexe sur les statistiques que les distributions Gaussiennes jouent un rˆole très important
en estimation statistique, notamment `a cause des fortes propri´etés math´ematiques qui les caract´erisent. Pour ter-
miner, signalons que le th´eorème central-limite formul´e ci-dessous s’applique ´egalement au cas des v.a. Gaussi-
ennes deRp .
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B.10 SUITES DE V.A. ET NOTIONS DE CONVERGENCE

Il existe différentes fac¸ons de d´efinir la notion de convergence de suites de v.a.. Nous les rappelons bri`evement
ci-dessous en indiquant les relations qui existent entre ces notions, s’il y a lieu.

B.10.1 Convergence en probabilit�e

Notation:
P�!

La suite(Xn) de v.a. réelles converge en probabilit´e vers la constantea; si 8� et� (arbitrairement petits),9n0
tel quen > n0 entraˆıne

P (jXn � aj > �) < �: (B.72)

On note alors(Xn) P�! a.

On définit la convergence en probabilit´e d’une suite de v.a.(Xn) vers une v.a.X comme la convergence vers
0 de la suite(Xn �X ).

B.10.2 Convergence presque sûre ou convergence forte

Notation:
p:s:�!

La suite(Xn) de v.a. réelles converge presque sˆurement versX ) si :

P (f!j lim
n!1

Xn(!) 6= X (!)g) = 0: (B.73)

On note alors(Xn) p:s:�! X .

La convergence presque sˆure implique la convergence en probabilit´e, c’est pourquoi on l’appelle aussi conver-
gence forte.

B.10.3 Convergence en moyenne d'ordre p

SiEf(Xn �X )pg existe8n, alors on a

(Xn)! X en moyenne d’ordrep siEf(Xn �X )pg ! 0.

Le cas pratique usuel est la moyenne quadratique (p = 2).

La convergence en moyenne d’ordrep implique la convergence en probabilit´e.

B.10.4 Convergence en en loi

Notation:
L�!

La suite(Xn) de v.a. réelles converge en loi versX de fonction de r´epartitionF (�) si en tout point de continuit´e
x deF (�), la suite(Fn(x)) converge ponctuellement versF (x). On note

(Xn) L�! X : (B.74)

Il s’agit de la convergence la plus faible. En particulier, la convergence en probabilit´e implique la convergence
en loi. Cette derni`ere est tr`es utilisée en pratique car elle permet d’approximer la fonction de r´epartition de(Xn)
par celle deX , et réciproquement.

On montre que siF (�) est continue alors la convergence est uniforme (plus que ponctuelle). De plus, si les
Fn(�) admettent des densit´es alors la convergence en loi implique la convergence ponctuelle des densit´es.

B.11 THEOREMES DE CONVERGENCE
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B.11.1 Moivre-Laplace

Ce théorème utile en statistiques, permet d’approximer une loi binomiale par une loi Gaussienne. Il dit que, si
(Xn) forme une suite de v.a. binomialesB(n; p), alors

Xn � npp
np(1� p)

L�! N (0; 1): (B.75)

B.11.2 Th�eor�eme central-limite

Ce théorèmeétablit la convergence en loi vers la loi normale d’une somme de v.a. i.i.d. sous des hypoth`eses tr`es
peu contraignantes. Il dit que, si(Xn) forme une suite de v.a. i.i.d. de moyenne� et d’écart-type� (ces deux
moments sont donc suppos´es exister), alors�Pn

i=1 Xi � n�

�
p
n

�
L�! N (0; 1): (B.76)

On retrouve comme cas particulier le th´eorème de Moivre-Laplace, en prenant des variables de Bernouilli.

Contre-exemple : loi de Cauchy.

B.11.3 Lois des grands nombres

B.11.3.1 Loi faible des grands nombres. SoientXi;8i = 1; : : : n indépendantes d’esp´erance�i finies et
de variances�i finies, alors

Si 1
n

Pn
i=1 �i ! � et 1

n2

Pn
i=1 �

2
i ! 0, alorsX 4

= 1
n

Pn
i=1 Xi est telle que

X P�! �: (B.77)

Cas particulier : les v.a.Xi sont i.i.d.�, �. On a alors1
n

Pn
i=1 �i = � et 1

n2

Pn
i=1 �

2
i = �2

n
.

B.11.3.2 Loi forte des grands nombres. Si Si 1
n

Pn
i=1 �i ! � et

Pn
i=1

�2
i

i2
! a, alorsX 4

= 1
n

Pn
i=1 Xi

est telle que

X p:s:�! �: (B.78)

Cas particulier : les v.a.Xi sont i.i.d. �, �. On a alors1
n

Pn
i=1 �i = � et

Pn
i=1

�i
2

i2
= �2

Pn
i=1

1
i2

, qui
converge.

Notes

1. Le terme consacr´e est en r´ealité “�-algèbre de Boole” ou “tribu”. Le terme “alg`ebre” est normalement r´eservé au cas o`u la troisième
propriété est relax´eeà l’union finie. Cependant, dans la suite nous utiliserons la plupart du temps simplement le terme “alg`ebre”étant entendu
que dans le cas infini il faut comprendre�-algèbre.

2. Dorénavant nous utiliserons la notationA1; A2; : : : pour désigner une suite d´enombrable (´eventuellement finie) d’ensembles.

3. La notationAi # A désigne une suite d’ensembles, telle queAi+1 � Ai et
T
i
Ai = A.

4. C’est-à-dire le�-algèbre de tous les ensembles qui peuvent s’exprimer sous la forme d’une union ou d’une intersection finie ou
dénombrable de semi-intervalles. On appelle cet alg`ebre la tribu Borelienne.

5. Cependant, dans le cours de th´eorie de l’information on montrera qu’en moyenne l’incertitude concernant une exp´erience al´eatoire
diminue, lorsqu’on utilise de l’information compl´ementaire.

6. En toute g´enéralité, on peut montrer que toute fonction de r´epartition peut se d´ecomposer en une somme de trois termes (F (x) =

Fc(x) + Fd(x) + Fs(x)) tels queFc soit absolument continue (continue et d´erivable),Fd est discrète, etFs (composante singuli`ere) est
continue mais ne poss`ede pas de d´erivée. Nous supposons queFs = 0.





C RAPPELS DE STATISTIQUE

“No amount of experiments can ever prove me right; a single
experiment may at any time prove me wrong.”
- Albert Einstein

C.1 INTRODUCTION

La statistique comporte deux volets principaux compl´ementaires.

Le premier volet est appel´e statistique exploratoire ou descriptive et a pour but de synth´etiser, résumer, struc-
turer l’information contenue dans des bases de donn´ees, dans le but de permettre `a un expert humain de l’analyser.
Elle utilise pour cela des repr´esentations des donn´ees sous diverses formes num´eriques et graphiques adapt´ees
aux facultés d’analyse humaines et aux types d’informations qu’on cherche `a présenter. On utilise aussi le terme
plus neutre d’analyse de donn´ees. L’outil informatique joue ´evidemment un rˆole prépondérant en analyse de
données, et il existe `a l’heure actuelle un nombre croissant de logiciels interactifs qui permettent de synth´etiser et
de visualiser l’information contenue dans des bases de donn´ees de grande taille.

Le deuxième volet est la statistique inf´erentielle, qui vise `a inférer à partir des ´echantillons observ´es des
caractéristiques relatives `a une population. La statistique inf´erentielle fait partie d’un domaine plus g´enéral,
appelé apprentissage automatique et faisant appel `a l’inf érence inductive. L’inf´erence inductive consiste en effet `a
formuler (ouà rejeter) des hypoth`eses g´enéralesà partir d’observations particuli`eres. A l’intérieur de ce domaine,
les méthodes d’inférence statistique se caract´erisent essentiellement par le fait qu’elles formulent des hypoth`eses
de nature probabiliste. Une fois formul´ees, ces hypoth`eses permettent ensuite de faire des pr´edictions quant au
comportement de futures observations. Le calcul des probabilit´es joueévidemment un rˆole privilégié dans ce
contexte.

Il faut noter que les activit´es d’analyse de donn´ees et d’inférence inductive constituent un pan important des
méthodes utilis´ees dans la plupart (sinon toutes) les disciplines scientifiques. Par ailleurs, dans la vie de tous les
jours leur utilisation (informelle) nous permet d’apprendre `a partir de nos exp´eriences. Mais, comme le souligne
la citation d’Albert Einstein en tˆete de chapitre, dans le domaine du raisonnement inductif on ne peut tirer des con-
clusions définitives, car on n’est jamais `a l’abri de nouvelles observations qui viennent contredire ce qui paraissait
presque certain au vu des observations ant´erieures. C’est la raison pour laquelle le calcul des probabilit´es joue
un rôle aussi fondamental dans ce domaine, car il fournit un mod`ele mathématique non seulement pour d´ecrire
les phénomènes physiques, mais aussi (et sans doute de mani`ere plus fondamentale) pour quantifier le degr´e de
confiance que nous pouvons avoir en une telle description.

La démarche habituelle, lorsqu’on est en pr´esence d’une base de donn´ees, consiste d’abord `a utiliser des
méthodes d’analyse de donn´ees de fac¸onà se familiariser avec ces donn´ees et `a formuler des hypoth`eses g´enérales
(indépendance, lin´earité, normalité : : : ). Ensuite, on utilise des m´ethodes inf´erentielles afin de construire des
modèles plus pr´ecis et de quantifier la confiance qu’on peut avoir dans ces mod`eles.

C.1
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Dans cet appendice nous ne parlerons pas des m´ethodes d’analyse de donn´ees (les m´ethodes ´elémentaires ont
été vues au cours de statistique, et d’autres seront vues au cours d’apprentissage inductif appliqu´e). Nous nous
contenterons de rappeler un certain nombre de concepts et de r´esultats importants en statistique inf´erentielle, en
nous limitant pour l’essentiel aux probl`emes unidimensionnels.

C.2 NOTION D'ECHANTILLON STATISTIQUE

On dispose d’une suite a priori ordonn´eex1; x2; : : : ; xn d’observations d’une certaine grandeur physique. Les
xi peuvent repr´esenter des donn´ees simples (par exemple, les tailles d’individus successifs rencontr´es par une
personne particuli`ere) ou complexes par exemple les messages ´electroniques successifs rec¸us par une certaine
personne. Nous utiliserons g´enéralement le terme “observation” pour faire r´eférence `a l’un desxi et le terme
“ échantillon” pour faire r´eférence `a l’ensemble d’observationsx1; x2; : : : ; xn.

La notion d’échantillonstatistiqueapparaˆıt lorsqu’on formule une ou plusieurs hypoth`eses de nature prob-
abiliste sur le m´ecanisme qui produit les ´echantillons. Par exemple, une bonne partie (mais certainement pas
toutes) des m´ethodes d’inférence statistique font l’hypoth`ese d’observations “ind´ependantes et identiquement
distribuées” (i.i.d.).

Il est important de remarquer `a ce stade que l’hypoth`ese faite par l’analyste peut ne pas coller avec la r´ealité.
Par exemple, si les observations sont effectu´ees sur un syst`eme dont les caract´eristiques ´evoluent au cours du
temps ou qui pr´esente une certaine m´emoire, l’hypothèse “i.i.d” ne sera pas valable.

Par ailleurs, dans de tr`es nombreux cas, les ´echantillons sont s´electionnés d’une mani`ere ou d’une autre
par l’expérimentateur, ce qui peut introduire ´egalement des biais involontaires. Dans d’autres cas (par exem-
ple dans les sondages) on introduit volontairement un biais lors de l’´echantillonnage dans le but de maximiser
l’information utile dans l’echantillon.

Nous reviendrons sur ces aspects ult´erieurement. Pour le moment nous supposerons que nous avons effective-
mentà faireà deséchantillons i.i.d. Notons qu’on peut voir, du point de vue probabiliste, un tel ´echantillon de
deux façons :

les x1; x2; : : : ; xn corespondent `a n réalisations d’une variable al´eatoireX (!) : xi = X (!i), avec! �
(
; E ; P (�)).
(x1; x2; : : : ; xn) = Xn(!n) correspond `a une unique r´ealisation d’une variable vectorielle d´efinie sur l’espace
produit!n � (
n; En; Pn(�)).

C.3 THEORIE DE L'ECHANTILLONNAGE

La théorie de l’échantillonnage ´etudie les propri´etés dun-tuple (x1; x2; : : : ; xn) et principalement des car-
actéristiques le r´esumant, `a partir de la distribution suppos´ee connue de la variableX . On appelle de fac¸on
génériquestatistiquetoute grandeur qui peut s’´ecrire comme une fonction (au sens tout `a fait général du terme)

f(x1; x2; : : : ; xn): (C.1)

Comme nous pouvons voir notre ´echantillon comme une r´ealisation d’une v.a. vectorielle sur l’espace produit, il
s’en suit qu’une statistique d´efinit une variable al´eatoire. Notons qu’une statistique peut ˆetreà valeurs discr`etes,
réelles (le cas le plus fr´equent), vectorielles ou mˆeme fonctionnelles. Par exemple, en apprentissage automatique
on déduit d’unéchantillon des fonctions entr´ee/sortie (p.ex. des r`egles de d´ecision); ces fonctions sont donc des
fonctions aléatoires, ce qui veut dire qu’elles d´efinissent en r´ealité une famille de variables al´eatoires indic´ee
par les variables d’entr´ee. D’ailleurs, le premier exemple de statistique que nous allons discuter ci-dessous est
également une fonction al´eatoire.

Notons qu’un certain nombre de r´esultats en statistique sont de nature asymptotique, ce qui veut dire qu’ils
sont valables lorsquen! +1.

C.3.1 Fonction de r�epartition empirique d'un �echantillon

Nous supposons quexi 2 R. Soit alors un ´echantillonx1; : : : ; xn i.i.d. et désignons par

F �x1;::: ;xn(x) (C.2)
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x1 x2

11

x5 x12x1x6x5x4x3 : : : : : :

Figure C.1. Fonctions de r�epartition empiriques

la proportion desn valeurs dexi inférieures `a x. Il est clair que quel que soit l’´echantillon cette fonction est
croissante, et que

lim
x!�1

F �x1;::: ;xn(x) = 0 et lim
x!+1

F �x1;::: ;xn(x) = 1: (C.3)

On voit également que la fonction est constante par morceaux et pr´esente des discontinuit´es (sauts d’amplitude
1
n

) aux pointsx = xi qui correspondent aux observations.

La figureC.1 résume graphiquement deux exemples de fonctionsF �(x) obtenus pour diff´erentséchantillons
d’une même variable al´eatoire dont la fonction de r´epartitionF (x) estégalement illustr´ee (en traits interrompus).
Ici nous avons suppos´e que les ´echantillons ont ´eté numérotés par ordre croissant de leurs valeurs.

Si lesxi sont numérotés par ordre croissant de leurs valeurs on a

F �x1;::: ;xn(x) = 0 si x < x1;

F �x1;::: ;xn(x) =
i�1
n

si xi�1 � x < xi;

F �x1;::: ;xn(x) = 1 si x � xn:

(C.4)

On voit queF �x1;::: ;xn(x) prend l’allure d’une fonction de r´epartition d’une variable discr`ete. Nous allons voir
que lorsque la taille de l’´echantillon tend vers l’infini, cette fonction converge vers la fonction de r´epartitionF (x)
de la variable al´eatoireX , et que la fac¸on dont cette convergence se manifeste est ind´ependante de la forme de
F (x). La valeurF �x1;::: ;xn(x), pourn donné et8x 2 R constitue une variable al´eatoire réelle comprise dans
l’intervalle [0; 1]; nous la noteronsF �n(x).

On a alors les trois th´eorèmes suivants :

Th�eor�eme 1.

Pour tout x et pourn!1, on aF �n(x)
p:s:! F (x).

Th�eor�eme 2 (Glivenko-Cantelli).

La convergence deF �n(�) versF (�) est presque ŝurement uniforme, c’est-à-dire que :

Dn = sup
x2R

jF �n(x) � F (x)j p:s:! 0:

La grandeurDn est aussi appel´ee distance de Kolmogorov-Smirnov entre la fonction de r´epartition empirique
F �n(x) et la fonction de r´epartitionF (x).

Th�eor�eme 3 (Kolmogorov).

Pour toutn, la distribution de la variableDn est ind́ependante de l’allure de la fonctionF (x) qui caract́erise
la v.a. étudíee.

Asymptotiquement (n > 35), elle ob́eit à l’ équation suivante,8y > 0 :

lim
n!+1

P (
p
nDn < y) = K(y) =

k=+1X
k=�1

(�1)ke�2k2y2 :

Ce dernier th´eorème permet de formuler de nombreux tests d’hypoth`ese en statistique inf´erentielle. Les quan-
tiles deDn correspondant `a différentes valeurs den sont tabulées dans la plupart des recueils de statistique et
tables num´eriques.
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Ces trois th´eorèmes constituent sans doute le r´esultat le plus fondamental en statistique, puisqu’il est `a la base
de la justification de l’usage des ´echantillons.

Notons que ces r´esultats se g´enéralisent de diverses mani`eres, en particulier on montre que si on dispose
de deuxéchantillonsx1; : : : ; xn et x01; : : : ; x

0
n0 issus d’une mˆeme population (mˆemeF (x)) alors la distance

de Kolmogorov-Smirnov entre les deux fonctions de r´epartition empiriquesF �n(x) etF �n0(x) a une distribution
indépendante de la forme deF (x). Ce résultat permet en particulier de formuler un test d’hypoth`ese “non-
paramétrique” pour comparer deux ´echantillons.

C.3.2 Distributions d'�echantillonnage de certains moments

Les notions d’estimateurs, de biais et de variance sont d´efinies de mani`ere plus pr´eciseà la section suivante.

Nous décrivons ci-dessous les propri´etésélémentaires des statistiques les plus utilis´ees, et en anticipant sur la
section suivante nous indiquons les qualit´es des estimateurs qu’on peut en d´eduire.

C.3.2.1 Moyenne d'�echantillon.

Nous rappelons que la statistiqueX est la moyenne d’´echantillon définie par

X =
1

n

nX
i=1

Xi: (C.5)

On a

EfXg = EfXg; (C.6)

et

V fXg = 1

n
V fXg: (C.7)

pour autant queV fXg existe.

Lorsquen ! 1, V fXg ! 0. Il s’ensuit queEfXg converge en moyenne quadratique versEfXg. Les lois

des grands nombres permettent d’affirmer que pour autant queV fXg est finie,EfXg P! EfXg etEfXg p:s:!
EfXg.

Le théorème central limite nous dit que sous les mˆemes conditionsEfXg converge en loi vers une loi Gaussi-
enne, ind´ependamment de la forme deF (x). Cependant, nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que la
forme deF (x) influence (notablement) la vitesse `a laquelle cette convergence en loi est assur´ee.

En particulier, nous savons d´ejà que siX � N (�; �2) alorsX qui est combinaison lin´eaire de variables
Gaussiennes ind´ependantes est distribu´ee de fac¸on Gaussienne,8n fini.

C.3.2.2 Probabilit�e d'un �ev�enement.

Soit une variable al´eatoire discr`eteX prenant la valeur1 avec une certaine probabilit´ep et la valeur0 avec la
probabilitéq = 1� p. On dit qu’une telle variable est une variable indicatrice d’un ´evénement. En effet, on peut
toujours définir l’ensembleA � 
 défini par

A = f! 2 
jX(!) = 1g: (C.8)

Cet ensemble doit faire partie deE , car sinon la fonctionX(�) ne définirait pas une variable al´eatoire (elle ne serait
pas mesurable). Nous utiliserons fr´equemment de telles variables indicatrices, et nous utiliserons la notation

X(�) = 1A(�): (C.9)

Notons queEf1Ag = P (A) et V f1Ag = P (A)(1 � P (A)). Par cons´equent, la moyenne d’´echantillon de1A
fournit une estim´ee deP (A), et asymptotiquement cette estim´ee sera distribu´ee en loi Gaussienne de variance
1
n
P (A)(1� P (A)). Pourn fini, la loi est une loi BinomialeB(n; P (A)).
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C.3.2.3 Variance empirique.

La variance empirique, d´esignée parS2 (nous utiliserons ´egalement la notation̂�2) est la grandeur suivante

S2 4
=

1

n

nX
i=1

(Xi �X )2: (C.10)

Il est important de remarquer que dans cette formuleX est la moyenne d’´echantillon et non la valeur deEfXg.
On montre que

EfS2g = n� 1

n
V fXg; (C.11)

ce qui veut dire que la variance empirique sous-estime la variance d’autant plus que l’´echantillon est petit. Elle
est donc biais´ee.

On montre queS2 etX sont asymptotiquement non corr´elées quelle que soit la fonction de r´epartitionF (x).
De plus, si la loi est sym´etrique (i.e.F (x+�) = 1�F (x��) où� = EfXg), alorsS2 etX sont non corr´elées
pour des tailles finies de l’´echantillon. SiX est Gaussienne, alors

nS2

V fXg

suit une loi en�2n�1. De plus, comme cette distribution est sym´etrique,S2 etX sont non corr´elés, et on montre
qu’elles sont ´egalement ind´ependantes. Sous ces conditions, toute l’information contenue dans l’´echantillon
relativeàF (x) est fournie par ces deux statistiques.

On montre que la statistique suivante (obtenue en remplac¸ant dans (C.10) X parEfXg)

S 02 4
=

1

n

nX
i=1

(Xi �EfXg)2: (C.12)

est un estimateur non-biais´e deV fXg :

EfS 02g = V fXg: (C.13)

Cet estimateur n’est cependant utilisable que si on dispose d’une connaissance a priori deEfXg.
Evidemment l’estimateur

S2
n�1

4
=

n

n� 1
S2; (C.14)

est non-biais´e. Cependant, sa variance est plus ´elevée que celle deEfS2g.

C.3.2.4 Vecteur al�eatoire Gaussien.

Soitx1; : : : ;xn un échantillon d’un vecteur al´eatoireX � Np(�;�). Notreéchantillon peut donc ˆetre vu
comme un tableau den lignes etp colonnes.

On désigne parX la moyenne (vecteur) de l’´echantillon définie par

X
4
=

1

n

nX
i=1

X i; (C.15)

et parV la matrice d’ordrep de variance de l’´echantillon définie par

V
4
=

1

n

nX
i=1

(X i �X )(X i �X )T : (C.16)

On montre, `a partir des propri´etés des lois Gaussiennes (cf. appendice B), queX � Np(�;
1
n
�). La matrice

V suit une loi de Wishart `an� 1 degrés de libert´es (voir [Sap90]).
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Figure C.2. Intervalles de con�ance

C.4 ESTIMATION

L’estimation consiste `a donner des valeurs approch´ees aux param`etres d’une population(�; �; F (x); : : : ). Idéale-
ment, le but est ´evidemment de choisir des estimateurs `a la fois précis et robustes. Malheureusement, ces deux
qualités sont en g´enéral antagonistes.

Dans ce qui suit nous allons d´esigner de fac¸on générique par� le paramètre qui est estim´e. Nous supposerons
que� peut prendre ses valeurs dans un certain ensemble� défini a priori. Cet ensemble peut ˆetre une partie de
R, deRp ou d’un espace de fonctions.

Une partie très importante des statistiques est dedi´ee au d´eveloppement d’estimateurs ayant de bonnes per-
formances dans diverses conditions. Les conditions pour lesquelles un estimateur est d´eveloppé peuvent ˆetre
spécifiées selon diff´erents critères

taille deséchantillons (statistiques asymptotiques vs petits ´echantillons),

caractéristiques des distributionsF (x) (statistiques param´etriques vs non-param´etriques)

robustesse (vis-`a-vis d’écarts aux hypoth`eses)

échantillonnage (ind´ependant, structur´e, corrélé, : : : )

avec connaissances a priori (de certains moments, de la forme deF (x), : : : )

Dans ce qui suit nous allons surtout consid´erer le cas des ´echantillons i.i.d. et d´efinir la notion d’estimateur et
les principales caract´eristiques utilis´ees pour le d´ecrire.

Notons qu’il existe essentiellement trois strat´egies pour estimer une grandeur

Estimation ponctuelle. Dans ce cas on utilise une fonction de l’´echantillon (une statistiqueT ) pour estimer
la valeur du param`etre. Nous venons de donner quelques exemples d’estimateurs ponctuels dans la section
précédente.

L’estimation ponctuelle consiste donc `a choisir une valeur�0 2 � commeétant la valeur la plus plausible du
paramètre.

Estimation par r égion de confiance.L’id ée est de construire un sous-ensemble de valeurs du param`etre� qui
sont compatibles avec la valeur observ´ee de la statistiqueT . Pour une valeur donn´ee de� on peut construire un
intervalle de valeurs pourT de probabilité donnée (1��). On accepte alors une valeur de� comme plausible
si cet intervalle contient la valeur deT déduite de l’échantillon. Enfin, on d´efinit la région de confiance de�
comme l’ensemble des valeurs de� acceptées par cette proc´edure. Cette proc´edure est illustr´eeà la figureC.2.
Pour une valeur donn´ee de�, la borne inférieure (resp. sup´erieure) de l’intervalle de probablit´e 1 � � pour
T est donn´ee par le point de la courbe en traits interrompus inf´erieure (resp. sup´erieure). SiT représente la
valeur deT calculée sur base de l’´echantillon, on voit que l’intervalle de confiance[�inf ; �sup] est obtenue `a
partir des points d’intersection dela droiteT = T et ces deux courbes. Cette approche, illustr´ee ici dans le cas
où � est un param`etre scalaire, peut ´evidemment se g´enéraliser au cas de param`etres vectoriels. On parle alors
de régions de confiance.

L’estimation par région de confiance consiste donc `a choisir un sous-ensemble de valeurs�0 � �.
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Estimation Bayesienne.Dans cette approche on consid`ere que le param`etreà estimer est une variable al´eatoire,
caractérisée par une certaine distribution de probabilit´e a priorip(�). On se sert ensuite de l’´echantillon pour
“conditionner” cette distribution de probabilit´e, ce qui donne par application de la formule de Bayes

p(�jx1; : : : ; xn) = p(�)p(x1; : : : ; xnj�)R
�
p(x1; : : : ; xnj�)p(�)d�

: (C.17)

Lorsque les ´echantillons sont ind´ependants on peut remplacer dans cette formule le termep(x1; : : : ; xnj�) parQn
i=1 p(xij�).

L’estimation Bayesienne consiste donc `a construire une loi de probabilit´e sur l’ensemble�. Il est évident
qu’à partir d’une telle loi on peut extraire une r´egion de confiance (p.ex. telle que

R
�0

p(�jx1; : : : ; xn)d� =

1� �) ou un estimateur ponctuel (p.ex. tel quep(�0jx1; : : : ; xn) soit maximale). Mais ces r´egions ou valeurs
ponctuelles d´ependent du choix dep(�) et sont donc en g´enéral différentes de celles obtenues par les deux
méthode pr´ecédentes.

Nous allons nous limiter ici `a l’estimation ponctuelle, en faisant cependant remarquer que le param`etre� peut
très bien d´esigner un vecteur, voire une fonction d´efinie sur un ensemble quelconque.

Estimation param�etrique. Dans ce qui suit nous allons nous int´eresser `a une famille de probl`emes d’esti-
mation qui se posent comme suit : on dispose d’un ´echantillonx1; : : : ; xn i.i.d. selon une loi discr`ete ou con-
tinueF (X ) qui appartient `a une famille suppos´ee connue de lois indic´ees par un ensemble (fini) de param`etres
�1; �2; : : : ; �M inconnus. Cela veut dire qu’une fois que les valeurs de ces param`etres sont toutes connues (et
seulement dans ce cas) on dispose d’une connaissance compl`ete de la loiF (X ). Lorsque nous en aurons besoin,
nous mettrons en ´evidence ce fait en notant cette loiF(�1;�2;::: ;�M )(X ).

Dans de nombreux cas, on ne souhaite pas d’information concernant certains des param`etres inconnus. On les
désignera par le terme g´enérique de param`etres fantˆomes, et dans ce qui suit nous noterons par� le sous-ensemble
(éventuellement r´eduità un seul ´elément) des param`etres�1; �2; : : : ; �M qu’on souhaite estimer.

C.4.1 Qualit�es des estimateurs ponctuels

Soit� le paramètreà estimer, et soitT un estimateur ponctuel, c’est-`a-dire une fonction desXi de notreéchantillon
dont le domaine de valeurs est compatible avec les valeurs acceptables pour� (par exemple si� est une variance
il faut queT soit au moins positif; si� est la probabilit´e d’unévénement il faut queT 2 [0; 1] : : : ).

Libert�e. Un estimateurT de � est dit libre si la loi de probabilit´e deT est indépendante des valeurs des
paramètres fantˆomes. Un cas particulier trivial d’estimateur libre se pr´esente lorsqu’il n’y a pas de param`etres
fantômes.

Par contre, nous avons vu que la distribution d’´echantillonnage de la moyenne empirique d´epend en g´enéral
de la variance deX . Par cons´equent, si celle-ci est inconnue elle constitue un param`etre fantôme influent, et la
moyenne empirique n’est alors pas un estimateur libre.

Convergence. La première qualité qu’on demande la plupart du temps `a un estimateur est que sin ! 1
alorsT ! �. On dit que l’estimateur est convergent ou “consistent” (anglicisme).

Pour un param`etre quelconque on peut construire un tr`es grand nombre d’estimateurs convergents. Par exem-
ple, les estimateurs d´ecritsà la section pr´ecédente sont tous convergents. La question se pose donc de choisir
parmi tous ces estimateurs ceux qui auront de bonnes performances pour des tailles finies d’un ´echantillon, ce qui
conduità la notion de pr´ecision.

Biais et variance. La figureC.3représente graphiquement la distribution d’´echantillonnage d’un estimateur
T de�, pour deux tailles de l’´echantillon. Pour plus de clart´e, nous notons parTn l’estimateur obtenu `a partir
d’une taille d’échantillonn.

L’erreur d’estimationTn � � (variable aléatoire) se d´ecompose en deux termes ´elémentairesTn � EfTng et
EfTng � �, oùEfTng est l’espérance de l’estimateur.Tn � EfTng représente les fluctuations al´eatoires deTn
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Figure C.3. Biais et variance d'un estimateur

autour de sa moyenne, tandis queEfTng � � est assimilable `a une erreur syst´ematique. Cette quantit´e s’appelle
le biais.

Si on mesure la pr´ecision d’un estimateur par son erreur quadratique moyenne, d´efinie par

Ef(Tn � �)2g (C.18)

alors on peut d´ecomposer celle-ci en un terme relatif `a la variance et un terme relatif au biais. En effet, on a

Ef(Tn � �)2g = Ef[(Tn �EfTng) + (EfTng � �)]2g
= Ef(Tn �EfTng)2g+ 2Ef(Tn �EfTng)(EfTng � �)g

+Ef(EfTng � �)2g
) Ef(Tn � �)2g = V fTng+ [EfTng � �]2: (C.19)

En effet,
2Ef(Tn �EfTng)(EfTng � �)g = 2(EfTng � �)Ef(Tn �EfTng)g = 0

carEf(Tn �EfTngg = 0, et
Ef(EfTng � �)2g = [EfTng � �]2;

puisqueEfTng � � est une constante.2

Cette formule est d’une importance capitale. En effet, elle montre que l’erreur quadratique moyenne d’un
estimateur est compos´ee des deux termes suivants :

Biais. C’est l’erreur quadratique de l’estimateur moyen obtenu de la mani`ere suivante : on pr´elève un premier
échantillon de taillen (x11; : : : ; x

1
n) et on calculeT 1

n = T (x11; : : : ; x
1
n), on répète cette proc´edure un nombre

infini de fois et on calcule la moyenneTn des valeursT i
n obtenues (la loi des grands nombres assure que cette

moyenne converge versEfTng). Le résultat de cette proc´edure donne ce que nous appelerons dans la suite
l’estimateur moyen pour un ´echantillon de taillen. L’erreur quadratique de cet estimateur moyen est le biais
au carré.

Variance. C’est l’écart quadratique moyen des mod`eles construits ci-dessus par rapport `a l’estimateur moyen.

Nous verrons ci-dessous, lorsque nous parlerons de la r´egression lin´eaire (et de mani`ere plus approfondie au
cours d’apprentissage automatique), que dans les probl`emes d’estimation fonctionnelle (� est alors une fonction
�(�) d’un certain nombre de variables), ces deux grandeurs varient g´enéralement de fac¸on antagoniste, la variance
augmentant lorsque le biais diminue et r´eciproquement. Dans de telles situations on est amen´e à un compromis
entre biais et variance.

Discussion.

Lorsque la vraie valeur de� est inconnue, ni le biais, ni la variance, ni mˆeme l’erreur quadratique moyenne
d’estimation que nous avons d´efinie plus haut, ne sont directement accessibles `a l’expérimentateur, `a moins de
disposer de tailles d’´echantillons ´enormes, ou d’utiliser des techniques de r´e-échantillonnage que nous discuterons
brièvement `a la fin de ce chapitre.

Dans le cas fr´equent en pratique o`u on estime l’esp´erance math´ematique d’une variable al´eatoire (probl`eme
de régression) `a partir d’unéchantillonx1; : : : ; xn de cette v.a., on utilise pour cette raison souvent une autre
mesure, accessible `a l’expérimentateur, appel´ee erreur quadratique empirique moyenne (MSE) et d´efinie de la
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manière suivante :

MSE
4
=

1

n

nX
i=1

jxi � Tn(x1; : : : ; xn)j2: (C.20)

Nous savons que la valeurT = EfXg minimise l’espérance math´ematique de cette grandeur (cf appendice B).
C’est pourquoi, certaines m´ethodes d’estimation consistent `a choisir dans un ensemble de valeurs candidates la
valeur deTn qui minimise l’erreur quadratique d´efinie par (C.20), pourapprendrela valeur de deTn; l’ échantillon
x1; : : : ; xn porte alors le nom d’´echantillon d’apprentissage.

Désignons parTMSE l’estimée ainsi obtenue. Comme dans la formule (C.20) leséchantillonsxi et l’estimateur
TMSE
n (x1; : : : ; xn) ne sont pas ind´ependants, il n’est pas possible en g´enéral de déduire l’espérance math´ematique

de MSE, et encore moins sa distribution de probabilit´e.

Par contre, si on dispose d’un ´echantillon de test ind´ependant de taillem, x01; : : : ; x
0
m, on peut calculer la

grandeur suivante

MSE(TS)
4
=

1

m

mX
i=1

jx0i � TMSE
n (x1; : : : ; xn)j2: (C.21)

A la limite, lorsquem!1 cette grandeur tend vers

EX f(X � TMSE
n (x1; : : : ; xn))

2g (C.22)

où l’espérance math´ematique est prise par rapport aux ´echantillons de test. Cette grandeur donnera une ´evaluation
non pas de l’estimateur en g´enéral, mais bien de la valeur estim´eeà partir de l’échantillonx1; : : : ; xn. Si nous
prenons l’esp´erance math´ematique de cette grandeur par rapport `a la distribution des ´echantillons d’apprentissage
nous aurons

Ef(X � Tn)2g = EX1;::: ;Xnf
�
EX f(X � Tn(X1; : : : ;Xn))2g

�g; (C.23)

où nous avons explicit´e sur quelles variables les op´erations d’esp´erance math´ematique portent. Un calcul assez
similaire au précédent donne le r´esultat suivant

Ef(X � Tn)2g = V fXg+ V fTng+ [EfTng �EfXg]2: (C.24)

Le nouveau terme qui vient s’ajouter aux deux pr´ecédents est la variance de la variable al´eatoireX . Nous
verrons, au cours d’Apprentissage Inductif Appliqué, que ce terme porte aussi le nom d’erreur r´esiduelle (et est
parfois qualifié de “bruit”). Ce terme ne d´ependant pas de notre estimateur, est en effet in´evitable. Il s’agit
de l’incertitude concernant la valeur prise par la variable al´eatoireX lors d’une exp´erience dans laquelle on
connaˆıtrait parfaitement la valeur deEfXg. Il s’agit donc de l’incertitude surX que notre estimateurT de
EfXg ne peut de toutes fac¸ons pas r´esoudre, mˆeme s’il est de biais et de variance n´egligeables.

Lorsqu’on parle d’erreur d’estimation, il faut donc bien faire attention `a ceà quoi on fait référence : si on fait
référence `a l’estimation d’un param`etre tel que la moyenne, qui caract´erise la distribution d’une variable al´eatoire
on doit comptabiliser biais et variance de l’estimateur. Si par contre on parle de l’estimation de la variable
aléatoire elle-mˆeme, il faut en outre ajouter la variance de celle-ci. Dans les sous-sections suivantes nous allons
nous focaliser sur l’estimation de param`etres.

Estimateurs sans biais et de variance minimale. On dit que l’estimateur est sans biais siEfT g = �.
On peut définir des estimateurs sans biais pour une classe assez large de familles de distributions.

Si, parmi tous les estimateurs sans biais il en existe un dont la variance est inf´erieure ou ´egaleà celle des autres,
pour une famille de loisF (X ), on dit que cet estimateur est de variance minimale, ou encore efficace1. Notons
d’emblée qu’un estimateur est en g´enéral efficace seulement pour une famille r´eduite de distributionsF (X ). On
montre que la moyenne empirique est un estimateur efficace pour une loi Gaussienne.

On dit qu’un estimateur est asymptotiquement efficace si lorsque la taille de l’´echantillon devient infinie il
tend vers un estimateur efficace.

Notons qu’un estimateur sans biais et de variance minimale n’est pas n´ecessairement le plus pr´ecis. En d’autres
termes, il existe parfois des estimateurs biais´es dont la variance est inf´erieureà celle d’un estimateur efficace, et
ceci suffisamment pour compenser leur biais.

On montre que si un estimateur efficace existe il est unique (presque partout).
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Exhaustivit�e. Soit � un param`etre scalaire de la distribution de probabilit´es deX , et soitx1; : : : ; xn un
échantillon aléatoire i.i.d. selon la loi de probabilit´esp�(�) où nous mettons en ´evidence la d´ependance de cette loi
vis-à-vis du param`etre�. Comme nous l’avons soulign´e ci-dessus, la loi deX peut dépendre d’autres param`etres,
qui agissent alors comme des param`etres fantˆomes. Par exemple, si nous supposons que la loi est une loi expo-
nentielle, nous savons que le param`etre� la caractérise entièrement. Mais si nous faisons r´eférence `a l’estimation
de la moyenne d’une loi Gaussienne de variance inconnue, la variance sera un param`etre fantôme.

On dit queT est une statistique exhaustive si toute l’information concernant� contenue dans l’´echantillon est
aussi contenue dansT . Autrement dit,T est exhaustive si

p(X1; : : : ;XnjT ) (C.25)

est indépendante de�.

Notons par

L(X1; : : : ;Xn; �0) (C.26)

la densité probabilité siX est continue (resp. la loi de probabilit´e, siX est discrète) d’observer l’´echantillon
X1; : : : ;Xn, sous l’hypoth`ese que� = �0. Cette grandeur porte le nom de vraisemblance, et en anglaislikelihood.

Soit alorsT une statistique (fonction dex1; : : : ; xn) et soitg(T ; �0) la densité (resp. loi) de celui-ci. On peut
montrer queT est exhaustif si on peut factoriser la vraisemblance de la mani`ere suivante :

L(X1; : : : ;Xn; �) = g(T (X1; : : : ;Xn); �)h(X1; : : : ;Xn): (C.27)

L’importance de la notion d’exhaustivit´e d’une statistique provient du th´eorème suivant :

S’il existe une statistique exhaustiveT et un estimateur efficace, ce dernier peut s’écrire sous la forme d’une
fonction deT seulement.

C.4.2 M�ethode du maximum de vraisemblance

Observons tout d’abord que lorsque les ´echantillons sont i.i.d. la vraisemblance se factorise en

L(X1; : : : ;Xn; �) =
nY
i=1

L(Xi; �): (C.28)

La méthode du maximum de vraisemblance consiste `a choisir comme estimateur de� la valeur�� qui maximise
la vraisemblance. C’est donc la valeur du param`etre qui fait paraˆıtre l’échantillon comme le plus probable.

Appliquons ce principe `a l’estimation de la moyenne� d’une loip�(X ). Prenons le logarithme de (C.28) :

logL(x1; : : : ; xn;�) =
nX
i=1

log p�(xi); (C.29)

qui doit être maximale. En prenant la d´erivée par rapport `a� on obtient une ´equation en�

nX
i=1

@ log p�(xi)

@�
= 0; (C.30)

dont la solution (pas n´ecessairement unique) fournit un estimateur dit au maximum de vraisemblance.

Suggestion : montrer que si la loi deX est une loi Gaussienne, l’estimateur au maximum de vraisemblance
de l’esṕerance math́ematique� estX . Peut-on en d́eduire des conditions plus géńerales sous lesquellesX est
encore une estiḿee au maximum de vraisemblance ? Chercher un contre-exemple de loi oùX , a contrario, n’est
pas une estiḿee au maximum de vraisemblance.

Notons, pour finir qu’un estimateur au maximum de vraisemblance n’est pas n´ecessairement non-biais´e.
Cependant, on montre qu’il est convergent et asymptotiquement sans biais et efficace.
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Relation entre l'estimation au maximum de vraisemblance et l'estimation Bayesienne.

Notons tout d’abord que la vraisemblance de l’´echantillon est identique `a la probabilité conditionnelle de celui-ci
étant donn´e la valeur de�. On peut donc ´ecrire pour l’estimation Bayesienne

p(�jx1; : : : ; xn) = p(�)L(x1; : : : ; xn; �)R
�
L(x1; : : : ; xn; �)p(�)d�

: (C.31)

Il s’en suit que sip(�) est indépendante de� (c’est-à-dire uniforme sur�) on peutécrire

p(�jx1; : : : ; xn) = L(x1; : : : ; xn; �)
h(x1; : : : ; xn)

(C.32)

oùh(x1; : : : ; xn) =
R
�
L(x1; : : : ; xn; �)d� est indépendant de�. En d’autres termes, la valeur de� qui maximise

la vraisemblance est aussi celle qui maximise la probabilit´e conditionnellep(�jx1; : : : ; xn).
Si p(�) n’est pas uniforme, alors, dans la d´emarche Bayesienne, elle a pour effet de renforcer la probabilit´e a

posteriori des valeurs de� les plus probables a priori.

Voyons comment cet effet se manifeste lorsquen varie. Prenons le logarithme des deux membres de (C.31) et
supposons que les ´echantillons sont i.i.d. selon la loip�(X ). On a

1

n
log p(�jx1; : : : ; xn) / 1

n
log p(�) +

1

n

nX
i=1

log p�(xi); (C.33)

où nous n’avons retenu que les termes qui d´ependent de� et divisé par la taille de l’échantillonn. Lorsque
n ! 1 le premier terme du membre de droite tend vers z´ero. Le second terme tend, si la limite existe, vers la
grandeur suivante

Eflog p�(X )g =
Z

p��(X ) log p�(X )dx (C.34)

siX est distribuée selon la loi (densit´e)p�� .

Nous verrons au cours de th´eorie de l’information que la grandeur suivante

D(p�� jjp�) 4=
Z

p��(X ) log
p��(X )

p�(X )
dx (C.35)

désigne la distance de Kullback-Leibler entre les deux distributions. Si cette grandeur existe, elle est positive, et
nulle si, et seulement sip��(X ) = p�(X ), autrement dit si, et seulement si� = ��. On peutécrire (C.34) en
fonction de cette grandeur

Eflog p�(X )g = �D(p�� jjp�)�Hd(X ) (C.36)

où

Hd(X )
4
= �

Z
p��(X ) log p��(X )dx (C.37)

désigne l’entropie diff´erentielle de la v.a.X (voir également cours de th´eorie de l’information).

On peut donc tirer les conclusions suivantes : si les distributions de probabilit´es indicées par� admettent des
entropies, alors pourn suffisamment grand on aura8� tel quep(�) 6= 0

1

n
log p(�jx1; : : : ; xn) / �D(p�� jjp�)�Hd(X ) + � (C.38)

avec� ! 0 lorsquen ! 1. Cela veut dire que lorsque la taille des ´echantillons devient infinie, et pour autant
quep(�) > 0 sur�, la valeur de�� qui maximise la probabilit´e a posteriori tend vers��, indépendamment de la
forme de la distributionp(�). La solution la plus probable au sens Bayesien devient donc identique `a la solution
au maximum de vraisemblance. De plus, en prenant en compte le comportement asymptotique du d´enominateur
de (C.31), on peut se convaincre que la loip(�jx1; : : : ; xn) se concentre de plus en plus fortement autour de son
maximum.

Asymptotiquement, les approches Bayesiennes et du maximum de vraisemblance tombent donc d’accord. On
en déduit que l’approche Bayesienne est surtout int´eressante lorsquen est petit, car elle permet de prendre en
compte de fac¸on cohérente l’information a priori disponible sur�, information dont l’impact sur le r´esultat sera
d’autant plus forte que l’´echantillon est petit.
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C.4.3 Minimisation du risque

Pour terminer nous allons bri´evement d´ecrire la méthode de minimisation du risque qui est de plus en plus utilis´ee
notamment dans les probl`emes de r´egression.

Dans le cas scalaire, elle consiste `a définir une fonction de risqueR(X ; �) qui mesure l’écart entre la vari-
able aléatoire scalaire et un param`etre cens´e estimer la valeur la plus r´ealiste de celle-ci. Vue sous cet angle,
l’estimation revient alors `a choisir le param`etre� tel que l’espérance du risque

EfR(X ; �)g (C.39)

soit minimale. Une m´ethode très générale pour atteindre cet objectif `a partir d’unéchantillon consiste `a choisir la
valeur du param`etre qui minimise le risque empirique, c’est-`a-dire la valeurT �n de� qui minimise

1

n

nX
i=1

R(xi; �): (C.40)

On montre, sous des hypoth`eses tr`es générales ([Vap95]) que cette m´ethode est consistente, c’est-`a-dire que
lorsquen!1, T �n ! ��, où �� est la valeur qui minimise l’esp´erance du risque (C.39).

Suggestion : montrer que si le risque est défini par l’écart quadratiqueR(X ; �) = (X � �)2 alors�� estégal
àEfXg etT �n = X .

C.4.4 Robustesse

Dans la démarche classique, mise en ´evidence dans ce qui pr´ecède, on fait des hypoth`eses sur la forme des
lois et sur le m´ecanisme de production des ´echantillons, et `a partir de ces hypoth`eses on d´eduit des estimateurs
“optimaux” du point de vue de certaines de leurs qualit´es.

Un des probl`emes majeurs de ces estimateurs est qu’ils sont souvent tr`es sensibles aux ´ecarts vis-`a-vis des
hypothèses de d´epart : par exemple si la loi s’´ecarte de celle suppos´ee ou bien si certaines observations sont
aberrantes (c’est-`a-dire ne proviennent pas de cette loi), les estimateurs peuvent donner des r´esultats tr`es peu
précis.

La statistique robuste, que nous n’aborderons pas dans cet appendice vise explicitement au d´eveloppement
d’estimateurs qui sont peu sensibles `a ce type d’écarts, c’est-`a-dire des estimateurs qui continueront `a donner des
estimées assez pr´ecises si on s’´ecarte des hypoth`eses. Evidemment, cette robustesse est en g´enéral obtenue au
prix d’une moins bonne pr´ecision dans la cas o`u les hypoth`eses sont v´erifiées (“no free lunch theorem”).

C.5 RE-ECHANTILLONNAGE, SONDAGE, ET SIMULATION

Dans ce qui pr´ecède, nous avons suppos´e que l’échantillonétait donné, et discut´e les différentes mani`eres
d’exploiter un teléchantillon. Dans cette section nous abordons tr`es brièvement le tr`es vaste domaine relatif
à la constitution des ´echantillons. Nous nous limiterons essentiellement `a une brève description informelle des
diff érentes techniques en renvoyant le lecteur int´eress´e à des ouvrages sp´ecialisés.

C.5.1 R�e-�echantillonnage

Le ré-échantillonnage consiste `a construire `a partir d’un échantillon donn´e un certain nombre de nouveaux
échantillons obtenus par tirage al´eatoire. Ces techniques sont particuli`erement utiles pour ´etudier le biais et
la variance des estimateurs et dans certains cas permettent de les r´eduire. Ces techniques, assez intensives du
point de vue des calculs sont devenues tr`es populaires r´ecemment, suite aux d´eveloppements informatiques. Elles
ont cependant ´eté découvertes il y a de nombreuses ann´ees.

Bootstrap. Soit T un estimateur. Si on connaˆıt la loi F (x) on peut en principe calculer analytiquement
ou numériquement sa distribution d’´echantillonnage. Si on dispose d’une bonne approximation deF (x), dis-
onsF �n(x) obtenue `a partir d’unéchantillon de taillen suffisamment grande on peut obtenir une distribution
d’échantillonnage approch´ee en utilisantF �n(x) à la place.
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En particulier, la m´ethode debootstrap(“chausse-pied”) consiste `a sonderF �n(x), en tirantk échantillons de
taille n avec remise, `a partir de l’échantillon de d´epart, pour chacun desquels on calcule la valeur deTi. Cette
procédure donne donc une distribution empirique, approximation de la loi deFTn .

En particulier, siT est un estimateur non-biais´e de� mais de variance assez ´elevée, la moyenne empirique des
estimées de BootstrapTi fournit encore un estimateur non-biais´e de�, mais de variance plus faible.

Jacknife. Le but ici est de diminuer le biais d’un estimateur. Soit un estimateur biais´e et unéchantillon de
taille n. SoitTn la valeur de l’estimateur sur l’´echantillon complet, et soitT�i la valeur obtenue en utilisant ce
mêmeéchantillonà l’exception de lai-ème observation. D´esignons par

T �i = nTn � (n� 1)T�i

et formons le nouvel estimateur

T J
n =

1

n

nX
i=1

T �i :

On montre que sous certaines conditions ce nouvel estimateur est moins biais´e queT . En particulier, on
montre que si

EfT g = � +
a

n

alorsEfTJg = �. Dans ce cas particulier l’estimateur de Jacknife est donc non-biais´e.

Suggestion :̀a titre d’exercice on peut se convaincre que l’estimateur de Jacknife de la variance appliqué à
S2 donneS2

n�1 qui est non biaiśe.

C.5.2 Sondage

Le but des m´ethodes de sondage est de constituer des ´echantillons avec comme objectif l’utilisation ult´erieure de
l’ échantillon pour l’estimation. Plusieurs raisons conduisent `a l’utilisation de ces m´ethodes.

1. Le sondage peut ˆetre appliqu´e à unéchantillon existant de taille trop importante pour ˆetre traité, dans le but
d’en extraire un ´echantillon de taille acceptable. C’est fr´equemment le cas dans le domaine de l’analyse de
grandes bases de donn´ees (plusieurs millions d’observations, parfois).

2. Un autre raison d’appliquer le sondage est simplement de constituer un ´echantillon. Par exemple, dans le
domaine du contrˆole de qualité en fabrication, on pr´elève régulièrement des pi`ecesà différents stades du
processus, puis on les examine et on analyse les performances moyennes.

3. Une troisième raison d’appliquer le sondage est de pouvoir influencer la mani`ere dont les observations sont
sélectionnées, notamment dans le but de permettre des estimations aussi pr´ecises que possible avec un mini-
mum d’observations. Ceci est par exemple le cas dans les enquˆetes d’opinion et les sondages ´electoraux, o`u il
est nécessaire pour des raisons de coˆut de limiter le nombre de personnes interrog´ees.

Nous allons simplement expliquer une m´ethode classique de sondage al´eatoire qui repose sur la notion de
stratification de la population.

Sondage strati��e. SoitF la grandeur dont nous souhaitons estimer l’esp´erance.

L’approche est bas´ee sur la connaissance a priori d’une partition de l’espace
 en régions o`u la variance deF
est relativement faible.

Soit en effetf
1; : : : ;
Kg une telle partition, c’est-`a-dire telle que

8 i 6= j : 
i \ 
j = ;; (C.41)

et


 =

K[
i=1


i: (C.42)
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Supposons qu’a priori on connaisse les probabilit´esP (
i) et désignons parEPi(F) l’espérance conditionnelle
deF dans la classe
i, et par�2i;F la variance conditionnelle deF .

Notons que lesEPi(F) peuventêtre estim´ees par l’analyse d’observations ind´ependantes obtenues pour cha-
cun des sous-ensembles
i de la population. Ayant estim´e les grandeursEPifFg, on peut alors reconstruire une
estimée deEfFg au moyen de la formule suivante

ÊfFg =
KX
i=1

P (
i)ÊPifFg: (C.43)

Comme les termes de cette somme sont estim´es de mani`ere indépendante, la variance de l’estim´ee reconstitu´ee
est obtenue par la formule suivante :

�2
ÊfFg

=

KX
i=1

P 2(
i)�
2
ÊPifFg

: (C.44)

La question qui se pose alors, est d’allouer de fac¸on optimale un nombre totalN d’observations aux diff´erentes
régions
i, c’est-à-dire de mani`ereà minimiser la variance�2

ÊfFg
.

Par ailleurs, si on utiliseNi observations pour estimer lesEPi(F ), alors

�2
ÊPifFg

= N�1
i �2i;F : (C.45)

On peut montrer que dans ces conditions l’optimum est r´ealisé par le sch´ema d’allocation suivant

Ni = N
P (
i)�i;FPK
i=1 P (
i)�i;F

; (C.46)

et que la variance de l’estim´eeÊP (F ) vaut alors

�2
ÊP fFg

= N�1

 
KX
i=1

P (
i)�i;F

!2

: (C.47)

Remarques. A. Si lesK variances conditionnelles sont uniformes (disons ´egales `a�2K;F ), ce sch´ema consiste
à allouerà chaque r´egion un nombre d’observations proportionnel `a sa probabilit´e a priori. L’équation (C.47)
devient alors

�2
ÊP (F )

= N�1�2K;F ; (C.48)

ce qui veut dire que le gain est exprim´e par le rapport

Gain=
�2F
�2K;F

: (C.49)

B. Signalons enfin que mˆeme si les variances conditionnelles ne sont pas uniformes, le sch´ema d’échantillonnage
qui consiste `a allouer un nombre d’´echantillons `a chaque r´egion proportionnel `a sa probabilit´e n’est jamais moins
bon que la m´ethode de base de sondage non stratifi´e.

C. En corrolaire, le sch´ema d’allocation optimal conduit toujours `a une variance inf´erieure ou ´egaleà celle de
la méthode de base. La m´ethode sera d’autant plus efficace que le second membre de l’´equation (C.47) sera
faible. Tout l’art consiste donc `a identifier une partition de
 en régionsà faible variance. Nous verrons au
cours d’Apprentissage Inductif Appliqué que c’est ce qui est fait par les m´ethodes de construction d’arbres de
régression.
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C.5.3 M�ethode de Monte-Carlo

Le problème pos´e est le suivant. Etant donn´e un espace d’entr´ee
 sur lequel une mesure de probabilit´e P
est définie, etétant donn´e une fonctionf(�) définie sur
 à valeurs dansRn , il s’agit d’estimer l’esp´erance
mathématique

EP (F ) =

Z



f(!)dP (!); (C.50)

oùF désigne la variable al´eatoire vectorielle induite par la fonctionf(�).
Afin d’all éger les notations, nous allons dans la suite restreindre notre discussion au cas d’une variable al´eatoire

scalaire. Nous utiliserons les notationsf etF (resp.f etF ) pour représenter une variable al´eatoire scalaire (resp.
vectorielle).

Remarquons que dans le cas qui nous int´eresse, l’espace(
; P ) est de structure mixte continue/discr`ete, ce
qui justifie les notations un peu lourdes que nous utilisons. D’un point de vue pratique (simulation sur ordinateur)
l’espace est ´evidemment discret et fini, mˆeme si sa taille est ´enorme.

Notonségalement que pour la suite il est n´ecessaire de supposer que les deux premiers moments deF sont
finis, ce qui est le cas en pratique puisque les valeurs def sont bornées (les grandeurs physiques qui nous
intéressent sont en effet born´ees).

Dans ce probl`eme, la paire(
; P ) constitue le mod`ele stochastique etf le modèle physique. Tous les deux
sont en pratique des approximations plus ou moins bonnes de la r´ealité.

C.5.3.1 M�ethode de Monte-Carlo de base. Lorsque la fonctionf(�) possède une structure simple (p.ex.
linéarité), il est possible de calculer l’esp´erance math´ematique par voie analytique (ainsi que les autres car-
actéristiques de la distribution deF ). Lorsque ce n’est pas le cas, on a recours `a la méthode de Monte-Carlo.

La méthode de Monte-Carlo de base consiste `a générer unéchantillon aléatoire d’observations!1; : : : ; !N 2

 indépendants et distribu´es selonP , puis à calculer les valeurs correspondantesf(!i), et enfinà approximer
l’espérance math´ematique deF par la moyenne d’´echantillon

�
(N)
F = N�1

NX
i=1

f(!i): (C.51)

Le théorème central limite assure que cette estim´ee est non-biais´ee, et que sa distribution d’´echantillonnage est
asymptotiquement Gaussienne de variance

�2
�
(N)

F

= N�1�2F : (C.52)

Au bruit aléatoire près, la précision de la m´ethode croˆıt donc de fac¸on monotone mais assez lente, en fonction du
nombre d’échantillons.

En pratique on utilise une version it´erative, qui g´enère une suite d’´echantillons!k de longueur non fix´ee a
priori, et calcule `a chaque pas les valeurs de�(k)F et �2

�
(k)

F

. Le process est arrˆeté lorsque�2
�
(k)

F

� �, où � est un

seuil de précision fixé à priori en fonction du niveau de pr´ecision recherch´e.

Notons que des formules de mise `a jour permettent de calculer les valeurs de�
(k)
F et�2

�
(k)

F

efficacement.

Le seuil de pr´ecision est normalement fix´e en fonction de crit`eres pratiques, et la pr´ecision intrinsèque du
modèle utilisé doitévidemment ˆetre prise en compte pour fixer�.

Notons qu’en g´enéral l’exploitation du mod`ele stochastique est peu consommatrice en temps CPU, et c’est le
calcul de la fonctionf qui est en g´enéral la partie contraignante.

Note. Dans certains cas pratiques ce n’est pas la simulation mais bien l’expérimentation physique qui permet
d’observer les valeurs de la fonctionf(�).

L’expérimention physique pouvantêtre côuteuse en temps et en moyens, certaines méthodes de ŕeduction de
la variance gardent leur int́erêt dans la mesure où elles peuvent permettre de réduire les côuts d’exṕerimenation.
Par exemple, l’utilisation de modèles de simulation sur ordinateur permet dans ce cas de troquer une partie de
l’effort d’expérimenation physique pour de la simulation numérique.
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C.5.3.2 R�eduction de la variance. La réduction de la variance vise `a augmenter la pr´ecision pour un
nombre donn´e d’échantillons simul´es. En d’autres termes, elle vise `a réduire le nombre de simulations n´ecessaires
pour obtenir le niveau de pr´ecision recherch´e.

L’hypothèse de d´epart sous-jacente aux m´ethodes de r´eduction de la variance, c’est qu’on dispose d’informations
partielles a priori sur la variable al´eatoireF . Si on ne dispose d’aucune information a priori aucune r´eduction de
la variance n’est possible; si on dispose de la connaissance totale deF a priori, aucune simulation de Monte-Carlo
n’est nécessaire. Entre ces deux extrˆemes, les m´ethodes de r´eduction de la variance peuvent op´erer, de mani`ere
plus ou moins efficace en fonction de la nature des informations dont on dispose et de particularit´es du probl`eme.

L’information a priori peutêtre obtenue de diverses fac¸ons : construction par voie analytique de mod`eles
approchés se prˆetant au traitement analytique; simulation du processus et extraction de connaissances `a l’aide de
techniques d’analyse de donn´ees; le bon sens physique et l’exp´erience humaine.

Quoiqu’il en soit, dans l’approche de Monte-Carlo les simulations successives peuvent ˆetre exploˆıtées pour
accroˆıtre l’expérience qui devient alors de plus en plus riche. Cette exp´erience peut alors ˆetre exploˆıtée pour
réduire progressivement le nombre de simulations n´ecessaires dans le processus d’estimation.

Tout d’abord, d´ecrivons deux m´ethodes classiques de r´eduction de la variance : la premi`ere nécessite une
modification de la strat´egie de tirage al´eatoire; pas la seconde.

C.5.3.3 Echantillonnage strati��e. L’ échantillonnage stratifi´e décrit précédemment peut ´evidemment ˆetre
appliqué pour réduire le nombre de simulations n´ecessaires, ou de mani`ereéquivalente, r´eduire la variance des
estimées pour un mˆeme nombre de simulations.

C.5.3.4 Variables de contrôle. Cette approche ne n´ecessite pas de modification du sch´ema d’échantillonnage.
Elle peut donc en principe se combiner avec la m´ethode pr´ecédente.

L’id ée principale est de se servir d’une fonction auxiliaireg(�) (appelée variable de contrˆole) fortement corr´elée
àf(�) et telle queEP fGg soit facileà estimer. En d’autres termesg(�) doit être une bonne approximation def(�),
à une transformation lin´eaire près.

Dans ce cas, quel que soit� 2 R la variable aléatoire

H = F � �(G �EP fGg) (C.53)

possède la même esp´erance math´ematique queF , et on peut donc estimerEP fFg en appliquant la technique de
Monte-Carlo de base `aH.

Selon la valeur choisie pour� la variance de cette estim´ee sera plus ou moins importante, et on montre que la
valeur optimale de�� qui minimise la variance est

�� =
Cov(F ;G)

�2G
: (C.54)

La variance deH vaut alors

�2H = (1� �2(F ;G))�2F : (C.55)

Si g(�) est une tr`es bonne approximation def(�), on aura�� � 1 et �2(F ;G) � 1. Intuitivement, sig(�) est
une bonne approximation def(�), la différence entreg(�) etf(�) est petite dans les r´egions les plus probables de

, et donc la variance de cette diff´erence doit ´egalement ˆetre petite.

En pratique, pour qu’on puisse facilement calculerEP fGg, il suffit queg(�) soit facileà calculer et on peut
alors utiliser la m´ethode de Monte-Carlo de base avec un nombre d’´echantillons tr`es grand pour estimerEP fGg
et �2G . La difficulté réside dans le calcul (l’estimation) de�� dont le terme relatif `a la covariance fait appel au
calcul def(�).

En pratique on peut cependant soit postuler la valeur a priori (au risque de se tromper), soit estimer grossi`erement
la covariance dans une phase de rodage.

C.6 REGRESSION ET MODELES LINEAIRES
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C.6.1 R�egression simple

Etant donn´e deux v.a.X etY , la recherche d’une fonctionf(�) telle quef(X ) soit aussi proche que possible de
Y en moyenne quadratique `a déjà été abordée dans l’appendice B. Nous savons laf(X ) = EfYjXg réalise le
minimum deEf(Y � f(X ))2g.

Nous avons donc ici `a faire à un sch´ema d’estimation fonctionnelle, puisque nous souhaitons trouver une
fonctionf(X ) qui fournisse une bonne approximation en moyenne quadratique deEfYjXg.

La démarche statistique classique consiste alors `a introduire des hypoth`eses sur la distribution conjointe de
(X ;Y) et à en déduire des estimateurs optimaux. Nous n’allons pas insister ici sur cette approche; nous allons
simplement rappeler le fait, d´ejà misévidence dans l’appendice B, que si(X ;Y) sont conjointenement Gaussi-
ennes, alorsEfYjXg est une fonction lin´eaire deX et de plus la variance conditionnelle est alors ind´ependante
deX . Cependant, il ne s’agit de toute ´evidence pas d’un condition n´ecessaire, car il suffit que l’on puisse ´ecrire

Y = �+ �X + �(X ); (C.56)

où �(X ) est une variable al´eatoire centr´ee (de moyenne nulle) pour presque toutX , pour que l’esp´erance condi-
tionnelle deY soit une fonction lin´eaire deX .

La méthode des moindres carr´es consiste `a choisir, étant donn´e un échantillon(x1; y1); : : : ; (xn; yn), les
valeurs�� et�� qui minimisent l’erreur quadratique totale d’estimation sur cet ´echantillon, i.e. telles que

MSE(��; ��) =
1

n

nX
i=1

(yi � (�� + ��xi))
2; (C.57)

soit minimal. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de statistique de base (p.ex. [Sap90]) pour une discussion
détaillée de cette m´ethode.

C.6.2 R�egression multiple

Le problème de la r´egression multiple s’obtient par g´enéralisation du pr´ecédent en utilisantp variables d’entr´ee au
lieu d’une seule. Soit un ´echantillon den observations!1; : : : ; !n, caractérisées parp valeursx1(!i); : : : ; xp(!i)
et une grandeur de sortiey(!i). Le but est alors d’estimer, au moyen d’une fonction lin´eaire, l’éspérance condi-
tionnelle

EfYjX1; : : : ;Xpg � b0 +

pX
i=1

biXi: (C.58)

A nouveau, la m´ethode des moindres carr´es consiste `a choisir les valeurs deb�0; b
�
1; : : : ; b

�
p de telle mani`ereà

ce que

MSE(b0; : : : ; bp) =
1

n

nX
i=1

(yi � (b0 +

pX
i=1

bixi))
2; (C.59)

soit minimale. Cette fonction ´etant une fonction quadratique en termes des param`etresbi, son gradient (par rap-
port auxbi) est une fonction lin´eaire de ces param`etres. L’annulation de ce gradient est une condition n´ecessaire
et suffisante d’optimalit´e, puisque la fonction est au moins semi-d´efinie positive (et donc au moins convexe). La
condition d’annulation du gradient donne lieu `a un syst`eme dep+ 1 équations lin´eaires dont lesp+ 1 variables
sont lesbi. Si ce syst`eme est non singulier, sa solution est unique et identique `a la solution au sens de moindres
carrés. Sinon, il y aura un ensemble de solutions optimales (´equivalentes) qui forme un sous-espace lin´eaire de
R
p+1 .

On montre que pour que la solution au sens des moindres carr´ees soit unique, il faut (et il suffit) que lesp+ 1
vecteurs colonnes

x0 ==

2
6664

1
1
...
1

3
7775 etxi =

2
6664

xi(!1)
xi(!2)

...
xi(!n)

3
7775
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soient linéairement ind´ependants, ce qui implique que lesp variablesXi soient non-constantes et lin´eairement
indépendantes, et en nombre strictement inf´erieuràn.

Comme ci-dessus, nous renvoyons le lecteur int´eress´e aux ouvrages classiques de statistique pour plus de
détails concernant cette approche. On peut ´evidemment justifier l’utilisation du mod`ele linéaire multiple de la
même mani`ere que ci-dessus pour des variables(Y ;X1; : : : ;Xp) conjointement Gaussiennes ou, plus g´enéralement,
une situation o`uEfYjX1; : : : ;Xpg est effectivement une fonction lin´eaire.

Notes

1. Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait qu’il y a en r´ealité une différence entre la notion d’efficacit´e, telle que d´efinie par les
statisticiens, et la notion de variance minimale.



D CALCUL VECTORIEL ET
MATRICIEL

D.1 INTRODUCTION

Cet appendice collationne une certain nombre de r´esultats utiles (voire indispensables) dans les cadre des diff´erents
enseignements faisant appel aux m´ethodes stochastiques.

La plupart des questions couvertes sont en principe connues par les ´etudiants ing´enieurs. Nous avons donc
volontairement adopt´e un style très synth´etique, de mani`ereà encourager les ´etudiants qui auraient oubli´e ces
notionsà consulter leurs notes de cours de candidature.

Nous commenc¸ons par un bref rappel sur les espaces lin´eaires euclidiens de dimension finie quelconque. Nous
donnons ensuite quelques d´efinitions et propri´etés relatives aux fonctions convexes d´efinies sur de tels espaces.

Ensuite, nous couvrons quelques ´eléments relatifs au calcul matriciel, en particulier les propri´etés des matrices
réelles sym´etriques et d´efinies positives. Nous avons inclus dans cette partie une discussion des matrices de
Toeplitz, fréquemment rencontr´ees dans les applications au traitement de signal statistique.

D.2 ESPACES EUCLIDIENS

La plupart des notions introduites ici surRp peuventêtre généralisées au cas de vecteurs de nombres complexes.
Nous en fournirons `a l’appendice E une g´enéralisation plus large encore.

D.2.1 D�e�nitions

On rappelle que8p � 1, Rp désigne l’ensemble desp-uples ordonn´es de nombres r´eels. On convient de
représenter cesp-uples par des vecteurs colonnes de dimensionp, qui seront d´esignés par une lettre minus-
cule grasse (e.g.x), avecéventuellement en exposant la dimensionp de l’espace, si n´ecessaire (e.g.xp). Nous
utiliserons indifféremment le terme point ou vecteur deRp .

On désigne par0 le vecteur nul, dont toutes les composantes sont nulles.

Soientx;y; z 2 Rp trois vecteurs. Nous d´esignerons parxi; yi; zi 2 R leur i-ème composante. Deux vecteurs
sontégaux (par d´efinition) si toutes leurs composantes sont ´egales.

D.1
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On définit alors,à partir du produit de nombres r´eels, la multiplication d’un vecteur par un nombre r´eel de la
manière suivante

�x = y , 8i = 1; : : : ; p : yi = �xi; (D.1)

et, à partir de l’addition de nombres r´eels, l’addition de deux vecteurs par

x+y = z , 8i = 1; : : : ; p : zi = xi + yi: (D.2)

On a

0 = 0x;8x 2 Rp ; (D.3)

et

x+ 0 = x;8x 2 Rp : (D.4)

Plus généralement, on d´efinit la notion de combinaison lin´eaire den vecteursx1; : : : ;xn par

z =

nX
i=1

�ixi; (D.5)

où les�i sont des nombres r´eels quelconques.

On désigne parei;8i = 1; : : : ; p, le i-ème vecteurunitaire défini parei;j = �i;j , c’est-à-dire dont toutes les
composantes sont nulles sauf lai-ème qui vaut 1. On a, remarquablement,

x =

pX
i=1

xiei: (D.6)

D.2.2 Produit scalaire, norme et distance

On définit le produit scalairede deux vecteursx;y le nombre réel notéxTy et défini par

xTy
4
=

pX
i=1

xiyi: (D.7)

Nous verrons `a la section suivante que dans cette notation, h´eritée du calcul matriciel,xT désigne le vecteur
transpos´e, et que le produit scalaire est un cas particulier du produit de deux matrices.

Le produit scalaire est commutatif par d´efinition. Il estégalement distributif par rapport aux combinaisons
linéaires. Evidemment, on a

0Tx = xT0 = 0: (D.8)

Par ailleurs, si deux vecteurs non nuls sont tels que leur produit scalaire est nul, on dit qu’ils sont orthogonaux.

Nous verrons `a la section suivante que le produit scalaire peut-ˆetre généralisé à une forme bi-lin´eaire du type
xTAy oùA est une matricep� p symétrique et d´efinie positive.

On appelle module, ou norme euclidienne d’un vecteur, le nombre r´eel positif ou nul

kxk =
p
xTx =

vuut pX
i=1

x2i : (D.9)

On a

kxk = 0, x = 0; (D.10)
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k�xk = j�jkxk; (D.11)

et, l’inégalité triangulaire

kx+ yk � kxk+ kyk; (D.12)

et l’inégalité de Schwarz

jxTyj � kxkkyk: (D.13)

On dit que la norme euclidienne estinduitepar le produit scalaire. On peut g´enéraliser cette notion `a la norme
d’ordrem par

kxkm = m

vuut pX
i=1

jxijm; (D.14)

8m � 1. En particulier on a,

kxk1 =
pX
i=1

jxij; (D.15)

qu’on appelle aussi norme de Manhattan, et

kxk2 = kxk; (D.16)

la norme euclidienne, et

kxk1 = lim
m!1

m

vuut pX
i=1

jxijm = max
i=1;::: ;p

jxij; (D.17)

qu’on appelle la norme “infinie”.

On définit la distance (induite par une certaine norme) entre deux vecteursx;y, par la norme du vecteurx�y :

dm(x;y)
4
= jx� yjm: (D.18)

On rappelle qu’une distance, pour m´eriter ce nom doit satisfaire aux propri´etés suivantes :

1. d(x;y) � 0;8x;y 2 Rp

2. d(x;y) = 0, x = y

3. d(x;y) = d(y;x);8x;y 2 Rp

4. d(x;y) � d(x; z) + d(z;y);8x;y; z 2 Rp .

On appelle distance euclidienne la distance induite par la norme euclidienne.

G�en�eralisation aux vecteurs complexes. Nous généralisons le produit scalaire aux vecteurs de nombres
complexes par

x�y
4
=

nX
i=1

xiyi; (D.19)

de cette fac¸on la norme euclidienne d’un vecteur complexe reste d´efinie par le produit scalaire de ce vecteur par
lui-même et deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul. La notation� est, elle aussi, h´eritée
du calcul matriciel.
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Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que certains auteurs adoptent la d´efinition suivante pour le produit
scalaire

y�x
4
=

nX
i=1

yixi; (D.20)

ce qui ne change cependant rien au niveau des principes. La d´efinition (D.19) que nous adoptons ici est celle qui
est utilisée dans la plupart de livres de physique.

Notons également que dans l’annexe E nous d´efnirons le produit scalaire sur des espaces lin´eaires plus
généraux queCp ouRp . Nous utiliserons alors la notationhx;yi pour désigner celui-ci.

D.2.3 D�ependance et ind�ependance lin�eaire

On dit que les vecteursx1; : : : ;xn sont linéairement ind´ependants si

0 =

nX
i=1

�ixi ) �i = 0;8i = 1; : : : ; n; (D.21)

sinon ils sont dits lin´eairement d´ependants. Dans ce cas, il existe un ensemble de valeurs de�i non toutes nulles,
telles que la combinaison lin´eaire soit le vecteur nul.

On se convaincra facilement que les vecteurse1; : : : ; ep sont linéairement ind´ependants.

Tout ensemble de vecteurs qui comprend le vecteur nul est lin´eairement d´ependant. Tout ensemble de vecteurs
qui comprend un sous-ensemble lin´eairement d´ependant est lin´eairement d´ependant. Si des vecteurs sont lin´eairement
indépendants et deviennent lin´eairement d´ependants lorsqu’on leur adjoint un autre vecteur, alors ce dernier est
une combinaison lin´eaire (unique) des premiers.

Il est capital de se rendre compte que si un vecteur est combinaison lin´eaire de vecteurs alors cette combinaison
linéaire est unique si, et seulement si les vecteurs sont lin´eairement ind´ependants.

Enfin, parmi les combinaisons lińeaires deq vecteurs, il y en a au plusq linéairement ind́ependantes.De
façon équivalente,q + 1 combinaisons lin´eaires deq vecteurs sont lin´eairement d´ependantes.

Il s’en suit que le nombre maximum de vecteurs lin´eairement ind´ependants deRp est au plusp, puisque tous
les vecteurs de cet espace peuvent s’´ecrire sous forme d’une combinaison lin´eaire desp vecteurs unitaires. Par
conséquent, puisque ces derniers sont en nombre ´egalà p et linéairement ind´ependants, ce nombre maximum
vaut exactementp. On dit que la dimension de l’espaceRp estp.

D.2.4 Sous-espaces lin�eaires

On appelle sous-espace lin´eaire deRp tout ensemble de vecteurs qui contient toutes les combinaisons lin´eaires de
ses vecteurs. On dit que l’espace estfermésous les deux op´erations suivantes : produit par un scalaire et addition
vectorielle. Tout sous-espace contient le vecteur nul. Par exemple, le singleton compos´e du vecteur nul est un
sous-espace lin´eaire (on le dit trivial).

Soientxi;8i = 1; : : : ; q. Alors, l’ensemble des combinaisons lin´eaires de ces vecteurs est un sous-espace
vectoriel : on parle du sous-espaceengendŕepar ces vecteurs et on le noteraLfxig.

On appelledimensiond’un sous-espace vectorielL le nombre maximum (s’il existe) de vecteurs lin´eairement
indépendants : on le notedim(L). On déduit de ce qui pr´ecède que tout sous-espace deRp a une dimension
inférieure ou ´egaleà p. La dimension du sous-espace trivial est nulle. Si la dimension d’un sous-espace vautp,
alors ce sous-espace est identique `aRp .

L’intersection de deux sous-espaces lin´eaires est encore un sous-espace lin´eaire,éventuellement trivial. L’union
de deux sous-espaces lin´eaires n’est en g´enéral pas un sous-espace lin´eaire. Le compl´ement d’un sous-espace
linéaire n’est jamais un sous-espace lin´eaire.

Etant donn´e deux sous-espaces lin´eairesL1 etL2, on définit leur somme, not´eeL1 + L2 par

L1 + L2
4
= fz = x+ yjx 2 L1;y 2 L2g: (D.22)
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Notons queL1+L2 est un sous-espace lin´eaire, mais il est possible que la d´ecomposition ne soit pas unique. Si la
décomposition est unique, cela veut dire que toute paire de vecteurs non-nulsx ety sont indépendants. On utilise
alors le terme de somme directe et on utilise la notationL1 � L2. Dans ce cas, l’intersectionL1 \ L2 = f0g et
dim(L1 �L2) = dim(L1) + dim(L2).

On appellebased’un sous-espace lin´eaire tout ensemble de vecteurs lin´eairement ind´ependants en nombre
égalà la dimension. Il s’en suit que tout vecteur du sous-espace peut s’´ecrire sous la forme d’une combinaison
linéaire des vecteurs d’une base. De plus, cette combinaison lin´eaire est unique.

Etant donn´eq vecteurs linéairement ind´ependants d’un sous-espace de dimensionr > q, il est possible de leur
adjoindrer � q vecteurs linéairement ind´ependants de fac¸on à former une base.

D.2.5 Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Rappelons que deux vecteurs non-nuls sont orthogonaux par d´efinition si leur produit scalaire est nul. Donc, les
vecteurs unitairesei sont orthogonaux deux `a deux et linéairement ind´ependants. Un vecteur est norm´e si sa
norme vaut1. Tout vecteur non-nul peut ´evidemment ˆetre normé en le multipliant par l’inverse de sa norme.

Plus généralement, des vecteurs orthogonaux deux `a deux sont lin´eairement ind´ependants. Invers´ement,étant
donné un ensemblefx1; : : : ;xqg deq vecteurs linéairement ind´ependants, il est possible de construireq combi-
naisons linéaires de ces vecteurs, orthogonales deux `a deux et norm´ees. Par cons´equent, l’existence d’une base
implique l’existence d’une base de vecteurs orthonorm´es (orthogonaux et norm´es).

L’ensemble des vecteurs orthogonaux `a cesq vecteurs est encore un sous-espace vectoriel : on le noteraL?xi
et nous noterons parLxi l’espace engendr´e par lesxi.

On a

R
p = Lfxig �L?fxig; (D.23)

et la somme des dimensions d’un sous-espace engendr´e et d’un sous-espace orthogonal relatifs `a un même en-
semble de vecteurs vautp :

dim(Lfxig) + dim(L?fxig) = p: (D.24)

Tous les vecteurs du premier sont orthogonaux `a tous les vecteurs du second. Tout vecteur peut donc s’´ecrire de
manière unique sous la forme d’une somme de deux vecteurs appartenant respectivement `a chacun de ces espaces.
La concaténation de bases orthogonales de ces deux espaces fournit une base orthogonale deR

p .

D.3 FONCTIONNELLES, APPLICATIONS ET OP�ERATEURS LIN�EAIRES

Avant de passer au calcul matriciel, nous donnons ici une motivation pour la d´efinition de ce types d’objets. Nous
allons voir que les matrices apparaissent sous la forme d’une repr´esentation d’applications lin´eaires. Ces notions
seront définies de mani`ere plus g´enérale et circonstanci´eeà l’annexeF.4.

D.3.1 Fonctionnelles et produit scalaire

Une fonctionnelle lińeaire (on dit aussi une forme lin´eaire) est une applicationf(�) deRp dansR (resp. deCp

dansC) telle que
f(
X
i

�ixi) =
X
i

�if(xi):

Etant donn´ees deux fonctionnelles lin´eairesf(�) et f 0(�) on définit la somme et la multiplication par un scalaire
de la manière suivante :

(f + f 0)(x) = f(x) + f 0(x) (D.25)

(�f)(x) = �f(x); (D.26)

et ces deux op´eration définissent (on peut ais´ement le d´emontrer) un structure d’espace lin´eaire (voirF.4).

On dit que cet espace est l’espace dual deR
p (resp.Cp).
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Repr�esentation. Il est clair que la linéarité implique que la fonctionnelle est enti`erement d´eterminée par la
donnée desfi = f(ei);8i, autrement dit par la donn´ee d’un vecteur de dimensionp f , et on af tx = f(x);8x 2
R
p . On dit que le vecteurf représente la fonctionnelle dans la baseei. Deux fonctionnelles sont alors ´egales si et

seulement si leurs vecteurs de repr´esentation sont identiques. L’ensemble des fonctionnelles est donc en bijection
avec l’espace sur lequel les fonctionnelles sont d´efinies.

D.3.2 Applications lin�eaires

Uneapplication lińeairedeRn dansRm est une applicationT (�) qui est telle que

T (
X
i

�ixi)) =
X
i

�iT (xi):

On peut définir, similairmentà ce qui a ´eté fait au pragraphe pr´ecédent, la somme et la multiplication par
un scalaire d’applications lin´eaires, et se convaincre que l’ensemble des applications lin´eaires forme encore un
espace vectoriel de dimensionnm.

Repr�esentation. Il est claire qu’un application lin´eaire est enti`erement d´efinie par la donn´ee desn vecteurs
images (àm dimensions) des vecteurs de la baseei deRn . Ces vecteurs d´efinissent un tableau (ou une matrice)
n�m.

D.3.3 Op�erateur lin�eaire

Une application lin´eaire deRp dans lui-même est d´esignée par le nom d’op´erateur linéaire. Il donne lieu `a une
matrice carr´ee d’ordrep.

D.4 FONCTIONS CONVEXES DANS UN ESPACE EUCLIDIEN

Une fonction (�(�) : R ! R) est diteconvexe(au sens restreint du terme) sur un intervalle[a; b], si 8x1; x2 2
[a; b] et8� 2 [0; 1] on a

f(�x1 + (1� �)x2) � �f(x1) + (1� �)f(x2): (D.27)

Elle est ditestrictement convexe, si elle est convexe et si l’´egalité n’est satisfaite que lorsque� 2 f0; 1g ou
x1 = x2.

Si � 2 [0; 1], on dit que�x1 + (1 � �)x2 est une combinaison lin´eaire convexe. Un ensembleC est dit
convexe, s’il contient toutes ses combinaisons lin´eaires convexes. DansR tout intervalle est convexe, et tout
ensemble convexe est un intervalle (´eventuellement ´egalàR).

Une fonction�(�) est diteconcave(resp. strictement concave) si��(�) est convexe (resp. strictement con-
vexe).

Au sens large on dit qu’une fonction est convexe si elle est concave ou convexe au sens restreint du terme. On
convient alors d’indiquer par un des symboles (\ ou[) le sens de la concavit´e.

La notion d’ensemble convexe se g´enéralise aux sous-ensembles d’un espace lin´eaire quelconqueE. Un
sous-ensemble deRp est dit convexe s’il contient l’ensemble de ses combinaisons lin´eaires convexes. Tout sous-
espace lin´eaire est un sous-ensemble convexe. La notion de fonction convexe sur un tel ensemble se g´enéralise
immédiatement aussi. On a les deux propri´etés importantes suivantes

Toute fonction convexe sur un ensemble convexe est continueà l’int érieur de cet ensemble.

Toute fonction convexe sur un ensemble convexe borné y admet un minimum global.

On en déduit immédiatement que

Toute fonction concave sur un ensemble convexe est continueà l’int érieur de cet ensemble.

Toute fonction concave sur un ensemble convexe borné y admet un maximum global.

Les fonctions convexes (ou concaves) jouent un rˆole particulièrement important dans les applications des
probabilités, et en particulier en th´eorie de l’information.

Revenant au cas simple des fonctions d´efinies surR, on a les deux propri´etés suivantes.
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Crit�ere. Si �(: : : ) admet une d́erivée seconde qui est positive ou nulle sur un intervalle (resp. négative ou
nulle), alors cette fonction est convexe (resp. concave).

D.5 RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL

Nous ne donnons ici qu’un rappel tr`es synth´etique sur le calcul matriciel en nombres r´eels, en indiquant quelques
généralisations aux cas de matrices de nombres complexes. Le livre [Gan66] constitue une tr`es bonne r´eférence
à laquelle on pourra faire appel en cas de n´ecessit´e.

D.5.1 D�e�nitions et notations

On appelle matrice r´eelle (resp. complexe)n�m un tableau denm nombres r´eels (resp. complexes) organis´es
comme suit

A =

2
6664

a1;1 a1;2 � � � a1;m
a2;1 a2;2 � � � a2;m

...
...

...
...

an;1 an;2 � � � an;m

3
7775 ; (D.28)

c’est-à-dire enn lignes etm colonnes. Nous utiliserons la plupart du temps des lettres latines grasses (g´enéralement
majuscules) pour d´esigner des matrices (p.ex.A;B; : : : ), et nous d´esignerons l’´elément d’une matriceA figurant
à la i-ème ligne et laj-ème colonne parai;j , c’est-à-dire en utilisant la lettre latine minuscule correspondante.
Nous utiliserons ´egalement la notation(A)i;j pour désigner l’élémenti; j deA.

Inversément,étant donn´e une collection de valeurs r´eelles (resp. complexes)fxi;j : i = 1; : : : ; n; j =
1; : : : ;mg nous désignerons par[xi;j ] la matriceX formée par ces valeurs, o`u il est sous-entendu quei varie dans
f1; : : : ; ng etj dansf1; : : : ;mg. Par ailleurs, ´etant donn´e une collection de matricesAi;j de dimensionsni�mj ,
aveci = 1; : : : ; n; j = 1; : : : ;m, nous pouvons former une nouvelle matrice de dimension(

P
i ni)� (

P
j mj)

obtenue par concat´enation des ´eléments des matricesAi;j comme suit

A =

2
6664
A1;1 A1;2 � � � A1;m

A2;1 A2;2 � � � A2;m

...
...

...
...

An;1 An;2 � � � An;m

3
7775 : (D.29)

Insistons sur le fait que les ´eléments de cette matrice sont les ´eléments des matrices constitutives et non pas ces
matrices.

Inversément,étant donn´e une matriceA de dimensionn � m il est possible d’en extraire une sous-matrice
constituée des ´eléments de certaines colonnes et lignes deA. Pour la convenance, nous noterons cette matrice
AI;J où I = fi1; : : : ; ikg (k � n; ii < ii+1) et J = fj1; : : : ; jlg (l � m; ji < ji+1) désignent les ensembles
d’indices (en ordre croissant) de lignes et colonnes extraites, etk � l est la dimension de la matrice extraite.

Insistons sur le fait que l’ensemble des matrices r´eelles (resp. complexes) de dimensionp � 1 n’est pas
identiqueà l’ensemble des vecteursRp (resp.Cp). Cependant, nous ne distinguerons pas, la plupart du temps,
ces deux ensembles. Nous noterons parR

n�m l’ensemble de toutes les matrices r´eelles de dimensionn � m

(resp.Cn�m).

En particulier nous noterons para�;j le vecteur (colonne) deRn formé par les ´eléments de laj-ème colonne
deA et parai;� le vecteur (colonne) deRm formé par les ´eléments de lai-ème ligne.

Une matrice de dimensionn� n est dite carr´ee d’ordren.

Deux matricesA etB de même dimension sont par d´efinition identiques si tous leurs ´eléments le sont

A = B , 8i; j : ai;j = bi;j : (D.30)

Matrices associ�ees. Etant donn´e une matriceA de dimensionn�m, on appelle transpos´ee deA, qu’on
note en abr´egéAT , la matrice de dimensionm� n définie par

(AT )i;j = (A)j;i: (D.31)
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Etant donn´e une matrice complexeA on peut définir la matrice complexe conjugu´ee notéeA dont leséléments
sont les complexes conjugu´es (nous notons par� le complexe conjugu´e du nombre complexe�) deséléments de
A. Si la matrice est r´eelle on a ´evidemmentA = A. On définit également la matrice adjointe par

A� 4= AT = A
T
:

D.5.2 Espaces vectoriels de matrices

Notation:Rn�m etCn�m

Nous pouvons munirRn�m (resp. Cn�m) des opérations internes d’addition (´elément par ´elément) et de
multiplication par un nombre r´eel (resp. un nombre complexe), ce qui conf`ere à Rn�m (resp. Cn�m) une
structure d’espace vectoriel. On a

C = �A+ �B , 8i; j : ci;j = �ai;j + �bi;j : (D.32)

On a

(�A+ �B)T = �AT + �BT ; (D.33)

(�A+ �B) = �A+ � B; (D.34)

(�A+ �B)� = �A� + �B�: (D.35)

Dans cet espace on appelle matrice nulle, la matrice not´ee0 dont tous les ´elements sont nuls. On a

0 = 0A;8A: (D.36)

D.5.3 Multiplication de deux matrices

On dit que la matrice deC de dimensionn � m est le produit d’une matriceA de dimensionn � p et d’une
matriceB de dimensionp�m si

ci;j =

pX
k=1

ai;kbk;j ; (D.37)

8i = 1; : : : n8j = 1; : : :m. En notation abr´egée onécrit alorsC = AB.

On voit que le produit scalaire de deux vecteurs deR
p apparaˆıt comme cas particulier du produit de deux

matrices1� p etp� 1, ce qui justifie la notationxTy du chapitre pr´ecédent.

Il est important de noter que le produit de matrices n’est d´efini que si ces deux matrices sont compatibles du
point de vue de leur dimensions. On a

(AB)T = BTAT ; (D.38)

mais

AB = AB (D.39)

et donc

(AB)� = B
�
A
�: (D.40)

D’autre part, le produit matriciel est distributif par rapport `a l’addition matricielle

C(A+B) = CA+CB; (D.41)

associatif

A(BC) = (AB)C (D.42)

et on a

�(AB) = (�A)B = A(�B): (D.43)
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D.5.4 D�eterminants

Sauf mention explicite du contraire, nous supposons dans cette section que les matrices sont carr´ees.

Permutations. Soit f1; : : : ; ng l’ensemble desn premiers entiers, et soient�1; : : : ; �n et�1; : : : ; �n deux
suites formées de ces nombres dans un certain ordre. Alors, l’op´erationP par laquelle�i devient�i s’appelle
une permutation des indices1; : : : ; n; on la note en abr´egéP (�i ! �i). La permutationP (�i ! �i) qui laisse
inchangés les indices porte le nom de permutation identit´e, et sera not´eeI dans la suite.

Il est clair, que par un r´earrangement simultan´e des indices�i et�i on ne change pas la permutation. On peut
donc toujours s’arranger pour que�i = i;8i � n. Nous utiliserons donc ci-dessous la notation simplifi´eeP (�i)
pour désigner la permutationP (i! �i).

La seule op´eration entre permutations est le produit et en particulier l’inversion. Le produit de deux permu-
tationsP et Q est la permutation obtenue en appliquant d’abord la permutationQ et au résultat de celle-ci la
permutationP . Notons qu’en g´enéral on aPQ 6= QP . L’inverse d’une permutationP est une permutation not´ee
P�1 telle quePP�1 = P�1P = I ; elle s’obtient en intervertissant le rˆole des indices :�i $ �i.

Un cycle de longueurp � n est une permutation�i ! �i telle que�p = �1 et �i = �i+1;8i < p et
�i = �i;8i = p + 1; : : : ; n. On appelletranspositionun cycle de longueur 2 : une transposition est donc une
permutation qui permute deux indicesi etj et laisse inchang´es les autres. On montre que toute permutation est le
produit d’un certain nombre de transpositions. Cette d´ecomposition n’est pas unique, mais la parit´e du nombre de
transposition est unique. On l’appelleparitéde la permutation et on appellesignede la permutationP le nombre
sign(P ) qui vaut(�1)k où k vaut 0 pour une permutation paire et 1 pour une permutation impaire (ou de mani`ere
équivalente,k représente le nombre de transpositions dans une repr´esentation deP:)

Sur un ensemble den il existe exactementn! permutations diff´erentes, la moiti´e sont des permutations paires,
et l’autre moitié sont des permutations impaires.

Nous désignerons ci-dessous parP(1; : : : ; n) l’ensemble des permutations desn premiers indices, et par
P (�i) une permutation quelconque.

D�e�nition du d�eterminant. On appelle d´eterminant d’une matrice carr´eeA = [ai;j ] d’ordren, le nombre

dtmA = jAj =
X

P2P(1;::: ;n)

sign(P (�i))
nY
i=1

ai;�i : (D.44)

Vu ce que nous venons de dire surP(1; : : : ; n), cette somme contientn! termes, dontn!
2

sont précédés du signe
� et n!

2
sont précédés du signe+. Chaque terme est le produit den éléments deA; il contient unélément et un

seul de chaque ligne et colonne.

Cas particuliers. Pourn = 1, il n’existe qu’un seule permutation (la permutation identit´e, qui est paire) :
on ajAj = a1;1.

Pourn = 2, on ajAj = a1;1a2;2 � a1;2a2;1.

Matrices associ�ees. On a

jAT j = jAj; (D.45)

et

jAj = jAj; (D.46)

et par cons´equent

jA�j = jAj: (D.47)
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Matrices triangulaires compos�ees. Considérons une matrice carr´ee et bloc triangulaire inf´erieure suiv-
ante

A =

2
6664
A1;1 0 � � � 0
A2;1 A2;2 � � � 0

...
...

...
...

An;1 An;2 � � � An;n

3
7775 : (D.48)

dont les sous-matrices diagonaleAi;i sont toutes carr´ees et toutes les matricesAi;j ;8j > i sont nulles. Alors on
a

jAj =
nY
i=1

jAi;ij: (D.49)

Il suffit de démontrer la propri´eté pour le cas particulier o`un = 2. Le cas g´enéral s’en déduit immédiatement par
plusieurs applications de ce cas particulier. Consid´erons alors la matrice

A =

�
A1;1 0
A2;1 A2;2

�
; (D.50)

et soientr etp respectivement l’ordre des matricesA1;1 etA2;2, avecr+p = n. Si nous appliquons la d´efinition
(D.44) du déterminant, nous obtenons

jAj =
X

P2P(1;::: ;n)

sign(P (�i))a1;�1 : : : ar;�rar+1;�r+1
: : : an;�n ; (D.51)

et nous voyons que seules les permutations qui consistent `a choisir lesr premier facteurs dans lesr premières
colonnes conduisent `a des termes non-nuls. Alors,�1; : : : ; �r est nécessairement une permutation de1; : : : ; r et
�r+1; : : : ; �n une permutation der + 1; : : : ; n. Comme de plus le signe de cette permutation est le produit des
signes des deux sous-permutations, cela revient `a dire que tout terme “utile” peut s’´ecrire sous la forme

(sign(P (�1; : : : ; �r))a1;�1 : : : ar;�r )(sign(P (�r+1; : : : ; �n))ar+1;�r+1
: : : an;�n);

et on a donc bienjAj = jA1;1jjA2;2j. 2
Comme les d´eterminants sont invariants par rapport `a la transposition, cette propri´eté estégalement vraie pour

une matrice bloc triangulaire sup´erieure.

Enfin, pour une matrice triangulaire inf´erieure, c’est-`a-dire telle queai;j = 0;8j > i, on a

jAj =
nY
i=1

ai;i: (D.52)

Cette propriéte est ´evidemment ´egalement applicable `a une matrice triangulaire sup´erieure.

Pour terminer, signalons que lorsqu’on permute deux rang´ees d’une matrice le d´eterminant de celle-ci change
de signe (toutes les permutations changent de parit´e). On en d´eduit immédiatement que si deux rang´ees sont
identiques alors le d´eterminant est nul.

Mineurs. On appelle mineurAi;j de l’élémentai;j d’une matrice carr´eeA d’ordren le déterminant de la
nouvelle matrice obtenue en supprimant lai-ème ligne et laj-ème colonne deA multiplié par(�1)i+j . C’est
aussi le d´eterminant obtenu en remplac¸antai;j par 1 dansA et en annulant les autres ´elements de lai-ème ligne,
ou de laj-ème colonne ou des deux.

Si nous désignons parr le vecteur compos´e deséléments d’une rang´ee (ligne ou colonne) deA et parm le
vecteur compos´e des mineurs correspondants, alors on montre que

rTm = jAj; (D.53)

en d’autres termes, le d´eterminant d’une matrice d´epend linéairement des ´eléments d’une quelconque de ces
rangées. La d´emonstration est assez imm´ediate. En effet, ´etant donn´e la définition (D.44) chaque terme de
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la somme qui constitue le d´eterminant contient un et un seul facteur de la rang´ee consid´erée. Il doit donc
nécessairement pouvoir s’´ecrire sous la forme

jAj =
X
i

rimi; (D.54)

où nous avons mis en ´evidence les ´eléments de la rang´ee. Lesmj ne dépendent pas de la valeurs des ´eléments de
la rangée. Et pour calculer leur valeur, il suffit de consid´erer le cas particulier o`u ri = �i;j puisque dans ce cas on
a jAj =Pi �i;jmi = mj . On obtient pr´ecisément le mineur de l’´elémentrj . 2

Ce résultat est fondamental, car il nous permet de d´eduire un certain nombre d’autres de fac¸on immédiate.

Tout d’abord, on en d´eduit que si une rang´ee est nulle, alors le d´eterminant est nul (il suffit de d´evelopper le
déterminant `a partir de cette rang´ee).

Ensuite, si nous prenons deux rang´ees parall`eles (et différentes)r et r0 et les mineurs correspondantsm et
m0, alors on a

rTm0 = r0
T
m = 0: (D.55)

En effet, montrons que le premier produit scalaire est nul. Prenons la matrice obtenue `a partir deA en remplac¸ant
la rangéer0 parr. Le déterminant de cette matrice est nul puisqu’elle dispose de deux rang´ees parall`eles iden-
tiques. Mais ce d´eterminant est aussi ´egalàrTm0. 2

On déduitégalement de (D.53) que si une rang´ee est une combinaison lin´eaire d’un certain nombre de vecteurs,
alors le déterminant peut ´egalement s’´ecrire sous la forme d’une combinaison lin´eaire de d´eterminants :

r =
X
i

�iri ) jAj =
X
i

�ir
T
i m (D.56)

et rTi m est évidemment le d´eterminant de la matrice obtenue `a partir deA en remplac¸ant la rang´eer par le
vecteurri.

De cette derni`ere propriété on déduit que le d´eterminant ne change pas si on ajoute `a une rang´ee une combi-
naison linéaire des autres rang´ees.

Enfin, on en d´eduit qu’un déterminant est nul si, et seulement s’il existe une combinaison lin´eaire entre ses
lignes (et donc forc´ement aussi entre ses colonnes). S’il existe une combinaison lin´eaire entre les rang´ees alors
il est possible d’´ecrire une rang´ee comme combinaison lin´eaire des autres. La propri´eté (D.56) implique alors
que le déterminant est nul car chaque terme du membre de droite de (D.56) est nul. Nous ne d´emontrerons pas la
réciproque.

D�eterminant du produit de deux matrices semblables. SoientA et B deux matricesn � m

quelconques. Alors la matriceABT est une matricen� n et son déterminant vaut

jABT j =
X

k1;::: ;kn parmi1;::: ;m

j[a�;ki ]jj[b�;ki ]j (D.57)

où k1; : : : ; kn est une combinaison den indices de colonnes parmim, [a�;ki ] (resp. [b�;ki ]) désigne la matrice
carrée formée desn colonnes correspondantes deA (resp. B), et où la somme est effectu´ee sur toutes les
combinaisons possibles den colonnes parmim. Nous ne d´emontrerons pas cette propri´eté qui porte le nom de
“théorème de Binet-Cauchy”.

En particulier, sim < n la somme s’´etend sur un nombre nul de combinaisons et vaut z´ero. Cela correspond
à la situation o`u n les rangées dejABT j sont des combinaisons lin´eaires dem < n vecteurs, et sont donc
linéairement d´ependantes.

Sim = n, la somme se r´eduità un seul terme et la relation devient pour deux matrices carr´ees :

jABT j = jAjjBT j; (D.58)

dont on déduitévidemment que

jABj = jAjjBj: (D.59)



D.12

Rang d'une matrice. Soientx1; : : : ;xp p vecteurs de dimensionn. SoitX la matricep � n dont les
lignes sont ces vecteurs. D´esignons paryj ;8j = 1; : : : ; n les p colonnes de cette matrice, et par[yki] une
matrice formée par lesp colonneski; i = 1; : : : ; p de la matriceX

Alors le déterminantp� p

jXX�j = j[xix�j ]j (D.60)

est nul, si et seulement si les vecteurs sont lin´eairement d´ependants, ce qui est vrai si, et seulement si tous les
déterminants form´es dep colonnes de la matriceX sont nuls.

Montrons d’abord que ces deux conditions sont ´equivalentes. On a, par application du th´eorème de Binet-
Cauchy

jXX�j =
X

k1;::: ;kp parmi1;::: ;n

j[yki ]jj[yki ]j =
X

k1;::: ;kp parmi1;::: ;n

jj[yki ]jj2; (D.61)

dont l’équivalence des deux propri´etés découle immédiatement.

Montrons que les deux conditions sont n´ecessaires. En effet, s’il existe une combinaison lin´eaire entre les
vecteursxi tous les d´eterminantsj[yki ]j sont nuls.

Montrons que les deux conditions sont suffisantes pour garantir la d´ependance lin´eaire. PuisquejXX�j est
nul. Cela veut dire qu’il existe une relation lin´eaire entre les lignes de cette matrice, ce qui veut dire9�1; : : : ; �p
non tous nuls tels que X

i

�ixixj
� = 0;8j = 1; : : : ; p (D.62)

ce qui impliqueévidemment que X
j

�j
X
i

�ixixj
� = 0 (D.63)

ce qui est ´equivalentà

jj
X
i

�ixijj = 0 (D.64)

ce qui implique X
i

�ixi = 0; (D.65)

ce qui prouve bien l’existence d’une combinaison lin´eaire (pas n’importe laquelle) entre les vecteursxi. 2

On en déduit les deux propri´etés suivantes :

1. Des vecteurs dont le nombre d´epasse la dimension sont lin´eairement d´ependants.

2. Le nombre maximum de lignes et de colonnes lin´eairement ind´ependantes d’une matrice rectangulaire est le
même.

La dernière propriété conduità la définition du rang d’une matrice : lerang d’une matrice est par d´efinition le
nombre maximal de vecteurs lignes lin´eairement ind´ependants. Ce nombre est idendique au nombre maximal de
vecteurs colonnes lin´eairement ind´ependants, et il est par cons´equent major´e parmin(n;m).

D.5.5 Matrices carr�ees

Dans cette section nous ne consid´erons que des matrices carr´ees d’ordren, n étant quelconque.

Nous avons d´ejà défini la matrice nulle, dont tous les ´eléments sont nuls.
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La matrice identit´e est la matriceI = [�i;j ] dont leséléments diagonaux sont ´egauxà 1 et les ´eléments non
diagonaux sont tous nuls.

Rappelons que le produit de deux matrices d’ordren donne une matrice d’ordren, et que ce produit n’est pas
en général commutatif. Par ailleurs, on a ´evidemment

AI = IA = A; (D.66)

oùA est une matrice d’ordren quelconque etI la matrice identit´e d’ordren. Cette propri´eté justifie le nom de
cette derni`ere matrice. Toute matrice commute aussi avec0 et on a

A0 = 0A = 0: (D.67)

Toute matrice commute ´evidemment avec elle-mˆeme et le produit de matrices est associatif `a condition de
respecter l’ordre des facteurs. On noteAm lam-ème puissance d’une matrice, c’est-`a-dire le produit

A
m =

mz }| {
A � � �A ; (D.68)

et à partir de là on définit des polynˆomes de matrices. On trouve que les polynˆomes d’une mˆeme matrice com-
mutent.

Le produit de matrices diagonales est la matrice diagonale form´ee par les produits des ´eléments diagonaux de
même position. Nous noterons�(a1; : : : ; an), et en abr´egé�(ai) une matrice diagonale et on v´erifiera qu’on a
bien

�(ai)�(bi) = �(aibi) = �(bi)�(ai): (D.69)

Remarquons que toute matrice ne commute pas n´ecessairement avec toute matrice diagonale. En effet soit
�(a1; : : : ; an) une matrice diagonale etB une autre matrice. L’´elémenti; j de la matrice� peut alors s’´ecrire
ai�i;j , et on a

(�B)i;j =

nX
k=1

ai�i;kbk;j = aibi;j ; (D.70)

ce qui veut dire que lai-ème ligne est multipli´ee parai. Par ailleurs

(B�)i;j =

nX
k=1

bi;kak�k;j = bi;jaj : (D.71)

ce qui veut dire que lai-ème colonne est multipli´ee parai. Le produit commute ssibi;jaj = aibi;j ;8i; j, c’est-à-
dire ssibi;j = 0;8i; jjai 6= aj .

Une matrice d’ordren peutêtre vue comme unopérateurlinéaire sur l’espace des vecteurs de dimensionn.
En effet, on d´efinit l’action d’une matriceA sur un vecteurx par le nouveau vecteur not´eAx définit par

(Ax)i =

nX
j=1

ai;jxj ; (D.72)

ce qui peut ˆetre vu comme un cas particulier du produit de deux matrices respectivement de dimensionsn � n

et de dimensionn � 1. On voit que l’action d’une matrice sur un vecteur produit une combinaison lin´eaire des
colonnes de cette matrice. En effet,

Ax =

nX
j=1

xja�;j : (D.73)

On a en particulierIx = x et0x = 0 pour tout vecteurx.
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On montre qu’une matrice d´efinit ainsi un transformation effectivement lin´eaire de l’espace lin´eaire de vecteurs,
ce qui veut dire que l’action d’une matrice sur une combinaison lin´eaire de vecteurs est bien la combinaison
linéaire des actions de cette matrice sur les vecteurs constitutifs de la combinaison lin´eaire :

A(
X
k

�kxk) =
X
k

�kAxk: (D.74)

On montre imm´ediatement que

x�(Ay) = (A�x)�y: (D.75)

Grandeurs num�eriques attach�ees �a une matrice. Nous avons d´ejà défini le déterminant d’une matrice
à la section pr´ecédente.

La trace d’une matrice est d´efinie comme la somme de ses ´eléments diagonaux :

tr(A) =

nX
i=1

ai;i: (D.76)

On a tr(A) = tr(AT ) = tr(A) = tr(A�) et on a

tr(
X
k

�kAk) =
X
k

�ktr(Ak); (D.77)

et

tr(AB) = tr(BA): (D.78)

Polynôme caract�eristique. Par définition, le polynôme caract´eristique d’une matrice est le polynˆome en
� obtenu en d´eveloppant le d´eterminant

jA� �I j: (D.79)

Il s’agit d’un polynôme de degr´en (n étant l’ordre de la matrice) qui poss`ede donc exactementn racines com-
plexes (lorsqu’on les compte avec leur multiplicit´e) etm racines complexes distinctes (m � n). On les appelle
les valeurs propres deA. Le polynôme caract´eristique peut donc s’´ecrire sous la forme

p(�) =

mY
i=1

(�i � �)mi (D.80)

où les�i sont toutes diff´erentes etmi désigne la multiplicité de la valeur propre�i.

En fonction de ces valeurs propres�i; i = 1; : : : ; n on a

jAj =
nY
i=1

�i; (D.81)

et

tr(A) =

nX
i=1

�i: (D.82)

Il est évident que les valeurs propres d’une matrice diagonale sont pr´ecisément les ´eléments diagonaux de cette
matrice. En particulier, le polynˆome caract´eristique de la matriceI estp(�) = (1� �)n, et 1 est la seule valeur
propre de cette matrice.

On montre que sip(x) est un polynˆome, alors les valeurs propres dep(A) sont les valeursp(�i), où �i sont
les valeurs propres deA. En particulier, on a donc

jp(A)j =
nY
i=1

p(�i): (D.83)



CALCUL VECTORIEL ET MATRICIEL D.15

Cette formule a comme cas particulier la formule (D.81) si on prend le polynˆomep(x) = x. D’autre part elle
implique que sip(A) est singulière alors il existe au moins une valeurs propre deA qui soit racine dep(x). En
particulier sip(A) = 0, alors les valeurs propres dep(A) sont toutes nulles, et doncp(�i) = 0;8i. Donc tout
polynôme qui est annul´e par une matrice doit avoir les valeurs propres distinctes de cette matrice comme racines.

Matrices inverses. On appelle matrice inverse d’une matriceA, si elle existe, une matrice not´eeA�1 telle
que

A
�1
A = I : (D.84)

On montre que si la matrice inverse existe alors elle est unique, et on a

AA
�1 = I ; (D.85)

et on ajAj 6= 0 et jA�1j = jAj�1. De plus, la conditionjAj 6= 0 est une condition suffisante d’existence de
l’inverse.

Seules les matrices de rang ´egal à n admettent par cons´equent une inverse. En particulier, l’inverse d’une
matrice diagonale�(ai) existe si et seulement si tous lesai sont non nuls et est alors la matrice diagonales
�(a�1

i ).

Formule de Frobenius-Schur. Cette formule relie l’inverse d’une matrice compos´ee aux inverses de ma-
trices qui la composent. Soit une matrice compos´ee�

A B

C D

�
; (D.86)

oùA etD sont carrées.

Alors siA etF =D �CA�1
B sont invertibles on a�

A B

C D

��1

=

�
A�1 +A�1BF�1CA�1 �A�1BF�1

�F�1CA�1 F�1

�
; (D.87)

et siD etG = A�BD�1C sont invertibles on a�
A B

C D

��1

=

�
G
�1 �G�1

BD
�1

�D�1CG�1 D�1 +D�1CG�1BD�1

�
: (D.88)

Notons qu’il peut arriver en pratique que niA etF niD etG ne soient simultan´emement invertibles alors que la
matrice compos´ee l’est. Mais si ces couples de matrices sont conjointement invertibles alors la matrice compos´ee
l’est forcément, et son inverse est donn´ee par la (ou les) formules de Frobenius-Schur qui s’appliquent.

Transformation d'une matrice. SoitS une matrice invertible etA une matrice quelconque. Alors on
appelle transform´ee deA parS la nouvelle matrice

S
�1
AS: (D.89)

On montre que le d´eterminant et la trace d’une matrice restent invariants lors d’une telle transformation (cons´equence
du fait que ces deux grandeurs appliqu´eesà un produit de matrices sont invariants lorsqu’on commute les fac-
teurs), et par cons´equent que la matrice reste invertible (resp. non invertible) par transformation.

Plus généralement, les relations en matrices form´ees de polynˆomes et de combinaisons lin´eaires restent ´egalement
invariantes. En particulier, si une matrice est invertible alors la transform´ee de son inverse est l’inverse de sa trans-
formée.

Comme la transform´ee laisse invariant le d´eterminant on en d´eduit que

jA� �I j = jS�1(A� �I)Sj = jS�1AS � �I j; (D.90)

ce qui veut dire que le polynˆome caract´eristique et donc l’ensemble des valeurs propres reste ´egalement invariants.

Il s’en suit que s’il existe une matriceS telle queS�1AS soit diagonale (on dit queA est diagonalisable),
alors leséléments diagonaux deS�1

AS sont les valeurs propres deA.
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Vecteurs propres. On dit quex 6= 0 est un vecteur propre d’une matriceA si, et seulement s’il existe� tel
que

Ax = �x: (D.91)

Cela est ´equivalentà dire que

(A� �I)x = 0 (D.92)

ce qui implique qu’il existe une combinaison lin´eaire entre les colonnes deA��I et donc que le d´eterminant de
cette matrice est nul. Cela n’est donc possible que si� est une valeur propre deA.

On a les propri´etés importantes suivantes :

1. l’ensemble des vecteurs propres d’une valeur propre donn´ee forme un sous-espace lin´eaire, la dimension de
ce sous-espace ne peut d´epasser la multiplicit´e de la valeur propre. Il peut ˆetre inférieurà cette multiplicité.

2. les vecteurs propres de valeurs propres diff´erentes sont lin´eairement ind´ependants.

3. en conclusion, le nombre de vecteurs propres lin´eairement ind´ependants (toutes valeurs propres confondues)
est inférieur ouégalà

Pm
i=1mi = n.

SiS est invertible etx est un v.p. de valeur propre� deA, alorsS�1x est un vecteur propre de valeur propre
� deS�1

AS. Inversément, siy est un vecteur propre de v.p.� deS�1
AS, alorsSy est un vecteur propre deA

de valeur propre�. Comme les vecteursxi sont linéairement ind´ependants si, et seulement si les vecteursS�1xi
le sont, le nombre de vecteurs propres lin´eairement ind´ependants de chaque valeur propre ne change pas.

Tous les vecteursei sont des vecteurs propres des matrices diagonales�(ai), de valeur propre�i = ai.

On déduit de ce qui pr´ecède que s’il existe une matriceS qui transformeA en une matrice diagonale alors les
éléments diagonaux de cette derni`ere sont les valeurs propres deA et le nombre de vecteurs propres lin´eairement
indépendants de chaque valeur propre est exactement ´egalà la multiplicité de celle-ci. Invers´ement, si chaque
valeur propre admetmi vecteurs propres lin´eairement ind´ependants, alors il existeS qui transformeA en une
matrice diagonale. En effet, on peut alors choisirn vecteurs propres lin´eairement ind´ependantsx1; : : : ;xn de
valeurs propres respectives�1; : : : ; �n et la matriceS dont les colonnes sont ces vecteurs est invertible et fait le
travail :

(x1; : : : ;xn)
�1A(x1; : : : ;xn) = (x1; : : : ;xn)

�1(�1x1; : : : ; �nxn); (D.93)

or

(�1x1; : : : ; �nxn) = (x1; : : : ;xn)�(�1; : : : ; �n): (D.94)

et par cons´equent

(x1; : : : ;xn)
�1A(x1; : : : ;xn) = �(�1; : : : ; �n); (D.95)

comme le produit de matrices est associatif.

La matriceS qui diagonalise la matriceA est donc form´ee par des vecteurs propres lin´eairement ind´ependants
deA.

Si la matrice est r´eelle, les coefficients du polynˆome caract´eristique sont tous r´eels et les valeurs propres sont
donc soit réelles soit viennent par paires complexes conjugu´ees. D’autre part, six est vecteur propre de valeur
propre� alorsx est vecteur propre de la valeur propre de�. On en déduit que si une valeur propre est r´eelle,
alors si Rex est non nul (resp. Imx)) il est vecteur propre en mˆeme temps quex de cette valeur propre.

Montrons que si lesxi sontk vecteurs propres complexes lin´eairement ind´ependants d’une mˆeme valeur
propre réelle, alors il est possible de construire un ensemble dek vecteurs propres r´eelségalement lin´eairement
indépendants. En effet, si c’est le cas, alors le rang�(A � �I) est inférieurà n � k. Comme cette matrice est
réelle, il doit donc exister au moinsk vecteurs r´eels linéairement ind´ependants tels que(A� �I)yi = 0. 2
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Polynôme minimum. Par définition, le polynôme minimum d’une matrice est le quotient de son polynˆome
caractéristique par la plus grand commun diviseur des mineurs de la matriceA � �I . L’adjectif “minimum” est
justifié par le fait que tout polynˆome qui est annul´e parA est multiple du polynˆome minimum. Pour une matrice
diagonale on trouve directement que le polynˆome minimum s’écrit

m(�) =

mY
j=1

(�� aij ); (D.96)

où lesaij désignent lesm valeurs diagonales distinctes de cette matrice.

On montre que toute matrice annule son polynˆome minimum, et donc a fortiori son polynˆome caract´eristique.
On montreégalement que toutes les valeurs propres deA sont des racines de son polynˆome minimum. Par
conséquent, si le polynˆome caract´eristique n’a que des racines simples il co¨ıncide avec le polynˆome minimum.

La propriété la plus importante est la suivante :

La condition ńecessaire et suffisante pour qu’une matrice puisse se diagonaliser est que son polynôme mini-
mum n’ait que des racines simples.

D.5.6 Matrices hermitiennes et unitaires

Une matrice complexeH est dite hermitienne siH� =H . Dans le cas r´eel, on dit que la matrice est sym´etrique.
Le matrices de variance-covariance forment un exemple de matrice r´eelle symétrique. La somme de deux matrices
hermitiennes est une matrice hermitienne. Le d´eterminant d’une matrice hermitienne est r´eel. On a8x;y vecteurs

x�(Hy) = (x�H)y = (Hx)�y: (D.97)

On aégalement

x�Hx = (xTHx) = (xTHx)T = x�H
�
x = x�Hx; (D.98)

et par cons´equentx�Hx est réel quel que soitx. Supposons alors quex est un vecteur propre de valeur propre
�, alors doncHx = �x. On déduit de l’égalité précédente que

x�(Hx) = �kxk2 = �kxk2; (D.99)

autrement dit,� est réelle.

Une matrice complexeU est dite unitaire siU� = U
�1. Les lignes ou bien les vecteurs colonnes d’une telle

matrice forment une base orthonorm´ee deCp. Dans le cas r´eel on dit que la matrice est orthogonale. Le produit
de deux matrices unitaires est une matrice unitaire. Le d´eterminant d’une matrice unitaire est de module ´egalà
un. On a vis-`a-vis du produit scalaire

(Ux)�(Uy) = x�U�Uy = x�y: (D.100)

On en déduit que le module des valeurs propres vaut 1. En effet, on a en appliquant la propri´eté précédente `a un
vecteur propre deU

��x�x = x�x) �� = 1: (D.101)

La transformée d’une matrice hermitienne (resp. unitaire) par une matrice unitaire reste une matrice hermiti-
enne (resp. unitaire).

Les deux types de matrices partagent la propri´eté suivante :

Les vecteurs propres de valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Il suffit d’appliquer leségalités (D.97) (resp.D.100) à deux vecteurs propres de valeurs propres distinctes. Par
exemple dans le cas d’une matrice hermitienne on trouve, en supposant queHx = �x etHy = �y et� 6= � :

(�x)�y = x�(�y)) (� � �)x�y = 0; (D.102)
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ce qui compte tenu du fait que� = � 6= � implique que

x�y = 0: (D.103)

On montre que toute matrice hermitienne ou unitaire peut ˆetre diagonalis´ee au moyen d’une matrice uni-
taire. En admettant cette propri´eté sans d´emonstration, nous pouvons voir que cette matrice est compos´ee de
vecteurs propres orthogonaux, obtenus de la mani`ere suivante : pour chaque valeur propre�i de multiplicité
mi on construità partir demi vecteurs propres lin´eairement ind´ependants (on sait qu’ils existent car la matrice
est diagonalisable) un ensemble orthonorm´e. Puisque les vecteurs propres de valeurs propres diff´erentes sont
orthogonaux, l’ensemble form´e par tous ces vecteurs propres, toutes valeurs propres confondues est un ensemble
orthonormé, qui peut ˆetre utilisé directement pour former une matrice unitaire.

Donc, toute matrice sym´etrique ou orthogonale peut ˆetre diagonalis´ee au moyen d’une matrice orthogonale.
Montrons, par exemple que si la matrice est sym´etrique réelle, alors c’est bien vrai. Si la matrice est sym´etrique
et réelle, elle est hermitienne (et par l`a de valeurs propres r´eelles). Or nous savons que pour une matrice r´eelle,
l’existence dek vecteurs propres lin´eairement ind´ependants implique l’existence dek vecteurs propres r´eels
linéairement ind´ependants. Ceux-ci peuvent encore ˆetre orthonorm´es, ce qui implique l’existence d’une matrice
orthogonale qui diagonaliseA.

Exemples de matrices hermitiennes. Toutes les matrices qui ont la formeA�
A oùA est une matrice

quelconque (pas n´ecessairement carr´ee) sont hermitiennes, et siA est réelle, elles sont sym´etriques.

Toutes les matrices diagonales r´eelles sont hermitiennes et sym´etriques.

Toutes les matrices bloc diagonales compos´ees de blocs hermitiens (resp. sym´etriques) sont hermitiennes
(resp. sym´etriques).

Enfin les matrices de Toeplitz, d´ecrites ci-dessous sont sym´etriques.

D.5.7 Matrices de Toeplitz

Nous allons faire une petite digression en montrant l’analogie de ce qui vient d’ˆetre vu avec certaines notions de
théorie des syst`emes. Nous en parlerons plus en d´etailsà la fin de cet appendice, lorsque nous analyserons les
espaces de Hilbert.

Une matriceT réelle est dite de Toeplitz siti;j = tk;l;8i; j; k; ljji� jj = jk� lj: Autrement dit, la valeur d’un
élément ne d´epend que de la diff´erence (absolue) entre ses indices de lignes et de colonnes. Ce type de matrice
est donc de la forme

H =

2
66664

h0 h1 � � � hn

h1 h0 � � � ...
...

...
... h1

hn � � � h1 h0

3
77775 ; (D.104)

et, en particulier est sym´etrique. Ce type de matrice est fr´equemment recontr´e dans les applications en traitement
de signal et en th´eorie des syst`emes, stochastiques notamment. Par exemple, pour une processus stationnaire
et un ensemble fini d’instants ´equidistantsti = t0 + k�t; k = 0; : : : ; n, la matrice de variance-covariance

fini-dimensionnelle dont les ´elémentsRi;j
4
= EfX (ti)X (tj)g est une matrice de Toeplitz.

Si nous travaillons avec des signaux en temps discret de dur´ee finie (disonsn+1 échantillons), nous pouvons
représenter un signal par un vecteur(x0; : : : ; xn)

T . Pour la simplicité supposons quen soit pair et supposons
que n

2 + 1 représente l’origine des temps. Alors l’action d’une matriceA sur un vecteur repr´esente l’action
d’un système linéaire sur le signal correspondant. Lai-ème colonne deA représente alors la r´eponse impul-
sionnelle du syst`eme linéaire pour une impulsion d’entr´ee située à l’instant ti�1. En particulier, la colonne
centrale repr´esente la r´eponse impulsionnelle pour une impulsion ent = 0. Nous voyons que si la matrice
est de Toeplitz, cette r´eponse est le vecteur(hn

2
; : : : ; h1; h0; h1; : : : ; hn

2
), qui est non-causale (`a moins que

le système ne soit l’op´erateur identit´e). On voit que les autres colonnes sont simplement d´ecalées dans le
temps, avec un effet de bord aux extr´emités. Si maintenant on fait tendren ! 1 cet effet de bord disparaˆıt
et l’action de la matrice sur un vecteur est ´equivalente `a l’action d’un syst`eme de convolution (lin´eaire et invariant
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dans le temps) sur le signal correspondant. On sait que l’action d’un tel syst`eme sur les signaux de la forme
(1; exp(j!); exp(2j!); : : : ; exp(nj!)) (c’est-à-direxk = exp(kj!)) est simplement de les multiplier parH(!)
oùH(!) est la transform´ee de Fourier de la r´eponse impulsionnelle. Dans notre terminologie des matrices, cela
veut dire que pourn!1, les vecteurs de signauxx tels quexk = exp kj! sont des vecteurs propres de valeur
propresH(!). L’ensemble des valeurs propres tend donc vers un ensemble continu. On peut montrer (voir es-
paces de Hilbert) que l’ensemble des vecteurs propres forme une base orthonorm´ee d’un espace de signaux (ceux
dont la transform´ee de Fourier existe) et “diagonalisent le syst`eme”, ce qui se traduit par le fait que la transform´ee
de Fourier d’un signal de sortie est le produit de la transform´ee de Fourier de l’entr´ee par la transform´ee de Fourier
de la réponse impulsionnelle du syst`eme.

D.5.8 Matrices hermitiennes d�e�nies positives

Un matrice hermitienne est d´efinie positive (h.d.p) si toutes ses valeurs propres sont strictement positives. Si
aucune valeur propre n’est n´egative (certaines pouvant ˆetre nulles) nous dirons que la matrice est non-d´efinie
négative ou semi-definie positive. Si toutes les valeurs propres sont strictement n´egatives, nous dirons que la
matrice est d´efinie négative.

Montrons qu’une matrice est h.d.p. si et seulement si8x 6= 0,

x�Hx est réel et strictement positif (D.105)

Montrons queH est hermitienne. En effet, puisquex�Hx est réel, on a (en prenant deux vecteurs de la base)

x�(Hx) = xTHx = (H�x)Tx = x�(H�x): (D.106)

Doncx�((H �H�)x) = 0 pour toutx. Donc, pour tousx ety on a

4x�((H �H�)y) = (x+ y)�(H �H�)(x+ y)� (D.107)

(x� y)�(H �H�)(x� y) + (D.108)

i(x+ iy)�(H �H�)(x+ iy) + (D.109)

�i(x� iy)�(H �H�)(x� iy) (D.110)

= 0: (D.111)

En prenantx = (H �H�)y on en déduit que

j(H �H�)yj2 = 0 (D.112)

pour touty et donc la matrice(H �H�) doit être nulle. Puisque la matrice est hermitienne elle dispose de
valeurs propres r´eelles. Montrons qu’elles sont strictement positives. Soit� et un vecteur propre (forc´ement non
nul) de celle-cix. On a

x�Hx = �jxj2 > 0) � > 0: (D.113)

La réciproque est presque imm´ediate : siH est h.d.p. alors elle est diagonalisable par une unitaireU . Donc
8x non nul le vecteury = U

�
x est non nul. Et,

x�Hx = (Uy)�H(Uy) = y�(U �HU )y =
X
i=1

�ijyij2 > 0: (D.114)

On peut alors se convaincre que pour toute matrice h.d.p., la forme

x�Hy (D.115)

définit un produit scalaire et de par l`a induit une norme et une distance sur l’espace des vecteurs complexes.
Similairement, toute matrice r´eelle d’ordrep symétrique définie positive d´efinit un produit scalaire, une norme et
une distance surRp .

Exemples. Les matrices qui s’´ecriventA�A sont h.d.p. pour autant que leur rang soit maximal. Sinon, elles
sont s.d.p.





E STRUCTURES ALGEBRIQUES
DISCRETES

E.1 INTRODUCTION

Le but de cet appendice est de collationner les notions de structures alg´ebriques classiquement utilis´ees en
mathématique. La plupart de ces notions sont connues par les ´etudiants, dans le cadre des corpsR (et C) et
des espaces lin´eairesRp (etCp) (voir notamment appendicesD etF.).

Plus spécifiquement, notre but est de discuter ces notions dans le cadre des ensembles finis (structures discr`etes),
ce qui représente le contexte dans lequel ces notions seront utilis´ees en th´eorie de l’information (codage de canal).

Nous introduirons donc tout d’abord de mani`ere abstraite les notions de groupe, anneau et corps.

Ces notions seront alors illustr´ees d’une part sur les exemples classiques (R et C), puis, de mani`ere plus
détaillée, sur les ensembles finis.

Ensuite, nous discuterons ce que deviennent les stuctures d’espace vectoriel lorsqu’elles sont d´efinies sur des
ensembles finis et des corps finis. Notre but est ici de nous convaincre que les notions telles qu’ind´ependance
linéaire, base vectorielle et orthogonalit´e survivent avec la plupart des propri´etés intuitives dont elles font preuve
dans les espacesRp .

Enfin, l’appendice fournit ´egalement une introduction aux corps de Gallois, ce qui repr´esente une mati`ere plus
ardue mais largement utilis´ee (dans le cadre de la th´eorie des codes lin´eaires notamment).

Note. La matière sur les corps de Gallois ne fait pas partie de la version distribu´ee pour l’ann´ee acad´emique
1998-1999.

E.2 GROUPES COMMUTATIFS

E.2.1 Structure de groupe commutatif

Soit un ensembleG et une op´eration interne d´esignée par+ (une fonction deG�G! G, qui associe `ax; y 2 G

unélément deG désigné parx+ y). Cette op´eration définit une structure de groupe commutatif si elle v´erifie les
axiomes suivants

1. Associativité : x+ (y + z) = (x+ y) + z, 8x; y; z 2 G.

2. Commutativité : x+ y = y + x, 8x; y 2 G.

E.1
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3. Elément neutre :90 2 Gj8x 2 G : x+ 0 = 0 + x = x.

4. Elements oppos´es :8x 2 G j 9 � x 2 G : x+ (�x) = (�x) + x = 0.

Remarques.

1. Souvent on note l’oṕeration binaire par la juxtaposition (xy) et dans ce cas l’élément neutre est désigńe par1
et l’oppośe parx�1 (appeĺe inverse).

2. Nous d́esignerons l’́element neutre par 0 ou 1 selon qu’il s’agit d’un groupe additif ou multiplicatif (voir
ci-dessous).

3. Bien qu’un groupe soit d́efini par l’ensembleG et l’opération+, nous d́esignerons souvent le groupe parG
(plutôt que(G;+)) lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion sur l’opération+.

On utilise le terme de groupe si le deuxi`eme axiome n’est pas v´erifié. S’il est vérifié on utilise indifféremmment
le terme de groupe commutatif ou de groupe Ab´elien. Dans la suite nous ne consid´erons que les groupes com-
mutatifs, sauf mention explicite du contraire.

Exemples.

1. L’ensembleR muni de l’addition est un groupe commutatif. De mˆeme,Rnf0g muni de la multiplication est
un groupe commutatif.

2. L’ensembleZ (entiers positifs et n´egatifs) muni de l’addition est un groupe commutatif. L’ensembleN muni
de l’addition (ou de la multiplication) enti`ere n’est pas un groupe (non-existence des ´elements oppos´es).

3. L’ensemblef0; 1gmuni de l’opération d’additionmodulo2 (notation�2), définie par la table

�2 0 1

0 0 1
1 1 0

est un groupe commutatif (´elément neutre 0). L’oppos´e de1 est1 lui-même. Ce groupe est souvent d´esigné par
Z2.

4. Plus généralement, soitp un nombre entier positif� 2. Alors, l’ensembleZp = f0; 1; : : : ; p � 1g muni de
l’opération d’additionmodulop (notation�p) définie par

x�p y =

�
x+ y si x+ y < p

x+ y � p si x+ y � p

est un groupe (´elément neutre0, opposé : x 6= 0 ) �x modp = p� x). Par souci de concision nous noterons
cette opération par�, et nous d´esignerons ce groupe par(Zp;�). De touteévidence l’exemple 3 est le cas
particulier pourp = 2.

E.2.2 Sous-groupes

Si (G;+) est un groupe, alorsK � G défini un sous-groupe(K;+) s’il satisfait aux conditions suivantes

1. Six; y 2 K, alorsx+ y 2 K (fermeture).

2. Six 2 K, alors�x 2 K.

3. (par cons´equent),0 2 K.

Exemples.

1. Dans(Z;+) l’ensemble de tous les entiers multiples d’un nombre entier positifp est un sous-groupe; on le
désigne par(pZ;+). En particulier, l’ensemble des nombres pairs(2Z;+) est un sous-groupe.

2. SiK1 etK2 sont deux sous-groupes, alors l’ensembleK1 +K2 défini parK1 +K2 = fx = x1 + x2jx1 2
K1; x1 2 K2g est encore un sous-groupe.

3. Le singletonf0g qui ne contient que l’´element neutre est un sous-groupe. Il est dit trivial. De mˆeme,G
lui-même est un sous-groupe. Il est dit non propre.
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E.2.3 Cosets

Soitx 2 G etK un sous-groupe. On appellecosetdex moduloK, le sous-ensemble deG notéx+K défini par

x+K = fx+ kjk 2 Kg: (E.1)

Notons que le coset d’un ´elément non-nul n’est pas un groupe. Dans(Z;+) l’ensemble des nombres impairs
est le coset de1 moduloZ2 (le sous-groupe des nombres pairs).

Proposition.

L’ensemble des cosets modulo un sous-groupeK quelconque possède les propríet́es suivantes

1. Toutélement deG appartientà au moins un coset.

2. Si deux cosets ont unélément commun, ils sont identiques.

3. Deuxélémentsx ety appartiennent au m̂eme coset si et seulement six� y 2 K.

4. Si le sous-groupeK poss̀eder élements, alors chaque coset possèder élements.

Par cons´equent, un sous-groupeK définit par l’intermédiaire de ses cosets une partition deG en classes
d’équivalence qui, lorsqueK est fini, ont toutes le mˆeme nombre d’´eléments.

Notons que siG est lui-même fini, alorsK doit l’ être aussi. Par cons´equent, lorsqueG est fini et de tailleR,
alors tout sous-groupe doit avoir un nombre d’´elémentsr tel querk = R, pour un entierk fini.

Il s’en suitégalement que siR est un nombre premier, alorsG n’admet que deux sous-groupes :G lui-même,
et le sous-groupe trivial. Un tel groupe est ditprimitif ou irr éductible.

Par exemple, dans(Z;+) le sous-groupe des nombres pairs d´efinit deux cosets : l’ensemble des nombres pairs
et l’ensemble des nombres impairs. Ces classes ne sont pas finies, mais elles ont mˆeme cardinalit´e.

E.2.4 Factorisation

SoitG un groupe etK un sous-groupe propre. Dans chaque coset deK, choisissons (arbitrairement) un ´elément
appelé têtede coset. D´esignons alors parG=K l’ensemble form´e par les tˆetes de tous les cosets deK ainsi
choisis, et d´efinissons sur cet ensemble l’op´eration suivante :x3y 1 est la tête du cosetx+ y +K.

Alors il est facile de d´emontrer que la structure(G=K;3) définit un nouveau groupe commutatif. L’´elément
neutre de ce groupe est la tˆete du coset0 +K.

De façon concrète, ce groupe d´epend bien sˆur du choix effectu´e pour les tˆetes de coset. Cependant, on montre
que deux groupes quelconques ainsi construits `a partir du même sous-groupeK sont isomorphes. cela veut dire
qu’ils peuventêtre mis en bijection en respectant l’op´eration interne : image de la somme = somme des images,
l’image de l’élement neutre est l’´elément neutre et l’image de l’oppos´e est l’oppos´e de l’image.

Par cons´equent, la factorisation d’un groupe par un sous-groupe d´efinit essentiellement une seule nouvelle
structure de groupe, qu’on note en g´enéral(G=K;+) ou simplementG=K.

Exemples.

1. (Z=2Z;+) désigne la factorisation de(Z;+) par le sous-groupe des nombres pairs. Ce groupe est compos´e
de deuxéléments (les tˆetes des cosets des nombres pairs et impairs respectivement). Ce nouveau groupe est
isomorphe au groupe(Z2;�2).

2. Plus généralement, pour un entier possitifp quelconque, la factorisation de(Z;+) par le sous-groupe(pZ;+)
est un groupe isomorphe `aZp : Z=pZ = Zp:

E.2.5 Congruence modulo p

On dit que deux entiers sont congruents (ou ´egaux)modulop si leur différence est un multiple entier dep, c’est-
à-dire si ces nombres appartiennent au mˆeme coset depZ.

On note cela par
x � y;
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en laissant implicite la valeur dep. Il est clair que cette relation est une relation d’´equivalence (sym´etrique,
réflexive et transitive). Elle d´efinit par cons´equent une partition deZ. Cette partition est ´evidemment la mˆeme
que celle d´efinie par les cosets modulopZ. Elle partitionneZ enp classes disjointes de mˆeme taille.

E.2.6 Produit cart�esien de groupes

Soient(G1;+1) et (G2;+2) deux groupes. Consid´erons, la structure(G;+) définie par le produit cart´esien
G = G1�G2, c’est-à-dire l’ensemblef(x1; x2) jx1 2 G1; x2 2 G2gmuni d’une opération d’addition+ induite
à partir des op´erations+1 et+2 par la règle

(x1; x2) + (y1; y2) = (x1 +1 y1; x2 +2 y2):

On peut se convaincre que cette op´eration répond bien `a tous les desiderata pour d´efinir une structure de groupe.
L’ élément neutre deG est(01; 02), c’est-à-dire la paire d´efinie par les ´eléments neutres des groupesG1 etG2 de
départ.

De touteévidence le groupe produitG2 � G1 est isomorphe au pr´ecédent et il n’y a donc pas de raison de
distinguer ces deux objets (on dira que le produit cart´esien de groupes est commutatif).

Par induction, on d´efinit alors le produit cart´esien d’un nombre quelconque de groupes, et en particulier des
groupes de la formeGm = G� � � � �G définisà partir d’un seul groupe de d´epart. Les ´elements de ces groupes
sont désignés par le terme de vecteur `am dimensions. Nous reviendrons sur ce type de structure un peu plus loin.

E.3 ANNEAUX ET CORPS

Ces structures sont d´efiniesà l’aide de deux op´erations internes qu’on d´esigne habituellement par les termes
d’addition+ et de multiplication (� ou juxtaposition). Il s’agit de structures alg´ebriques essentiellement d´ecalquées
sur le corps des nombres r´eels.

Notre objectif est ici d’énoncer les propri´etés axiomatiques de ces structures, puis de discuter plus en d´etails
le cas de ces structures lorsqu’elles sont d´efinies sur un ensemblefini. Elles jouent un rˆole très important dans le
cadre de la th´eorie des codes correcteurs d’erreurs.

E.3.1 Corps

Un corps est un ensembleF (terme anglaisfield) muni de deux op´erations binaires+ et � telles que

1. (F;+) est un groupe commutatif avec l’´element neutre d´esigné par0.

2. (Fnf0g; �) est un groupe commutatif (´elément neutre d´esigné par1).

3. � est distributive par rapport `a+ : x � (y + z) = (x � y) + (x � z) surF .

On voit que toute la coh´erence entre addition et multiplication est assur´ee par la simple propri´eté de distributivité.

Ce type de structure r´epond aux axiomes suivants

1. associativit´e pour les deux op´eration internes

2. commutativité pour les deux op´eration internes

3. distributivité

4. existence d’´elements neutres0 et1 pour les deux op´erations internes

5. existence d’oppos´es (par rapport `a+)

6. existence d’inverses (par rapport `a �, et sauf pour0)

E.3.2 Anneaux

Comme de nombreuses structures alg´ebriques r´epondent `a tous ces axiomes sauf au dernier, on r´eserve le terme
d’anneau `a ces structures. Un corps est donc un anneau tel que tout ´element non nul dispose d’un inverse.
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E.3.3 Quelques propri�et�es �el�ementaires

1. Dans un corps on peut d´efinir les opérations de soustraction (resp. de division) par l’addition de l’oppos´e (resp.
la multiplication par l’inverse).

2. Comme(Fnf0g; �) est un groupe, cela implique que le produit de deux ´eléments non-nuls est un ´elément
non-nul. Cependant, la structure ne d´efinit pas explicitement la multiplication par0. Montrons que la seule fac¸on
cohérente d’étendre la multiplication au cas o`u l’un des deux termes est nul estx � 0 = 0 � x = 0. En effet,
la distributivité implique quex(0 + y) = x0 + xy;8x; y; par ailleurs comme0 + y = y on doit donc avoir
xy = x0 + xy ce qui implique quex0 = 0. Une démonstration identique implique aussi que0x = 0, quelque
soitx non-nul. Si0x = 0 alors l’associativit´e implique que0(0 + y) = 0 � 0 + 0 � y = 0, et donc que0 � 0 = 0.
Inversement, ayant ainsi ´etendu l’opération de multiplication `a0, on en déduit quexy = 0) x = 0 _ y = 0.

3. Simplification :[a 6= 0] ^ [ax = ay]) x = y. En effet,ax = ay ) a(x� y) = 0) [x = y] _ [a = 0].

4.�x = (�1) � x, car(1 + (�1)) � x = x+ (�1) � x = 0 � x = 0.

Exemples.

1. R muni des op´erations usuelles forme un corps, de mˆeme queC.

2. L’ensemblef0; 1g muni de l’addition modulo 2 et de la multiplication1 � 1 = 1 (le groupe(Fnf0g; �) est
trivial) forme un corps. On a ´evidemment0 � 0 = 0 � 1 = 1 � 0.

3. L’ensembleZ ne forme pas un corps (les deux seuls entiers qui admettent une inverse sont 1 et -1). Il s’agit
cependant d’un anneau.

E.3.4 Les anneaux et corps Zp

Soit un anneauF etp un élément non-nul deF . Nous pouvons construire l’ensembleF=pF = Fp constitué par
les têtes des cosets depF (les multiples dep).

Commentétendre les op´erations d’addition et de multiplication de la mani`ere suivante : soientx; y deux
éléments deFp (c’est-à-dire deux tˆetes (choisies arbitrairement) de deux cosets depF ), alors

x+ y est défini comme la tˆete du cosetx+ y + pF (E.2)

xy est défini comme la tˆete du cosetxy + pF (E.3)

Il est aisé de se convaincre que cette structure jouit des propri´etés requises pour ˆete un anneau.

Exemple.

DansZp l’addition est définie par l’additionmodulop (�p) et de même pour la multiplication (not´ee
p). C’est-
à-dire que si nous choissons les entiersf0; 1; : : : ; p � 1g comme têtes de cosets, alorsx 
p y dansZp est
obtenu parxy modulop dansZ. On voit bien que cette d´efinition préserve la distributivit´e : x �p x = 2 
p x,
x�p x�p x = 3
p x : : :

Th�eor�eme.

Si, et seulement sip est un nombre premier alorsZp est un corps.

Preuve.

Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de se convaincre que chaque ´elément non-nul deZp
dispose d’une inverse lorsquep est premier. Nous allons proc´eder par induction (le cas de base est trivial, car
1�1 = 1) : supposons avoir la preuve que les ´eléments1; 2; : : : ; i�1 disposent des inverses1�1; 2�1; : : : (i�1)�1

montrons quei doit alors aussi avoir une inverse.

Il suffit d’effectuer la division enti`ere dep pari : on ap� r = iq, qui implique�r = i
 q (dansZp). Comme
r est plus petit quei (c’est le reste de la division dep pari) et ne peut ˆetre nul (carp est un nombre premier) son
inverse doit exister par hypoth`ese. Soit alorsx = (�1)
 q 
 r�1. On trouve

i
 x = i
 (�1)
 q 
 r�1 = (�1)
 (i
 q)
 r�1 = r 
 r�1 = 1:

A contrario, sip n’est pas premier alorsZp ne peut pas ˆetre un corps : en effet commep est non premier il
peut s’écrire sous la formep = r1r2 (avec0 < r1; r2 < p). Mais alorsr1 
p r2 = 0, ce qui est incompatible
avec la structure de corps, sauf sir1 = 0 our2 = 0 ce qui contredit notre hypoth`ese.
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Nous sommes donc ´equipés des corpsZ2, Z3, Z5 : : : . Dans la suite, nous allons construire des corps ayant
pk éléments avecp un nombre premier etk un entier positif quelconque (vu ce qui vient d’ˆetre dit, ces corps sont
diff érents (non isomorphes `a) deZpk ), sauf sik = 1. Il s’agit des corps de Gallois discut´esà la sectionE.5.

Par contre, il n’existe pas de corps fini ayant six ´eléments. En fait on peut d´emontrer qu’un corps fini doit
nécessairement comporter un nombre d’´eléments ´egalà une puissance enti`ere d’un nombre premier. On montre
enfin que les seuls corps finis sont les corps de Gallois.

La structure de corps fini impose donc des restrictions sur le choix de la taille deF .

E.4 ESPACES LINEAIRES

Soit (F;�;
) un corps (dont les ´eléments sont appel´es scalaires) et soitL un ensemble (dont les ´eléments
sont appel´esvecteurs) muni de deux op´erations+ (interne) et� (externe : multiplication par un scalaire). Cette
structure conjointe d´efinit un espace lin´eaire (les ´elements deL en sont les vecteurs) si

1. (L;+) est un groupe

2. t � x est un vecteur d´efini pour tout scalairet et tout vecteurx.

3. Associativité : (s
 t) � x = s � (t � x).
4. Distributivité : t � (x+ y) = (t � x) + (t � y) et (s� t)x = s � x+ t � x.

5. 1 � x = x pour tout vecteurx.

De ces axiomes on peut d´eduire les cons´equences suivantes :

1. 0 � x = 0 (le produit d’un vecteur par le scalaire nul donne le vecteur nul).

2. (�1) � x = �x;

3. t � 0 = 0.

Exemples.

1. Fn (l’ensemble de tous lesn-tuples de scalaires du corpsF ) et muni des op´erations+ et � induites par celles
deF comme suit

(x1; : : : ; xn) + (y1; : : : ; yn) = (x1 � y1; : : : ; xn � yn) (E.4)

t � (x1; : : : ; xn) = (t
 x1; : : : ; t
 xn) (E.5)

est un espace vectoriel lin´eaire. On convient dans ce cas d’utiliser les mˆemes symboles pour d´esigner les
opérations vectorielles et celles sur le corps des scalaires.

2. Rp est de cette mani`ere un espace vectoriel lin´eaire défini surR.

3. Zn
p est de cette mani`ere un espace vectoriel lin´eaire défini surZp (p étant premier). Cet espace d´efinit en réalité

l’ensemble des mots construits sur un alphabet dep symboles, ce dernier ´etant muni d’une structure de corps. En
particulier, lorsquep = 2 on parle de mots binaires de longueurn.

E.4.1 Sous-espaces lin�eaires

Un sous-ensembleK d’un espace lin´eaireL est ditsous-espacesi toute combinaison lin´eaire de vecteurs deK
appartient encore `aK (on peut avoirK = L avec cette d´efinition). En particulier, pour tout espace le singleton
f0g forme un sous-espace (dit trivial). Ce sous-espace est aussi dit minimal, car il doit ´evidemment ˆetre inclus
dans tout autres sous-espace deL.

Les sous-espaces lin´eaires deZn
2 forment ce qu’on appellera l’ensemble des codes (binaires) lin´eaires de

longueurn. Voyons comment on peut construire de tels codes.

Espace engendr�e.

Soitfx1; : : : ;xkg un ensemble de vecteurs. Alors, l’ensemble des combinaisons lin´eaires de ces vecteurs est
nécessairement un sous-espace lin´eaire deL. Il s’agit du plus petit sous-espace lin´eaire qui contient ces vecteurs.
On dit que les vecteurs engendrent ce sous-espace.
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Ind�ependance lin�eaire et base vectorielle.

Les vecteursfx1; : : : ;xkg sont dits (par d´efinition) linéairement ind´ependants si aucun d’entre-eux ne peut
s’exprimer sous la forme d’une combinaison lin´eaire des autres.

Les vecteursfx1; : : : ;xkg forment une base d’un sous-espace lin´eaire s’ils engendrent cet espace et sont
linéairement ind´ependants. En particulier, ils forment une base deL s’ils sont linéairement ind´ependants et
engendrentL. S’il existe une base avec un nombre fini de vecteurs alors l’espace est dit de dimension finie (voir
appendiceF.4pour une discussion plus fine de ce concept).

Les espacesFn définisà partir d’un corpsF sont tous de dimension ´egaleàn. Ils sont en effet engendr´es par
les vecteursei (composantes�i;j), quel que soit le corpsF et ces vecteurs sont lin´eairement ind´ependants quel
que soit le corpsF .

On montre que siL est défini sur un corps fini, alors il est de dimension finie si et seulement s’il est fini. (C’est
le cas pourFn si F est fini).

On peut d’ailleurs mettre un espace de dimension finien défini sur le corpsF en bijection avecFn. En
effet, soitL cet espace etfe1; : : : ; eng une base deL. Alors, il est facile de montrer que8x 2 L il existe une
combinaison lin´eaire unique

x =

nX
i=1

tiei:

Inversement, pour tout choix desti, on a
Pn

i=1 tiei 2 L et lesti identifient un vecteur unique (lin´earité). Donc
la donnée d’un vecteur est ´equivalente `a la donnée d’unn-tuple de scalaires deF . Dans cette correspondance
bijective, l’addition vectorielle se traduit par l’addition dansFn et la multiplication par un scalaire `a celle surFn.
SiR est le nombre d’´eléments deF , le nombre d’élements deFn et donc de vecteurs deL vautRn.

La morale de cette histoire est que si nous nous focalisons sur les espaces de dimension finie d´efinis sur un
corpsF , nous pouvons aussi bien limiter notre int´erêt aux espacesFn.

Dimension.

SoitL un espace de dimensionk (il dispose d’un base compos´ee dek vecteurs). Alors

1. Chaque base deL dispose exactement dek vecteurs.

2. Chaque ensemble compos´e dek vecteurs linéairement ind´ependants forme une base.

3. k est le nombre maximal de vecteurs lin´eairement ind´ependants.

4. Chaque sous-espace propre deL a une dimension strictement inf´erieureà k (ce qui implique aussi que siL0

est un sous-espace deL de dimensionk, il doit être identique `aL).

E.4.2 Orthogonalit�e

Nous restreignons notre ´etude aux espacesFn définis sur et `a partir d’un corps fini(F;�;
). Essayons de voir
si la notion d’orthogonalit´e peut encore ˆetre utilisée comme usuellement.

Produit scalaire.

Etant donn´es deux vecteursx = (x1; : : : ; xn); y = (y1; : : : ; yn) 2 Fn nous définissons leur produit scalaire
par :

hx; yi = x1 
 y1 � � � � � xn 
 yn:

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

Ce produit scalaire d´efinit donc une application deFn � Fn dansF , et vérifie (c’est assez ´evident) les pro-
priétés suivantes

1. h0; yi = 0.

2. hx; yi = hy; xi, 8x; y 2 Fn.

3. hx; y + zi = hx; yi+ hx; zi, 8x; y; z 2 Fn.
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4. hx; t � yi = t
 hx; yi, 8x; y 2 Fn;8t 2 F .

Malheureusement, nous n’avons pas en g´enéral

hx; xi = 0) [x = 0];

et le produit scalaire ne d´efinit donc pas n´ecessairement une norme surFn. D’ailleurs, la structure de corps fini
est d’une certaine mani`ere incompatible avec la structure d’ordre qui est n´ecessaire `a la définition d’une norme.

Par exemple, bien qu’on puisse d´efinir une structure d’ordre sur un corps fini (p.ex. surZp on peut utiliser
l’ordre “naturel”), il n’est pas possible de d´efinir une structure d’ordre qui reste compatible (au sens usuel) avec
les opérations d’addition et de multiplication. Il faudrait pour cela que (par exemple)

x; y > 0) x+ y > 0;

et

x > y ) x� y > 0;

quels que soientx; y 2 F .

Afin de bien clarifier cette distinction qu’il faut faire par rapport `a la notion usuelle de produit scalaire prenons
comme exempleZ2

2 , et prenons deux vecteurs dex; y 2 Z2
2 . On trouve que

h(0; 0); (0; 0)i = 0 (E.6)

h(0; 0); (0; 1)i = 0 (E.7)

h(0; 0); (1; 0)i = 0 (E.8)

h(0; 0); (1; 1)i = 0 (E.9)

h(0; 1); (0; 1)i = 1 (E.10)

h(0; 1); (1; 0)i = 0 (E.11)

h(0; 1); (1; 1)i = 1 (E.12)

h(1; 0); (1; 0)i = 1 (E.13)

h(1; 0); (1; 1)i = 1 (E.14)

h(1; 1); (1; 1)i = 0 (E.15)

On voit donc en particulier que certains vecteurs non-nuls peuvent ˆetre orthogonaux `a eux-mêmes, ce qui est
impossible lorsqueF = R.

Compl�ement orthogonal.

SoitL un sous-espace lin´eaire deFn. Le complément orthogonal deL (notéL?) est par d´efinition, l’ensemble
des vecteurs deFn orthogonaux `a tous les vecteurs deL.

Par exemple, dansZ2
2 considérons l’ensembleL = f(0; 0); (1; 1)g. Cet ensemble est un sous-espace lin´eaire,

comme on peut le v´erifier aisément. Il est identique (!) `a son compl´ement orthogonal.

Proposition.

On a ńeanmoins le ŕesultat important suivant pour un sous-espaceL deFn :

1. L? est lui-m̂eme un sous-espace linéaire.

2. Six est orthogonaux̀a chacun des vecteurs d’une base deL, alors il figure dansL?, ce qui veut dire en
fait que2 quelle que soit la base deL, L? se ŕeduit exactement aux vecteurs qui sont orthogonauxà tous les
vecteurs de cette base.

3. Sik est la dimension deL, n� k est la dimension deL?.

4. Corollairement,(L?)
?
= L.
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E.4.3 Matrices

Nous introduisons ici les matrices non pas comme op´erateurs mais parce que nous nous int´eressons aux solutions
de systèmes homog`enes d’équations lin´eaires. Ce type de syst`emes est utilis´e notamment en th´eorie des codes
linéaires et nous verrons que l’ensemble des solutions de tels syst`emes forme un sous-espace lin´eaire (compl´ement
orthogonal de l’espace engendr´e par les vecteurs qui d´efinissent les coefficients des diff´erentes ´equations).

Un tel système peut s’´ecrire en abr´egé sous la forme

hx; a1i = 0 (E.16)

: : : hx; ami = 0 (E.17)

où lesai sont des vecteurs deFn etx désigne l’inconnue.

Soitki l’indice du premierélément non-nul du vecteurai. Nous pouvons ´evidemment r´earranger ces ´equations
de façonà ce que les vecteursai soient triés par ordre croissant deki. Dans ce cas, les vecteursak nuls viennent en
dernière position, et peuvent ˆetreéliminés. Comme l’ensemble de solutions ne change pas lorsque nous ajoutons
(ou retranchons) `a un des vecteursai un multiple d’un des autres vecteurs, on peut s’arranger pour que les indices
ki soient en ordre strictement d´ecroissant. La propri´eté principale de ce r´earrangement est de conduire `a un
ensemble de vecteurs lin´eairement ind´ependants.

Le rang du syst`eme est par d´efinition le nombre de vecteurs lin´eairement ind´ependants de ce syst`eme. Il est
évident que ce nombre ne varie pas lors des transformations indiqu´ees ci-dessus. Donc le nombre de vecteurs
(non nuls) qui subsistent est ´egal au rang du syst`eme, et les vecteurs solutions du syst`eme sont orthogonaux aux
vecteurs qui subsistent : ils forment le compl´ement orthogonal de l’espace engendr´e par les vecteurs du syst`eme.

Un système de rangm peut donc ˆetre représenté par une matrice dem vecteurs linéairement ind´ependants de
Fn.

E.5 CORPS DE GALLOIS

Note. Cette section ne figure pas dans la version distribu´ee en 1998-99.

Notes

1. Nous utilisons un symbole diff´erent pour l’opération interne d´efinie surG=K pour bien la distinguer de l’op´eration interne+ définie
surG.

2. Compte tenu de la d´efinition deL?.





F ESPACES LINEAIRES
TOPOLOGIQUES

F.1 INTRODUCTION

Les deux sections suivantes couvrent une mati`ere non enseign´ee en candidature ing´enieur,à savoir des ´eléments
de topologie et d’espaces vectoriels lin´eaires g´enéraux.

Notre but est de fournir une introduction aux espaces de Hilbert, mais nous en profitons pour fournir au lecteur
intéress´e quelques ´eléments de topologie abstraite, th´eorie math´ematique qui soutend les notions de convergence
et de continuit´e de fonctions. Nous esp´erons ainsi mettre en ´evidence comment les notions g´eométriques et
analytiques classiques dansRp apparaissent comme des cas particuliers de notions plus g´enérales.

F.2 ELEMENTS DE TOPOLOGIE

Nous indiquons tout d’abord la d´emarche g´enérale qui conduit `a la définition d’une topologie sur un ensemble
quelconque, puis nous particulariserons aux espaces m´etriques. Nous encourageons le lecteur r´eellement int´eress´e
par les questions abord´ees dans les sections qui suivent de consulter [Rom75].

Soit
 un ensemble dit universel. Une topologieT sur
 est un ensemble de parties (ou sous-ensembles1)
ditesouvertsde
 (i.e. T = f: : : V� : : : g � 2
) qui jouit des propri´etés axiomatiques suivantes :

1. ; 2 T ,

2. 
 2 T ,

3. Une union quelconque
S
� V� d’ouverts est encore un ouvert.

4. Une intersection finie d’ouverts est encore un ouvert.

Le couple(
; T ) est appel´e espace topologique.

Nous verrons que si on remplac¸ait la condition 4. par “une intersection quelconque d’ouverts est encore un
ouvert” on impose une restriction trop forte `a l’ensembleT , qui ne conduirait qu’`a des topologies relativement
inintéressantes (par exemple la topologie discr`ete décrite ci après).

Exemples.

1. Il est clair que2
 (c’est-à-dire l’ensemble de toutes les parties de
) définit une topologie. Cette topologie
s’appelle la topologie discr`ete.

F.1
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2. La topologie form´ee des seuls ouverts
 et; est appel´ee topologie indiscr`ete.

3. Nous verrons ci-dessous que la notion de boule ouverte dansR
p au sens d’une certaine distance d´efinit une

topologie : les ouverts y sont les sous-ensembles deR
p qui contiennent au moins une boule ouverte centr´ee en

chacun de leurs points.

F.2.1 Comparaison et construction de topologies

Il est clair que pour un ensemble universel donn´e, il est possible de d´efinir plusieurs topologies (voire une infinit´e).
Etant donn´e deux topologiesT1 etT2 définies sur un mˆeme
, on dit queT1 est plus faible queT2 si T1 � T2. On
voit que la topologie indiscr`ete est la plus faible et la topologie discr`ete est la plus forte. Cependant, cette relation
ne fournit qu’un ordre partiel sur l’ensemble de topologies. Comme nous le verrons, plus une topologie est forte,
plus elle structure fortement l’ensemble universel du point de vue des notions de convergence et de continuit´e.

Notion de base topologique. On appelle base topologique tout sous-ensembleB � T , tel que

8V 2 T : V =
[
�

B� ; (F.1)

avecB� 2 B;8�. Il s’agit donc d’un ensemble particulier d’ouverts qui permet de reconstruire tous les autres
ouverts par union, non-n´ecessairement d´enombrable.

Une sous-base topologiqueS de T est un sous-ensemble deT , tel qu’il existe une baseB qui puisse ˆetre
obtenue par intersections finies de parties deS.

L’id ée derrière ces notions est de synth´etiser avec un “petit” nombre d’ouverts la topologie. Nous verrons
ci-dessous que dans un espace m´etrique, l’ensemble des boules ouvertes est une base.

Construction d'une topologie. A partir d’un ensemble quelconque de partiesA de
, on peut construire
la topologie la plus petite qui contienne tous les ensembles deA de la manière suivante. Il suffit d’ajouter `aA les
ensembles
 et; (s’ils n’y figuraient pas d´ejà), ensuite nous d´eclarons cet ensemble comme ´etant une sous-base.

T est alors obtenue en formant d’abord toutes les intersections finies des ensembles ainsi obtenus, ce qui donne
une base, puis en formant toutes les unions des ensembles de cette base.

Par exemple, nous pouvons construire une topologie surR en partant de l’ensemble de tous les intervalles
ouverts]a; b[. Nous verrons ci-dessous qu’il s’agit de la topologie naturelle induite par la distance “module de la
diff érence” dansR.

Topologie relative. SoitA � 
. Alors l’ensembleTA 4
= fV \ A : V 2 T g définit une topologie surA.

On parle de la topologie relative deA (ou projection de la topologie surA).

Topologie produit. Soient(
; T ) et(
0; T 0) deux espaces topologiques. Alors on appelle espace topologique
produit (
 � 
0; T � T 0), où T � T 0 est l’ensemble compos´e de toutes les unions possibles d’ensembles qui
peuvent s’écrire sous la formeG = A�B, avecA 2 T etB 2 T 0.

Notons que cela ne veut pas dire que

8G 2 T � T 0 : 9A 2 T ; B 2 T 0jG = A�B:

Ces ensembles figurent bien dans la topologie produit, mais celle-ci contient bien d’autres ensembles qui ne
peuvent pas s’´ecrire sous cette forme. La figureF.1 montre des exemples d’ouverts dansR

2 obtenus `a partir du
produit cartésien de deux topologies surR induites par les intervalles ouverts. On voit que les ouverts ´elémentaires
Gi sont bien obtenus par produit cart´esien du typeAi � Bj . Mais, par exemple l’ouvertG1 [ G2 [ G3 ne peut
pasêtre mis sous cette forme.
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G1

G2

G3

A1

B1

B2

Figure F.1.

F.2.2 Voisinage d'un point

Un voisinaged’un point! 2 
 est un ouvert qui contient ce point. Les unions quelconques et les intersections
finies de voisinages d’un mˆeme point sont encore des voisinages de ce point. Parfois on utilise une d´efinition
légèrement plus g´enérale, en appelant voisinage tout ensemble qui contient un ouvert contenant le point.

On a la caract´erisation importante suivante des ouverts : les ouverts sont les ensembles de points qui contien-
nent au moins un voisinage de chacun de leurs points. En effet, tout point d’un ouvertV est certainement inclus
dans un tel voisinage (V lui-même). D’autre part, si un ensembleV possède la propri´eté alors on peut ´ecrire

V =
[
!2V

V (!); (F.2)

où V (!) désigne un voisinage de! qui est inclus dansV . Comme il s’agit d’une union d’ouvertsV doit être
ouvert.2

F.2.3 Points isol�es et points d'accumulation

Etant donn´e un sous-ensembleA � 
, un point! 2 A est dit un point isol´e deA s’il existe un voisinageV (!)
de! tel queA \ V (!) = f!g.

A contrario,étant donn´e un sous-ensembleA � 
, un point! 2 
 est dit un point d’accumulation deA
si tout voisinageV de ce point est tel que(A \ V (!)) � f!g 6= ; (l’intersection comprend au moins un point
diff érent de!). Un point d’accumulation deA n’appartient pas n´ecessairement `aA.

F.2.4 Ensembles ferm�es

L’ensembleF est dit fermé s’il contient tous ses points d’accumulation, ou de mani`ereéquivalente, s’il est le
complémentaire d’un ensemble ouvert.

Montrons que ces deux caract´erisations sont en effet ´equivalentes.

D’une part siV est ouvert, alors:V doit contenir tous ses points d’accumulation. Sinon, supposons que! soit
un point d’accumulation de:V qui appartienne `aV ; commeV est ouvert et que! est un point d’accumulation
de:V on devrait avoirV \ :V 6= ;, ce qui est impossible.

D’autre part, soitF un ensemble qui contient tous ses points d’accumulation.:F doit être ouvert car il doit
contenir pour chacun de ces points au moins un voisinage. Sinon, cela voudrait dire qu’il existe un point de:F
tel que chacun de ses voisinages intersecteF , et ce point serait alors un point d’accumulation deF exclu de
celui-ci.2

On a alors les propri´etés duales suivantes pour les ensembles ferm´es :; et
 sont fermés, toute union finie de
fermés est ferm´ee, et toute intersection de ferm´es est ferm´ee.

En particulier, on voit que certains ensembles peuvent ˆetreà la fois ouverts et ferm´es.

On montre qu’un ensemble ferm´e est exactement form´e par ses points d’accumulation et ses points isol´es.
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Un ensemble ferm´e qui ne contient que ses points d’accumulation (et ne poss`ede donc aucun point isol´e) et dit
parfait.

F.2.5 Int�erieur, fermeture, fronti�ere

L’int érieurA� d’un ensembleA est le plus grand ouvert inclus dans cet ensemble, ou de mani`ereéquivalente,
l’union de tous les ouverts inclus dans cet ensemble.A est ouvert si, et seulement s’il est ´egalà son intérieur.

De façon duale, la fermeture�A d’un ensemble est l’intersection de tous les ferm´es contenant cet ensemble. Il
s’agit donc du plus petit ferm´e qui contienne notre ensemble. Un point appartient `a la fermeture si, et seulement
si tous ses voisinages coupentA. La fermeture deA est l’union deA et de ses points d’accumulation.

Enfin, la frontière _A d’un ensemble est d´efinie par

_A = �A�A�; (F.3)

il s’agit d’un ensemble ferm´e.

F.2.6 Convergence

Une des raisons principales de munir un ensemble d’une topologie est de pouvoir d´efinir la notion de convergence,
qui comme on le sait joue un rˆole important aussi bien en th´eorie qu’en pratique.

Une suite!n d’un espace topologique est convergente vers la limite!, si et seulement si

8V (!); 9K > 0 j 8n � K : !n 2 V (!): (F.4)

On dit que la suite finit par entrer et rester dans tout voisinage de!, et on le note parlimn!1 !n = !. Une suite
est dite convergente, s’il existe! tel que la suite converge vers celui-ci. On peut dire aussi, de mani`ereéquivalente,
que tout voisinage d’une limite contient presque tous les points de la suite (`a l’exception d’un nombre fini).

De façon générale, il ne faut pas confondre la notion de limite d’une suite avec la notion de point d’accumulation.
Mais, on peut dire que si la suite contient un nombre infini de points distincts et est convergente, alors une limite
est un point d’accumulation de l’ensemble des points de la suite. En g´enéral, la limite n’est pas n´ecessairement
unique.

F.2.7 Continuit�e

Soit f(�) une fonction d’un espace topologique(
; T ) vers un espace topologique(
0; T 0). Cette fonction est
dite continue (relativement aux deux topologies), si et seulement si

8V 0 2 T 0 : f�1(V 0) = f! 2 
jf(!) 2 V 0g 2 T ; (F.5)

en d’autres mots, si l’image inverse d’un ouvert est un ouvert.

On a la propriété importante suivante qui lie continuit´e et convergence :

L’image d’un suite convergente par une fonction continue est encore une suite convergente. La suite image
converge vers l’image de toute limite de la suite de départ.

F.2.8 Types d'espaces topologiques

Espaces de Hausdor�. Un espace est dit de Hausdorff, si8!1 6= !2 2 
 : 9V (!1); V (!2)jV (!1) \
V (!2) = ;. En d’autres mots, dans un tel espace il est possible de s´eparer les points en les emballant par des
voisinages.

Montrons que dans un espace de Hausdorff toute suite convergente a une limite unique.

En effet, supposons qu’il existe une suite!n et deux points limites distincts! et !0. Alors il existe deux
voisinagesV (!) etV (!0) disjoints et il existe aussiK(V (!)) etK 0(V (!0) tels que8m � maxfK;K 0g : !n 2
V (!) \ V (!0), ce qui est en contradiction avec le fait ces voisinages sont disjoints.2

En anticipant sur la suite, mentionnons que tout espace m´etrique est un espace de Hausdorff (voir ci-dessous).
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Espace connexe. Un espace topologique est dit connexe s’il est impossible de le s´eparer en deux ouverts
disjoints non vides; en d’autres mots, si

8V1; V2 : V1 [ V2 = 
) V1 \ V2 6= ;:

Densit�e et espaces s�eparables. Un ensembleA � 
 est dit dense si�A = 
. Un espace topologique est
dit séparable si et seulement s’il contient un sous-ensemble d´enombrable dense.

Par exemple, on sait que dansR tout nombre r´eel peutêtre obtenu (et est en fait d´efini par cette propri´eté)
comme la limite d’une suite de nombre rationnels. Il s’en suit que la fermeture de l’ensemble des nombres ra-
tionnels est ´egaleàR. Comme les rationnels sont d´enombrablesR est séparable. Le produit cart´esien d’ensembles
dénombrables ´etant encore d´enombable, les vecteurs deRp à composantes rationnelles sont d´enombrables, et ils
permettent ´evidemment de construire les vecteurs deR

p par passage `a la limite. DoncRp est aussi s´eparable.
Cette propriété reste encore vraie si nous consid´erons l’ensemble des suites d´efinies surR.

Si un espace topologique contient une base topologique d´enombrable, il est s´eparable.

En effet, soitBi les ensembles de la base, et soit!i 2 Bi une suite de points choisis dans ces ensembles.
Cet ensemble doit ˆetre dense car, si nous donnons un voisinage (non vide)V (!) d’un point quelconque de
, ce
voisinage s’écrit nécessairement sous la forme d’une union de certains desBi non-vides (propri´eté de la base).
Soit alorsBj � V (!) un de ceux-ci : on en d´eduit que!j 2 V (!). Donc, tout voisinage de! coupe l’ensemble
f: : : !i : : : g et! est donc un point d’accumulation de cet ensemble d´enombrable.2

Espace et ensembles compacts. Un espace est dit compact, si tout ensemble d’ouverts qui couvre
l’espace (dont l’union vaut l’espace) contient un sous-ensemble fini qui couvre encore l’espace.

Un ensembleA � 
 est dit compact, s’il est compact dans sa topologie relative.

Si un espace est compact, alors tout ensemble ferm´e l’est aussi automatiquement.

Dans un espace de Hausdorff tout ensemble compact est ferm´e.

Exemples.

1. Dans la topologie discr`ete tout ensemble est `a la fois ouvert et ferm´e. Tout point d’un ensemble est un point
isolé de cet ensemble. Aucun point n’est un point d’accumulation d’un ensemble quelconqueA. Un espace muni
de sa topologie discr`ete est : Hausdorff, non connexe, s´eparable seulement s’il est d´enombrable.

2. Dans la topologie indiscr`ete, toute suite est convergente et tout point de
 est une limite de toute suite. Cela
confirme bien que la limite n’est pas n´ecessairement unique. Ce type d’espace : n’est pas de Hausdorff, est non
connexe mais s´eparable (tout singleton est dense).

F.2.9 Espaces m�etriques et topologie naturelle

Un espace m´etrique est un espace muni d’une distance (une applicationd(�; �) de
 � 
 dansR qui vérifie les
axiomes de la distance donn´es dans l’appendiceD). Une mesure de distance induit une topologie de la mani`ere
suivante.

On définit tout d’abord la notion de boule ouverte de rayon� > 0 centrée en un point! par

S�(!) = f!0 2 
jd(!; !0) < �g: (F.6)

Il s’agit donc des points de
 �-près de!, au sens de la distanced(�; �).
SoitV une partie d’un espace m´etrique(
; d(�; �)). Alors V est un ensemble ouvert au sens de la topologie

induite pard(�; �) si, et seulement s’il contient une boule centr´ee en chacun de ses points. La topologie induite
par d(�; �) est l’ensemble des parties de
 qui répondent `a cette d´efinition. En particulier, toute boule est un
ouvert. On vérifie aisément que l’ensemble d’ouverts ainsi d´efinis répond bien aux 4 axiomes de d´efinition d’une
topologie. On appelle cette topologie la topologienaturellede l’espace m´etrique.

Inversément, on dit qu’un espace topologique est m´etrisable s’il existe une distance qui induit la topologie.
Tous les espaces topologiques ne sont pas m´etrisables (par exemple, la topologie indiscr`ete n’est pas m´etrisable).
Mais, si une topologie est m´etrisable alors il existe en fait une infinit´e de distances qui induisent cette topologie.

Une définition équivalente d’un ensemble ouvert est la suivante :un ensemble est ouvert si et seulement s’il
est une union (́eventuellement infinie) de boules ouvertes.
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Th�eor�eme. Tout espace ḿetrique est un espace deHausdorff.

En effet, soient!1; !2 deux points distinct de cet espace. On a

!1 6= !2 ) d(!1; !2) = � > 0: (F.7)

Soient alors les boules de rayonS �

3
(!1) etS �

3
(!2), deux ouverts qui contiennent respectivement!1 et!2. Ces

deux boules ne peuvent pas avoir d’intersection, car si nous supposons que! 2 S �

3
(!1) \ S �

3
(!2), on en déduit

que

d(!1; !2) � d(!1; !) + d(!; !2) � 2

3
�; (F.8)

ce qui contredit (F.7).2

Il s’en suit que dans tout espace m´etrique, les limites des suites convergentes sont uniques.

Notons que la r´eciproque de ce th´eorème est fausse, car il existe des espaces de Hausdorff non m´etrisables.

Dans un espace m´etrique tout ensemble fini est un ensemble ferm´e compos´e uniquement de points isol´es.

Exemples.

1. Rp muni d’une distance induite par une des normes d’ordrem � 1 est un espace m´etrique.

2. Soit[a; b] (aveca etb finis) un intervalle born´e deR muni de sa topologie usuelle d´efinie par la distancejx�yj
. Alors on peut d´efinir l’ensemble des fonctions `a valeurs r´eelles (ou complexes) et continues sur[a; b] par rapport
à cette topologie, et le munir de la distance

d1(f; g) = sup
x2[a;b]

fjf(x)� g(x)jg; (F.9)

dont on peut se convaincre qu’il s’agit bien d’une distance. On d´esigne cet espace parC[a; b]. Par exemple, la
suite de fonctionsfn(x) = x=n est convergente au sens de la topologie induite par cette distance, et converge
dans cet espace vers la fonction constantef(x) = 0. Nous en profitons pour insister ici sur la diff´erence entre la
notion de convergence dans un espace fonctionnel (dont nous venons de donner un exemple) et la convergence
ponctuelle. La convergence ponctuelle signifie que8x 2 [a; b], la suitefn(x) deR converge, i.e.

8x 2 [a; b] 9f(x)j8�9K(x; �) : n � K(x; �)) jfn(x) � f(x)j � �: (F.10)

L’important ici est de noter queK peutêtre fonction dex, et que rien ne garantit en principe que les valeursf(x)
caractérisent une fonction continue sur[a; b]. Il est d’ailleurs facile de construire des exemples de fonctions qui
convergent ainsi ponctuellement vers une fonction discontinue. Par exemple la suitexn converge ponctuellement
sur[0; 1] vers la fonctionf(x) qui vaut 1 enx = 1 et est nulle partout ailleurs dans[0; 1].

Terminons, en disant que si la convergence ponctuelle est uniforme (siK(�) peutêtre choisi ind´ependant de
x), alors la convergence fonctionnelle s’en d´eduit.

3. La distance de Dirac (aussi appel´ee distance discr`ete) définie par

�(!1; !2) = �!1;!2 ; (F.11)

(estégaleà un quels si!1 = !2 et vaut zéro sinon) induit la topologie discr`ete. En effet, dans cette topologie tout
singleton est un ouvert (car il est ´egalà une boule ouverte de rayon ´egalà 1), et donc tout ensemble est un ouvert.

Continuit�e dans les espaces m�etriques. La définition générale de la continuit´e d’une fonction par
rapportà deux topologies est que l’image inverse d’un ouvert est un ouvert. Montrons que cette condition est
équivalente, dans le cas o`u les deux topologies sont m´etriquesà la condition suivante :

Si f(�) est une fonction d’un espace métrique
 dans un autre espace métrique
0, alors elle continue si, et
seulement si,8!0 2 
 et8S�(f(!0)) il existe� > 0 tel que! 2 S�(!0)) f(!) 2 S�(f(!0)).

En effet, si la fonction est continue alors l’image inverse d’un ouvert est un ouvert. Donc l’image inverse de
S�(f(!0)) est un ouvert qui contient!0. Celui-ci contient alors une boule ouverte centr´ee sur!0, et l’image de
cette boule est incluse dansS�(f(!0)).

Inversément, supposons que la fonction v´erifie la condition ci-dessus et soit un ouvert deV 0 dont nous
désignons parA l’image inverse. Montrons queA contient une boule ouverte centr´ee en chacun de ses points.
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Soit ! un point deA, son image appartient par hypoth`eseà V 0. Il existe donc une bouleS�(f(!)) centrée en
f(!) incluse dansV 0, puisque cet ensemble est ouvert. On en d´eduit qu’il existe une bouleS�(!) centrée sur!
telle que l’image de cette boule soit incluse dansS�(f(!)), et donc aussi dansV 0. CommeA est l’image inverse
deV 0 tous les points de cette boule doivent ˆetre dansA. Comme ceci est vrai quelque soit! 2 A, A est ouvert.
2

Dans les espaces m´etriques continuit´e et convergence sont reli´ees de fac¸on très forte comme suit :

Une fonction d’un espace ḿetrique dans un autre espace métrique est continue si,et seulement sil’image de
toute suite convergente est une suite convergente. La limite de l’image est unique etégaleà l’image de la limite.

Th�eor�eme. Un espace ḿetrique est compact si et seulement si toute suite contient une sous-suite convergente.

Diam�etre et espaces born�es. On définit le diamètre d’un espace m´etrique par

d(
)
4
= supfd(x; y) : x; y 2 
g; (F.12)

Un espace m´etrique est born´e si son diam`etre est fini.

Compacit�e, bornation, et s�eparabilit�e. On a les relations suivantes :

1. Dans un espace m´etrique tout ensemble compact est n´ecessairement born´e (mais la réciproque n’est pas vraie
en général).

2. Tout espace m´etrique compact (donc born´e) est s´eparable.

Espaces m�etriques complets. Un espace m´etrique est dit complet si et seulement si toute suite de Cauchy
converge. Une suite!n d’un espace m´etrique est dite de Cauchy, si et seulement si

8� > 0; 9M(�) > 0j8n;m �M(�) : d(!n; !m) < �: (F.13)

Les espaces m´etriques complets ont “beaucoup” de suites convergentes, et jouent pour cela un rˆole important
en analyse fonctionnelle.

Un sous-espace d’un espace m´etrique complet est complet si, et seulement s’il est ferm´e.

On montre en analyse r´eelle queR muni de la distancejx�yj est complet. On montre ´egalement que l’espace
R
p muni de la distance euclidienne est complet. Il en est de mˆeme pourCp.

L’ensembleR1 de suites de carr´e sommable surR et l’ensembleC1 sont complets.

Enfin, tout ce qui vient d’ˆetre dit sur les normes euclidiennes reste vrai pour une norme d’ordrep � 1 quel-
conque.

Compl�etion. Puisque nous avons fait la promotion des espaces m´etriques complets, voyons comment pro-
duireà partir d’un espace m´etrique “incomplet” un espace complet.

Tout d’abord, si l’espace est un sous-espace d’un espace completL, il suffit pour le compléter de prendre
sa fermeture dans l’espace parentL, ce qui a pour effet d’y inclure toutes les limites des suites de Cauchy (qui
existent dansL) et donc de rendre le sous-espace complet.

On montre qu’il est possible d’effectuer cette op´eration de compl´etion dans le cas g´enéral.

Th�eor�eme du point �xe. Un problème souvent recontr´e est la résolution d’une ´equation du type

T (!) = !; (F.14)

où T (�) est une fonction de
 dans
. Le théorème du point fixe dit que siT (�) est une contraction, alors cette
équation admet une solution unique si l’espace est complet.

On dit queT (�) de
! 
 (où
 est un espace m´etrique) est unecontractionsi

9� < 1 j8!; !0 2 
 : d(T (!); T (!0)) � �d(!; !0): (F.15)
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Alors, siT (�) est une contraction, et si
 est complet,T (�) admet un et un seul point fixe. Ce point peut ˆetre
approché au moyen de la suite sur
 définie par

!0 2 
; !i+1 = T (!i);8i (F.16)

dont le premier terme est un point de d´epart quelconque, et les points suivants sont obtenus par applications
successives deT (�).

Il suffit de prouver que la suite converge et que la limite satisfait en effet l’equation du point fixe. Pour prouver
que la suite converge il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy, puisque l’espace est complet. Comme la fonction
est une contraction, on a

d(!i+1; !i+2) � �d(!i; !i+1) (F.17)

ce qui implique que

d(!n; !n+1) � �nd(!0; !1) (F.18)

dont on tire par applications multiples de l’in´egalité triangulaire

d(!n; !n+k) � (�n + : : :+ �n+k�1)d(!0; !1); (F.19)

ou encore

d(!n; !n+k) � �n � �n+k

1� �
d(!0; !1) � �n

1� �
d(!0; !1): (F.20)

La borne sup´erieure peut alors ˆetre rendue aussi faible que voulu en rendantn suffisamment grand, et la suite
est bien de Cauchy. Soit,! la limite. Observons tout d’abord queT (�) est continue. En effet, le fait que cette
fonction soit une contraction implique que8� > 0 on a

d(!0; !) < � ) d(T (!0); T (!)) < � � ��; (F.21)

et la fonction est bien continue en tout point!0. (En faitT (�) est même absolument continue, car� ne dépend
que de� et pas du point!0.)

Comme la fonction est continue, on a

lim
n!1

T (!n) = T (!): (F.22)

D’autre part, par d´efinition de la suite!n on a

lim
n!1

T (!n) = lim
n!1

!n+1 = ! (F.23)

et comme la limite est unique on aT (!) = !. 2

F.3 ESPACES LINEAIRES TOPOLOGIQUES

Nous allons maintenant combiner les notions de topologie avec celles issues d’une structure d’espace vectoriel.
Un espace lin´eaire (ou vectoriel) introduit essentiellement une structure lin´eaire entre les ´eléments de l’ensemble
(aussi appel´es vecteurs ou points), qui permet de d´efinir à partir de la notion de norme une distance. Cette distance
est alors utilis´ee pour induire une topologie.

F.3.1 Espaces lin�eaires

Un espace vectorielL sur un corps2 (dit de scalaires)K (dans la suite nous nous int´eressons au cas o`u K = R

ouK = C) est un ensemble muni de deux lois : produit par un scalaire et addition interne. Rappelons que ces
opérations doivent v´erifier les propriétés suivantes (nous d´esignons par des lettres latines les vecteurs et par des
lettres grecques les scalaires) :
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1. L’addition vectorielle est commutative, associative et dispose d’un ´elément neutre, appel´e le vecteur nul (qui
est forcément unique). Celui-ci est not´e0.

2. Pour tout vecteur il existe un vecteur oppos´e (qui donne par addition le vecteur nul).

3. La multiplication par un scalaire deK est associative :�(�x) = (��)x.

4. 1x = x.

5. L’addition scalaire (resp. vectorielle) est distributive par rapport `a la multiplication par un scalaire (resp. par
rapportà l’addition vectorielle).

Exemples.

1. Le singleton contenant l’´elément nul0 est un espace lin´eaire (dit trivial).

2. Rp (surR) etCp (surC) munis de l’addition vectorielle usuelle et de la multiplication par un scalaire sont des
espaces lin´eaires.

3. L’ensembleR1 des suites de nombres r´eels (ou complexes,C1) munis de somme terme `a terme, et du produit
des termes par un nombre r´eel (resp. complexe) est un espace lin´eaire.

4. L’ensemble des fonctions `a valeurs r´eelles (ou complexes) d´efinies sur un mˆeme ensembleX quelconque,
munis de l’addition et de la multiplication “ponctuelles”

(f + g)(x)
4
= f(x) + g(x) (F.24)

(�f)(x)
4
= �(f(x)) (F.25)

(F.26)

est un espace vectoriel dont l’´elément neutre est la fonction identiquement nulle surX .

5. L’ensemble des matricesn � n (réelles ou complexes) avec addition et multiplication par un scalaire d´efinies
commeà la section pr´ecédente est un espace lin´eaire.

6. SoitL un espace lin´eaire sur le corpsK (notons queK est un espace lin´eaire par rapport `a lui-même).
Alors l’ensemble de toutes les transformations lin´eaires deL versK est encore un espace lin´eaire. Il s’agit de
l’espace dual deL et il est notéL�. 3 Dans cet espace l’addition vectorielle et la multiplication sont d´efinies
ponctuellement par

(t1 + t2)(x) = t1(x) + t2(x) (F.27)

(�t)(x) = �(t(x)); (F.28)

8t1; t2; t 2 L�;8x 2 L:
7. L’ensemble des polynˆomes définis surR est un espace lin´eaire.

F.3.2 Propri�et�es importantes

Les notions de d´ependance lin´eaire, de dimension, de bases, et de sous-espaces vectoriels introduites dans
l’appendiceD surRp se généralisentà des espaces vectoriels quelconques, avec quelques pr´ecautions sur lesquelles
nous allons insister.

Sous-espaces lin�eaires. Un sous-ensembleM� L est un sous-espace lin´eaire (c’est-`a-dire qu’il obéit aux
axiomes ci-dessus), si, et seulement si

8x; y 2 M;8�; � 2 K : �x+ �y 2M: (F.29)

On peut se convaincre que cela est bien suffisant pour queM soit un espace lin´eaire.

Un espaceL est dit somme directe de deux de ses sous-espacesM1 etM2, si tout pointx deL peutêtre
décompos´e de fac¸on unique enx = x1 + x2 avecx1 2 M1 etx2 2 M2. Onécrit alorsL =M1 �M2. Dans
ce casM1 \M2 = f0g, où 0 désigne l’élément neutre deL (à ne pas confondre avec0 (zéro) l’élément neutre
de l’addition deK.)

On montre que si tout vecteur deL peutêtre exprimé comme une somme de deux vecteurs respectivement de
M1 et deM2, alorsL =M1 �M2 si, et seulement si,M1 \M2 = f0g.
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Ind�ependance lin�eaire. On dit qu’un ensemble fini de vecteursfx1; : : : ; xkg deL est linéairement ind´ependant
si X

i

�ixi = 0) 8i : �i = 0: (F.30)

On dit qu’un ensemble infini (pas n´ecessairement d´enombrable) de vecteurs est lin´eairement ind´ependant, si
toute partie finie de cet ensemble est lin´eairement ind´ependant.

L’int érêt principal de cette notion est de rendre les combinaisons lin´eaires uniques. En effet, si lesxk sont
linéairement ind´ependants, alors X

i

�ixi =
X
i

�ixi ) �i = �i;8i: (F.31)

Notons que pour le moment nous ne sommes en mesure de parler que de combinaisons lin´eaires avec un nombre
fini de termes. Nous serons en mesure de parler de combinaisons lin´eaires avec un nombre infini d´enombrable
de termes seulement lorsque nous aurons coupl´e la structure d’espace lin´eaire avec une topologie qui donnera un
sensà la notion de convergence et de limite. Cela sera fait ci-dessous `a la sectionF.3.4.

Dimension. Un espaceL est dit de dimension ´egaleàn s’il contient un ensemble den vecteurs linéairement
indépendants, et ne contient aucun ensemble den+ 1 vecteurs linéairement ind´ependants.

Un espace est dit de dimension infinie s’il est possible de trouver un ensemble den vecteurs linéairement
indépendants,8n � 0.

Ces définitions s’appliquent ´evidemment aussi aux sous-espaces deL.

L’ensemble0 est un sous-espace contenant0 vecteurs linéairement ind´ependants. Il est de dimension ´egaleà
zéro.

(On a coutume de d´efinir la dimension comme la cardinalit´e d’un ensemble de taille maximale de vecteurs
linéairement ind´ependants, ce qui permet en principe de distinguer entre les dimensions d´enombrables et non-
dénombrables.)

Enveloppes lin�eaires. Soit fx1; : : : ; xkg une collection finie de vecteurs. Alors, l’ensemble form´e par
toutes les combinaisons lin´eaires de ces vecteurs est un sous-espace lin´eaire. On l’appelle enveloppe lin´eaire des
points. On ditégalement que ce sous-espace est engendr´e par les vecteurs.

Notons que nous avons restreint notre d´efinition à une collection finie de vecteurs. La raison en est que nous
ne sommes pas en mesure, sans faire appel `a la notion de convergence (voir ci-dessous), de dire ce que nous
entendons par une somme infinie de termes.

Nous pouvons cependant ´etendre la notion d’espace engendr´e par une collection infinie de vecteurs de la
manière suivante : nous dirons qu’une combinaison lin´eaire de vecteursf: : : x� : : : g est une combinaison lin´eaire
quelconque d’un sous-ensemble quelconque de taille finie def: : : x� : : : g.

F.3.3 Bases vectorielles

Un ensemble lin´eairement ind´ependant de vecteursB qui engendre un sous-espaceM est appel´e base deM.
(En particulier s’il engendre tout l’espaceL, il s’agit d’une base deL.)

Tout vecteur deM peut alors s’´ecrire sous la forme d’une combinaison lin´eaire unique de vecteurs de la base,
ce qui permet de ramener l’´etude des vecteurs `a l’étude des coefficients des combinaisons lin´eaires (que nous
appellerons les composantes).

Voici quelques th´eorèmes relatifs aux bases.

Th�eor�eme d'extension. Si S est un ensemble de vecteurs lin´eairement ind´ependants deL alors il existe
une base deL qui contientS.

En conséquence, puisquefxg est un ensemble lin´eairement ind´ependant deL, si x 6= 0, on a le théorème
suivant.
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Th�eor�eme d'existence. Tout espace lin´eaire admet au moins une base.

Dimension �nie. Toute base d’un espace de dimension finien comporte exactementn vecteurs.

On peut donc dire que la dimension d’un espace de dimension finie est ´egale au nombre de vecteurs de ses
bases.

Tout ensemble den vecteurs linéairement ind´ependants est une base.

Cardinalit�e. Toutes les bases ont mˆeme cardinalit´e.

Dans un espace de dimension infinie il n’est pas suffisant pour un ensemble lin´eairement ind´ependant de
comporter suffisamment d’´eléments pour former une base.

Notons que les bases ne sont pas n´ecessairement de dimension finie.

Exemple.

DansR1 l’ensemble de suitesei dont tous les termes sont nuls `a l’exception dui-ème qui vaut 1, forme un
ensemble lin´eairement ind´ependant de taille infinie (cardinalit´e dénombrable). Mais la dimension de cet espace
n’est pas “dénombrable”. Par exemple, soit� 2 R et non nul alors la suite dont lek-ème terme vaut�k fait
évidemment partie deR1 . En faisant varier� dansR on obtient un nombre infini et non-d´enombrable de
suites, et cet ensemble est lin´eairement ind´ependant. En effet, supposons qu’il existe un sous-ensemble de taille
k linéairement d´ependant. Cela voudrait dire qu’il existe�1; : : : ; �k non tous nuls et�1; : : : ; �k non nuls et
distincts tels que

8j � 1 :

kX
i=1

�i�
j
i = 0: (F.32)

Mais comme les�j sont non-nuls, cela implique que

8j :

kX
i

�i�
j�1
i = 0: (F.33)

ce qui veut dire qu’il existe une combinaison lin´eaire entre les lignes du tableauk � k2
6664

1 �1 � � � �k�1
1

1 �2 � � � �k�1
2

...
...

...
...

1 �k � � � �k�1
k

3
7775 (F.34)

donc aussi entre ses colonnes. On en d´eduit qu’il existe�1; : : : ; �k non tous nuls tels que

8i = 1; k :

kX
j=1

�j�
j�1
i = 0; (F.35)

ce qui veut dire que le polynˆome�1 + �2x+ : : :+ �kx
k�1 au plus de degr´ek � 1 possèdek zéros distincts, ce

qui est impossible puisque les�i sont non tous nuls.2

De cet exemple nous pouvons tirer quelques enseignements. Nous avons vu queR
1 possède un ensem-

ble linéairement ind´ependant ayant une infinit´e non-dénombrable de vecteurs. Cet ensemble peut ˆetre étendu
pour former une base. Donc il existe une base ayant au moins une infinit´e non-dénombrable d’´eléments. Par
conséquent, l’ensemble de suitesei (qui est dénombrable) ne peut pas constituer une base deR

1 , car toutes les
bases doivent avoir mˆeme cardinalit´e. Enfin, il est facile de se convaincre que l’ensemble de vecteurs ci-dessus
n’est pas une base, car les termes pairs de toute combinaison lin´eaire de ces suites sont strictement positifs, et il
n’est donc pas possible couvrirR1 avec ces vecteurs.

L’ensemblefe1; : : : ei; : : : g ne permet de g´enérer par combinaison lin´eaire que des suites comportant un nom-
bre fini (mais quelconque) de termes non-nuls. Notons que l’ensemble de ces suites est bien un sous-espace
linéaire deR1 mais est beaucoup plus petit que ce dernier. Lesfe1; : : : ei; : : : g formentévidemment une base
de ce sous-espace.
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F.3.4 Espaces lin�eaires topologiques

SoitL une espace lin´eaire (un ensemble de vecteurs munis d’une structure d’espace lin´eaire comme d´efinie ci-
dessus). SoitK le corps sur lequelL est défini. SoitT une topologie d´efinie sur l’ensemble des vecteurs, etTK
une topologie d´efinie surK. Ces topologies induisent des topologies surL � L et surK �L.

On dit que l’ensemble forme un espace topologique lin´eaire si

1. la somme vectorielle est continue (par rapport aux topologies deL � L et deL),

2. le produit par un scalaire est continu (par rapport aux topologies deK �L et deL).

Nous excluons donc les espaces lin´eaires munis de topologies qui seraient incompatibles avec les op´erations
linéaires (au sens de la continuit´e). Pour motiver ce choix, disons que si les deux structures (espace lin´eaire et
espace topologique) ne sont pas compatibles (au moins sous une certaine forme) alors il n’y a pas de raison que
leur étude conjointe donne lieu `a des résultats nouveaux int´eressants. Or le but de cette section est justement de
mettre en ´evidence le r´esultat d’un couplage et non d’un juxtaposition.

Exemple. Si nous munissonsL de la topologie indiscr`ete alors toute fonction est continue. Nous avons donc
un espace lin´eaire topologique (non m´etrisable).

Contre-exemple. Si nous munissonsL de la topologie discr`ete alors on peut montrer que le produit par un
scalaire ne peut pas ˆetre continu. Cela ne donne donc pas un espace topologique lin´eaire. Toutes les distances
n’induisent donc certainement pas une topologie compatible, puisque la distance discr`ete métrise cet espace.

F.3.5 Espaces lin�eaires norm�es

Un espace vectoriel est dit norm´e s’il y a été défini une fonctionn(�) de cet espace dansR qui vérifie les axiomes
de la norme, c’est-`a-dire

1. n(x) > 0;8x 6= 0.

2. n(0) = 0.

3. n(�x) = j�jn(x).
4. n(x+ y) � n(x) + n(y).

On voit que les deux derni`eres propri´etés n’ont de sens que si la multiplication par un scalaire et l’addition
vectorielle ontété définies et si le corpsK est normé lui-même.

Toute norme induit une distance, d´efinie pard(x; y)
4
= n(x� y), et par cons´equent induit aussi une topologie

métrique (elle est invariante par translation). On montre qu’il y a compatibilit´e entre la topologie et la structure
d’espace lin´eaire, c’est-`a-dire que les op´erations de somme vectorielle et de produit par un scalaire sont bien
continues par rapport `a une topologie induite par une norme quelconque. Donc toute norme induit une topologie
compatible.

Nous appelerons dor´enavant espace topologique lin´eaire un espace lin´eaire norm´e muni de sa topologie na-
turelle.

F.3.6 Sous-espace lin�eaire topologique

Nous appelerons sous-espace lin´eaire topologique tout sous-espace lin´eaire fermé. Donc, si nous prenons la
fermeture d’un sous-espace lin´eaire, nous obtenons un sous-espace lin´eaire topologique.

Esquissons que ce type d’espace est bien un espace lin´eaire. Nous devons montrer que six ety appartiennent `a
M (oùM est un sous-espace lin´eaire deL), alors toute combinaison lin´eaire�x+�y y appartient aussi. Comme
l’espace est ferm´e sur l’espace lin´eaire de d´epart, on peut construire deux suites dexi etyi deM qui convergent
versx et y. Par continuit´e, on en d´eduit que�xi + �yi, suite deM converge vers�x + �y, et cette limite est
forcément dansM. 2
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Pouréclairer la subtile distinction entre ces deux notions (sous-espace lin´eaire et sous-espace lin´eaire topologique)
prenons un exemple. SoitR muni de sa topologie habituelle; il s’agit d’un espace topologique lin´eaire. Prenons
le sous-ensemble des nombres rationnels : cet ensemble contient toutes ses combinaisons lin´eaires (sous-entendu,
d’un nombre fini de rationnels). Il s’agit donc d’un sous-espace lin´eaire qui n’est pas ferm´e (ni d’ailleurs ouvert).
Comme il est dense dansR, le sous-espace topologique lin´eaire correspondant estR.

Dans la suite nous utiliserons le terme de sous-espace (les termes lin´eaire et topologique ´etant sous-entendus).

Nous poursuivons notre raisonnement en voyant comment la topologie permet de faire le pont entre combi-
naisons linéaires (nombre fini de termes) et s´eries (nombre infini de termes).

Exemples.

Nous donnons ci-dessous les exemples les plus importants d’espaces lin´eaires norm´es rencontr´es en pratique,
en laissant le soin au lecteur de v´erifier que les espaces sont bien des espaces topologiques lin´eaires. Nous
reviendrons sur ces exemples tout au long de la suite.

1. Espaces̀pn : il s’agit de l’espace des vecteurs (r´eels ou complexes) ´equipés de la norme

kxk =
 

nX
i=1

jxijp
! 1

p

: (F.36)

Le cas particulier pourp = 2 donne l’espace euclidien (dont la norme est induite par le produit scalaire).

On notè 1
n l’espace des vecteurs ´equipé de la norme infinie

kxk = max
i=1;::: ;p

jxij: (F.37)

2. Espaces̀p : il s’agit de l’espace des suitesxi telles que

1X
i=1

jxijp <1; (F.38)

c’est-à-dire convergentes en norme d’ordrep. Le cas particulier pourp = 2 donne l’espace euclidieǹ2 (dont la
norme est induite par le produit scalaire).

On notè 1 l’espace des suites ´equipé de la norme infinie

kxk = sup
i

jxij: (F.39)

3. EspacesLp : il s’agit d’une généralisation dè p aux espaces de fonctions (`p peut être vu comme un es-
pace de fonctions d´efinies surN). Soit (X;B; �) un espace mesur´e4 Considérons les fonctions mesurablesf(�)
définies surX et telles quejf(�)jp soit intégrable par rapport `a�. Cet espace est not´eLp(X;�) et est un espace
topologique linéaire lorsqu’il est ´equipé de la norme

kfk =
�Z

X

jf jpd�
� 1

p

: (F.40)

En réalité nous devons consid´erer comme ´eléments de cet ensemble de fonctions desclasses d’́equivalencesde
fonctionségales presque partout (au sens de la mesure�).

Le cas particulier le plus fr´equemment rencontr´e est celui o`u (X;B; �) est la droite r´eelle munie de la mesure
de Lebesgue ou d’un distribution de probabilit´e.

G�en�eralisation de la notion de combinaison lin�eaire. Grâceà la topologie nous pouvons maintenant
généraliser au cas infini ce que nous allons dans la suite entendre par combinaison lin´eaire, espace engendr´e et
base.

Soit V un ensemble de vecteurs (fini, d´enombrable, ou non-d´enombrable). Nous disons queV engendre
l’espaceL (ou un sous-espaceM) si, et seulement siL (ouM) est la fermeture du sous-espace lin´eaire engendr´e
parV (c’est-à-dire contenant toutes les combinaisons lin´eaires finies de vecteurs deV ).
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Clairement, siL est engendr´e par un ensemble finiV , l’ancienne et la nouvelle d´efinition coı̈ncident. Si
maintenantV est dénombrable, nous voyons que la notion signifie queL est engendr´e parV si tout vecteur deL
est soit une combinaison lin´eaire finie, soit la limite (au sens de la topologie) d’une suite telle que

1X
k=1

�kxk: (F.41)

On peut montrer que siL est engendr´e parV alors il est possible d’exprimerx 2 L� (un point intérieur de
L) sous forme d’un combinaison lin´eaire finie (mais le nombre de termes peut ˆetre arbitrairement grand, et est
généralement différent d’un point `a un autre). Ce ne sont donc que les points `a la frontière deL qui nécessitent
une combinaison lin´eaire infinie, mˆeme siV est non-d´enombrable.

G�en�eralisation de la notion de base vectorielle. Nous dirons qu’un ensembleB (fini, dénombrable,
ou non-dénombrable) est une base vectorielle deL (ou deM) s’il est linéairement ind´ependant et engendre
l’espaceL (ouM) .

Rappelons qu’une collection infinie de vecteurs est lin´eairement ind´ependante si toutes ses parties finies le
sont. Nous gardons cette d´efinition.

F.3.7 Espaces de Banach

Un espace vectoriel norm´e est dit de Banach, si la topologie induite est compl`ete. C’est donc un cas particulier
d’espace complet.

Tout espace norm´e de dimension finie est un espace de Banach. En effet, on montre que tout espace norm´e de
dimension finien est essentiellement identique (topologiquement isomorphe) `a `pn, quel que soitp. On en déduit
que tous ces espaces sont complets.

Dans tout espace norm´e de dimension finie, tout ensemble ferm´e borné est compact.

Tout sous-espace topologique lin´eaire d’un espace de Banach est encore un espace de Banach. C’est une
conséquence directe du fait que tout sous-espace topologique ferm´e d’un espace complet est complet.

Rappelons ici que tout espace m´etrique incomplet peut ˆetre complété. La question est de savoir si cette
opération est compatible avec la structure d’espace lin´eaire. La réponse est affirmative, et cela veut dire qu’un
espace lin´eaire topologique norm´e peutêtre complété pour donner un espace de Banach.

Th�eor�eme. SiB est un espace de Banach, et(xk) un suite de vecteurs deB tels que

1X
i=1

jjxkjj <1 (F.42)

alors la suite de vecteurs

vn =

nX
i=1

xk (F.43)

converge vers un vecteur deB. On peut donc ´ecrire la limite sous la forme

v =

1X
i=1

xk: (F.44)

Exemples.

1. Tous les espaces`pn sont des espaces de Banach, puisqu’ils sont norm´es et complets.

2. Les espaces̀p, pourp < 1 fixé sont tous des espaces de Banach. (Nous savons d´ejà que c’est le cas pour
p = 2.)

3. Les espacesLp(X;B; �), où (X;B; �) désigne un espace mesur´e (par exemple un espace probabilis´e, ouRp

équipé de la mesure de Lebesgue), form´es par les ensembles de fonctionsf(�) définies surX et telles quejf jp
soit�-intégrable. Ce type d’espace est un espace de Banach.
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4. L’espaceB(X) des fonctions born´ees définies sur un ensemble quelconqueX , et l’espaceC(X) des fonctions
continues surX , quelles que soient les normes utilis´ees. De cette propri´eté générale on d´eduit que les espaces
`1n et `1 sont des espaces de Banach. Un ´elément dè 1

n est en effet une fonction born´ee deX = f1; : : : ; ng
dansC; de même unélément dè1 est une fonction born´ee deN dansC.

F.3.8 Produit scalaire et espaces de Hilbert

Etant donn´e un espace lin´eaireL, un produit scalaire est une fonction not´eeh�; �i deL � L dansC (nombres
complexes) qui v´erifie les propriétés suivantes :

1. hx; xi 2 R et hx; xi > 0;8x 6= 0.

2. h0;0i = 0

3. hx; yi = hy; xi� (complexe conjugu´e).

4. hx; y + zi = hx; yi+ hx; zi et hx; �yi = �hx; yi (linéarité:) h0; yi = 0).

On voit qu’il s’agit bien d’une g´enéralisation du produit scalaire dansRp .

In�egalit�e de Schwarz. Dans tout espace lin´eaireL muni d’un produit scalaire on a

jhx; yij2 � hx; xihy; yi (F.45)

8x; y 2 L, et l’égalité à lieu si, et seulement si les vecteursx ety sont linéairement d´ependants.

Norme induite. Un produit scalaire induit une norme de la mani`ere suivante :

n(x)
4
=
p
hx; xi: (F.46)

Il est assez ais´e de vérifier qu’il s’agit bien d’une norme.

Par cons´equent, un espace muni d’un produit scalaire est par la mˆeme occasion muni d’une norme, d’une
distance et d’une topologie. Cet espace devient donc un espace lin´eaire topologique sp´ecial.

Orthogonalit�e. Au-delà de la topologie qu’il induit, l’int´erêt principal du produit scalaire est de permettre
la définition de la notion d’orthogonalit´e. Deux vecteurs sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul.
Un ensemble de vecteurs est dit orthogonal si les vecteurs de cet ensemble pris deux `a deux sont orthogonaux.
L’ensemble est orthonorm´e, si la norme des vecteurs vaut 1. Il est ´evident qu’un ensemble orthonorm´e ne peut
pas contenir le vecteur nul et qu’`a partir d’un ensemble orthogonal on peut construire un ensemble orthonorm´e
si, et seulement si le vecteur nul ne fait pas partie de l’ensemble.

On a la propriété générale suivante : tout ensemble orthonorm´e de vecteurs est lin´eairement ind´ependant, qu’il
soit fini, dénombrable ou non.

Réciproquement, tout ensemble lin´eairement ind´ependant et d´enombrable peut ˆetre orthonorm´e.

Th�eor�eme. Si xk est un ensemble d´enombrable de vecteurs orthonorm´es, et�k un ensemble correspondant
decoordonńeesdeK, tel que

P
i �ixi admette une limite, alors

X
i

j�ij2 = j
X
i

�ixij: (F.47)

Tout espace induit par un produit scalaire et s´eparable contient une base orthonorm´ee dénombrable. En fait
tout ensemble orthonorm´e y est dénombrable. Tout vecteur peut d`es lorsêtre représenté sous la forme d’une s´erie.

Par ailleurs, un espace `a produit scalaire est s´eparable si, et seulement s’il poss`ede une base orthonorm´ee
dénombrable.
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Espaces de Hilbert. Un espace lin´eaire muni d’un produit scalaire dont la topologie est compl`ete est appel´e
espace de Hilbert. Donc, tout espace de Hilbert est aussi un espace de Banach. L’inverse n’est ´evidemment pas
vrai en général.

Exemples.

1. L’espacè 2
n (c’est-à-direRn muni de la norme euclidienne induite par le produit scalaire) est un espace de

Hilbert.

2. L’espacè 2 est un espace de Hilbert (suites de carr´e sommable).

3. L’espaceL2(X;B; �) de fonctions de carr´e intégrable est un espace de Hilbert.

4. Désignons par̀2(X) l’ensemble de fonctionsf(�) définies sur l’ensemble quelconqueX et telles que

N(f(�)) = fx 2 X jf(x) 6= 0g soit dénombrable (noyau d´enombrable),P
x2X jf(x)j2 <1 (carré sommable)

Cet ensemble est un espace de Hilbert.

F.4 ANALYSE FONCTIONNELLE EN ESPACES DE HILBERT

Les sections pr´ecédentes on montr´e comment en combinant trois types de notions on arrive `a la structure d’espace
de Hilbert : (i) une structure alg´ebrique d’espace lin´eaire; (ii) un produit scalaire munissant celui-ci de la notion
d’orthogonalité et de norme; (iii) un structure topologique h´eritée du produit scalaire (induisant une norme, donc
une distance, donc une topologie m´etrique). Ce type de structure porte le nom d’espace pre-hilbertien, et si
celui-ci est complet, d’espace de Hilbert.

Dans ce qui suit nous allons r´esumer les propri´etés les plus importantes de ce type d’espace, en utilisant comme
exemples les espaces en dimension finie (p.ex.R

p ) et les espaces de fonctions de carr´e intégrable utilisées en
théorie des syst`emes et en traitement du signal.

Notes

1. Nous utilisons indiff´erement les termes partie et sous-ensemble. Une partie ou un sous-ensemble peut ˆetreégalà l’ensemble universel;
si nous voulons insister sur le fait qu’il ne l’est pas, nous dirons qu’il s’agit d’un sous-ensemble propre.

2. Un corps est un ensemble muni de deux op´erations internes (usuellement appel´ees addition et multiplication) tel que les deux
opérations conduisent `a un groupe commutatif, que la multiplication soit distributive par rapport `a l’addition, et que chaque ´elément non-nul
admette un inverse par rapport `a la multiplication. Le corps est muni de la topologie induite par la distance usuelle.

3. Une transformation lin´eaire deL1 versL2 (espaces lin´eaires sur un mˆeme corps) est une transformation lin´eaire si l’image d’une
combinaison lin´eaire est la combinaison lin´eaire des images.

4. X est un ensemble,B un ensemble bor´elien de parties deX (cela veut dire queB est fermé par union d´enombrable, et compl´ementation),
et� est une fonction r´eelle et positive d´efinie surB, telle que�(�) = 0 et� (

S
Bi) =

P
�(Bi) pour toute suite d´enombrable d’ensembles

Bi 2 B disjoints deux `a deux.
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