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A  MOTIVATION

Le but de ces appendices est de collationner un certain noneie#nts du calcul des probalsl de statistique
et d’algebre lirdaire dont la bonne niase est wcessaire pour la comgiiénsion des athodes stochastiques,
couvertes dans les cours suivants

m Théorie de l'information et du codage
m [ntroduction aux processus stochastiques
m Apprentissage inductif appligu”

m Applications des rathodes stochastiques

L'expérience montre que ces marges, enseig@es dans les presriés aneésa I'universig, sont souvent mal
assimikEes et/ou oubdiés, sans doute faute d’aveié ‘mises en pratique suffisamment rapidemergspvroireté
apprises.

Alors que, traditionnellement, peu de plaataif laisge aux nethodes stochastiques dans I'enseignement des
ingénieurs, ces ethodes sont aujourd’hui utibes dans la &s grande majoktdes activiés humaines. Plus
particuliérement, les mthodes stochastiques soeteSsaires pour la melisation, I'analyse et la conception des
sysemes complexes tels que leseaux informatiques etectriques. Elles jouemgalement un granal€ en
économie et en finance, ainsi que dans les sciences naturelles.

Organisation des appendices

Nous avons orgargstes appendices de rappels deofamodulaire, d’une part afin de mettre clairement en
évidence les difffentes disciplines, d’autre part, afin de faciliter la n@igeur progressive de certaines parties,
susceptibles de devoir s’adapter dans le futur.

Les deux prengres appendices traitent respectivement du calcul des probsbilitie notionslémentaires de
statistique. Nous avons intentionnellemesyiag les rappels de calcul de probalgititdes rappels de statistique,
de faon a mettre erevidence deux approchegdrdifférentes. En effet, le calcul des probabsitst une disci-
pline purement dductive, telle que d’autres volets des nestfatiques dont il fait partie. bthe si I'interpetation
de la notion de probabiktest sujetta tebat, la tieorie abstraite en est assez simple du point de vue conceptuel.
Il en est tout autrement en ce qui concerne la statistique. Il s’agit d’'une discipliremextrént vaste, d’'une
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part, tEs vivante en ce qui concerne la recherche, d’autre part. De plus, et c’est sans doute ce qui importe le
plus, elle ne peut se dissocier des pevbes €els auxquels elle s’applique. La statistique consiste en &ffet °
recueillir des doneés sur des syaties eels e’ les interpeter, ce qui BCessite, certes, une bonne dose de savoir
faire. Il s’en suit que I'apprentissage de la statistique passe certainement patrlaenthi calcul des proba-
bilites, mais surtout par les applications aux peof¢s eels. Il fautégalement noter leoté tres important joa”
par l'informatique, dont leseVeloppementsecents ontevolutionr€ la pratique de la statistique en permettant
le traitement d’ensembles de d@ws de &S grande taille et la mise en oeuvre d’algorithmes de plus en plus
sophistiqes.

Les deux derm@res appendices fournissent respectivement des rappels de calcul vectoriel et matriciel, et une
bréve introduction aux espaces de Hilbert. Nous nous contentons de rappeler les noéisuléags fequemment
utilisés dans le cadre dessthodes stochastiques.

Il va de soi, que les notions treis dans ces appendices seront (re)introduites au funegsure des be-
soins dans le cadre des cours susmengsnrCependant, il nous a semhlfile de les mSenter ici de famn
indépendante et consistante.

Enfin, nous nous devons d’avertir le lecteur que nous avons volontairement restreint au asteswaire les
sujets abord$ dans ces appendices. Nous n'avons nullementelemqiion de nous substituarla tres vaste
et souvent &5 bonne ligrature qui couvre de mae plus commie et plus systhatique les sujets abasl”
ici. Nous indiquerons en lieu voulu quelquesérences permettant au lecteurei@ss d’en savoir plus sur ce
domaine passionnant.

Le stochastique en général

On fait appel aux rathodes stochastiques lorsqu’on est esspnce de @rionenes qu'il n’est pas possible ou

peu pratique dtudier de faon cétaillée et @&terministe. C’'est notamment le cas lorsque lesesgesetudies
présentent uneds grande complexdt’ou lorsqu’on ne dispose que d’'une connaissance partielle de leurs carac-
téristiques. Les mthodes stochastiques permettent aloesudlier les comportements en moyenne, enelisdnt

de faon probabiliste les parties d'un sgste qu’on ne souhaite pas ou qu’on ne peut i en éfails.

Les nEthodes stochastiques fournissent les outisesSaires poureduire les distributions de probabélg des
grandeurs de sortie importantes, en fonction de celles de=esrat du moele (Bterministe ou non) du systie.

Elles permettent ensuite d'utiliser au mieux ces informations pour prendreedissoth's appropees.

Pourquoi enseigner les méthodes stochastiques aux ingénieurs ?

Le besoin de rathodes stochastiques est reconnu depuis assez longtemps (enseignement du calcul desgrobabilit”
et des statistiques en candidatureangur, depuis quelquegdénnies). Cependant, cet enseignemermisgoeu
évolué au cours du temps, et surtout le volume assesires‘constant. |l apparejue la partie thoérique relative
au calcul des probabiét est mieux assingi€ par leefudiants, alors que la statistique est assez vite esibtié
qui tient au fait qu’on ne I'utilise pas assez paregr’

Si on fait un inventaire des travaux de finetlides des irglieurselectriciens électronique, informatique,
génieélectrique) on se rend compte qu’une proportion importante fait appel, da ticecte ou indirecte aux
méthodes stochastiques.

Enfin, si on s’interroge sur leoté des futurs inghieurs, on se rend compte qu’on leur demande un esprit
critique et une capadtd’innovation de plus en plus grande. Or, il est reconnu que I'enseignement actuel des
ingénieurs, qui est surtout basur le raisonnemeneductif (appliquer des “lois” gr¥rales aux cas particuliers),
tenda étouffer 'imagination et la @étivitt. L'enseignement du stochastique a pour premier objectif d’engendrer
une plus grande ouverture d’esprit et de renforcer la capdeittaisonnement inductif (c’eatdirea tirer des
conclusions irgfessantea partir de cas particuliers). Il apparddnc comme souhaitable, sinoaagssaire, pour
renforcer la capacitd’innovation des ingnieurs.

Domaines de I'ingénieur électricien faisant appel au stochastique

Les €Blécommunications reposent sur lesthiddes stochastiques en ce qui concerne I'optimisation des perfor-
mances, le codage, et le filtrage du bruit. En particulierdiégstmmunications font largement appel au traitement
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du signal, aux techniques d’optimisation des performances demsgstinformatiques distriles;a la compres-
sion et au codage de doses. Par exemple, dans ws€au ATM chaque connexion seegehte sous la forme
d’une suite virtuellement unique de cellules transmises, quigieairépesente comme lagalisation d’un pro-
cessus stochastique. Legstinddes stochastiques permettent alogsdlier les performances du syste lorsqu'il
est soumisa differents types de trafic (communicatiop&phoniques, transferts de da®s nurefiques, trafic
multimedia. . . ). Elles permettent aussi I'optimisation du codage des desdans le but de minimiser les pertes
d’'informations suite au bruitage en cours de transmission.

Le traitement du signal (filtrage, traitement de la parole et de signaux physiologiques, traitement d’images)
repose en grande partie sur desthodes stochastiques. En imagerie spatiale, par exemple, ces techniques sont
utilisées poueliminer le bruit des informations brutes caps$ par lesaiescopes et ainsi identifier automatique-
ment les corps stellaires. Eneaécine, elles permettent I'integiation automatique de signaux physiologiques
(électrocardiogrammesléctroenephalogrammes) et facilitent ainsi la surveillance des malades.

La théorie des sysimes est une disciplineeggrale qui est utilisé pour IEtude et la conception d'unees”
grande diversé'de systimes, que ce soit engoanique, erlectrici®, ou encore en informatique. Une partie de
la théorie des systhe s’inEresse aux sysines stochastiques qui sont notamment eslish estimation état et
pour la conception de systies auto-adaptatifs. L'estimatioretit, permet de tirer le meilleur profit des infor-
mations fournies par divers capteurs, notamment en filtrant les erreurs de mesures et en permeteamiola d”
de fonctionnements anormaux de certains capteurs. Lesnsgstauto-adaptatifs sont capables d’adapter leur
straggie de commande en fonction de changements des easéigties de I'environnement, du sgste pilo€,
et/ou de ses objectifs deglage.

En informatique de nombreuses questions font directement appeletbode’s stochastiques : I'optimisation
des performances des systes, la compression de das, I'intelligence artificielle, 'analyse de dawes, les
réseaux de neurones... Par exemple, I'analyse desgsrast utilisé par certains constructeurs automobiles afin
de dstecter les raisons pour lesquelles certaines pampésitives sont obsergs; les rathodes stochastiques
permettent dans ce contexte d’identifier les facteurs qui provoquent effectivement des pannes des nombreuses
autres informations disponibles dans les bases deadnri’a compression des de®s est ba&s sur le codage
de suites de symboles en fonction de leur proba&ddliépparition, les suites les plugffientes recevant les codes
les plus courts; elle permet deduire caits de stockage etthis de transmission dans de nombreuses applications
(stockage de massegéaux informatiques, disques compacts, multimeel&yision digitale...).

La gestion des risques industriels et technologiques fait appel atixoaés stochastiques pour I'analyse et
la matrise de la fiabili€ et de la s€uri€ des sysmes. Les mthodes stochastiques sont notamment athbs”
pour la conception des centrales raales, la planification degséaux dehergieelectrique, [Evaluation des
risques des moyens de transport en commarofautique, traina grande vitesse), la niase de |a fiabili€ des
lanceurs spatiaux... Ces techniques permettent notamment d’identifier les sources de pannes les plus probables
et de afterminer des paradesla fois efficaces et ausscOnomiques que possibles. Notons qetulie des
performances des logiciels informatiques fait partie de ce domaine.

Disciplines de base

m Théorie de l'information : étude quantitative de la notion d'incertitude et d’information; optimisation des
performances des syshes de codage et de transmission de I'information.

m Processus stochastiqguesméthodes statistiques de description des signaux temporels et techniques de traite-
ment du signal.

m Apprentissage automatique :théorie de I'estimation statistiquegénduea I'estimation de fonctionsay€rales
de plusieurs variables.

m Sécurité et fiabilité des systmes : évaluation et amlioration de la capa@ttles sysmesa fonctionner de
fapon satisfaisante, malgia possibili€ de édfaillances de certaines de leurs parties, et nedkg irévitables
perturbations en provenance de leur environnement.
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Entrées cachées
(perturbations)

Entrées Systeme : Sorties
Observables Observables
Relation entre Entrées et

Sorties

Figure A.1.  Représentation graphique d'un systeme

Entrées cachées
(perturbations)

P@)

Entrées Systeme : Sorties
Observables Observables
Relation entre Entrées et

Sorties : P(y|x,z)

Figure A.2.  Représentation probabiliste d'un systeme

Notion de systéeme

La figureA.1 rep@sente de fam graphique un sysie. Une telle regsentation est en fait une abstraction
(graphique) de lagalitt physique; pour en fairedtide on peut lui associer des objets reathfiques : espace
d’entrée; espace de sortie; nald ‘entee/sortie équations dif€rentielles, algbriques... ). Si a des engés
fixees le modle associe de maarié unique les sorties, on dira que le raled(et par extension le sgshe) est
déterministe. Un moele non-&terministe est donc un mel# qui associa une enge donee un ensemble de
sorties possibles, c’estdire compatibles avec le melé. Notons d’emldé qud’orientation du modtle, c’est-
a-dire le choix de ce qu’on convient d’appeller les eafr’et les sorties est effeeteh fonction des objectifs
poursuivis. En particulier, un mede ddterministe peut devenir noretErministe si on inverse l®l€ joué par
les entees et les sorties. D’'autre partemé dans le cas d’'un melg’ dEterministe, il est souvent difficile ou
impossible de dferminer toutes les ees de maeirre pecise (par exemple, certaines e 'sont qualiéiés de
perturbationsnconnues); dans ce cas, on cherctedgdterminer les ensembles de sorties possibles, lorsque les
entrées appartienneatun sous-ensemble de I'espace d'eatr”

On conoit que partant d’'un syste Eel, on peut construire unednérchie de moeles comprenant des
mockles tes pecis mais exgfmement complexes, voire impossibesnanipuler, ainsi que diverses approxi-
mations, plus simplea manipuler mais moins ecises. Par exemple, eregence d’un simple circueiéctrique
(disons une “esistance” enagie avec un “condensatelifLes notes sont regroep& la fin de chaque chapitre)),
l'ingenieur qui s'inEressea la relation entre le courant dans ce circuit et la tenaieas bornes dispose de toutes
une €rie de modles :€quations de Maxwelkduation difErentielle des circuits esléments conders’(lindaire
ou non-liréaire) €quation algbrique, relations qualitatives. Meme le plus sophistigade ces moeles reste une
abstraction de lagdlit, et posede un domaine de validit'estreint, sinon bien cegnC’est tout I'art du refier
d’'ingénieur que de choisir le metE apprope;a la fois suffisamment pcis et adajgtaux besoins pratiques, et
ce choix &pendevidemment du contexte. Par exemple, dans le cas de notre mini-ciregfitshdia de I'espace
d’entrées (contenu &quentiel des signaw!’entrée, amplitude), ainsi que de la nature de I'environnement (per-
turbations thermiques oeléctromagatiques) dans lequel le circuit est cerf®nctionner. Mais le choix de
mocklisation @pendegalement de I'information disponible : par exemple la mise en oeuvreglesions de
Maxwell nécessite des informationgt@illées sur la gonetrie des conducteurs etefiEctriques des composants
utilisés, informations qui ne sont pasgg€ssairement disponibles.
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La figure A.2 schématise le point de vue adeppar les mthodes stochastiques pougtlide des systes,
anticipant sur la suite de ces appendices. Par rapdarfigureA.1, ce moctle est comm@te par des hypottses
sur les distributions de probabéi'des en&ésP(x), P(z), la relation entee/sortie est repsenge par une dis-
tribution conditionnelleP (y|z, z), et les sorties sont caractes par une distribution de probalat’(y). Ces
distributions de probabil#s repesentent un certain niveau de connaissance dermsgsphysique maalise, et
englobent comme cas particuliers les eys¢s @terministed. L'avantage principal des cette vision des choses
est de mettre eavidence explicitement le degde non-dterminisme des diéfentes parties du met.

L"evolution de la technique engendre deseiyss de plus en plus complexes (syses deglécommunications,
sysemes informatiqueseseaux dghergieglectrique. .. ); 'amélioration des connaissances physiques fournit
également des metkEs de plus en plus sophistegi”Cependant, la meSe de systimes complexe®€els passe
le plus souvent par la mise en oeuvre de gled “ad hoc”, simpligs pour en permettre la manipulation. Les
méthodes stochastiques visentjuantifier les incertitudegsiduelles de ces mebts en mettant en oeuvre le
calcul des probabil@s$ et les outils statistiques. Elles permettent de construire desl@sogrobabilistes des
sysemesa partir de doneés mesw@és, et ensuite de manipuler ces gled (analyse magmatique, simulations
numeriques) pour prendre desasions.

Notes

1. Nous utilisons ici ces termes powggigner les composants physiques et non les abstractions correspondantesateldél circuits.

2. Notons que dans la reggéntation probabiliste de la figude2 nous avons fait implicitement I'hypotise que les erge’s observables
et non-observablestaient inépendantes.






B RAPPELS DE PROBABILITES

“La théorie des probabikis n'est rien d'autre que le
bon senseduit sous forme de calcul.”
- Pierre Simon Laplace, 1819

B.1 PROBABILITES VERSUS STATISTIQUE

La théorie des probabils est une branche des natietiques quétudie les propatés des structures (matma-
tiques) permettant de reggénter les périonenes o'le “hasard” intervient.

Cette tleorie permet donc de metiSer efficacement certains gidnenes atatoires et d’en faire dfude
théorique. Elle fourniegalement une approche pour la formalisation du “raisonnementesepecé d’'informa-
tions partielles et/ou contradictoires. Comme touteoti€ matlematique, la thorie des probabils est une
science éductive, qui se base sur un certain nombre d’axiomes et utilise les techniques usuelle eratigtles
pour la &monstration de #oEmes. Ony dduit donc des propetés sgcifiquesapartir d’hypotleses gieérales.
Ses domaines d’application sont nombreux : la physique, l'intelligence artificielleedai¢hdes sysimes, le
traitement du signal, la statistique. pour n’en citer que quelques uns.

La statistique, au sens le plusrgral, est une discipline qui consiste dans le recueil, le traitement et I'ietarpr”
tion de donees d’'observations sur des ses physiquesdels ou simds). En particulier, elle permet de
construire des mazles (probabilistes ou non) qui regentent correctement laalitt mesurable du monde
physique. Il s’agit d’'une discipline faisant souvent appel au raisonnement indagiértir d'un certain nombre
d’observation®lémentaires on cherclaeconstruire des loisgggérales qui “expliquent” ces observations. Etant
donre ce cara@re inductif, leseSultats obtenus par la statistique peuwdre femis en question par de nouvelles
observations, comme c’est le cas dans le domaine des sciences naturefieérah Bour cette raison, une utili-
sation correcte de la statistique dans un domaineelorar€cessairement de pair avec une bonne cetmgrsion
physigue de ce domaine. Aussi, lesultats obtenus sont justifi'dans la mesureidls sont ogtrationnels, et
non pas parce qu’ils repsenteraient laerité absolue. Qu’on ne s’y trompe pas cependant, car l'utilisation des
outils statistiques fait autant appeela rigueur scientifique que les autres sciencegmx@Entales. Manmoins,
ces outils ne permettent denfier que la “plausibilié” (et non la “€alitt”) de la plupart des madeés utili€s par
les ingnieurs et scientifiques de nombreuses disciplines. Etanedartiversi€ des prol@mes rencongs en
pratique, la statistique est un domaine ertement vaste dont I'apgiménsion d’ensembleenéssite du temps et
de I'expérience pratique. Elle est surtout bassur le calcul des probabdg, qui lui sert comme outil de raison-
nement; elle fait cependant aussi apgpele' nombreuses autres parties des emattiiques (analyse, abre,. . .

).

Il'y a donc une interdpendance forte entre les deux disciplines, regeément une diéfence fondamentale

dans leur approche edluctive pour le calcul des probal®is inductive pour la statistique.

B.1
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Cet appendice s'ietresse d’'abord au calcul des probaédipour en rappeler les bases et Esuitats les plus
fondamentaux qui doiverdgtfe mafrisés. Les rappels de statistiqe&mentaire font I'objet d’une appendice
sépage. Pour une &s bonne introduction aux probaleteta la statistigue nous recommandons vivement [
Sap9(). Pour en savoir plus sur les fondements reathtiqgues du calcul des probal@Bthous suggons la
lecture de laeférence [3il79].

Pour conclure cette introduction, insistons sur le fait quemgation probabilis/statistique que nous faisons
volontairement n’est pas justf’d’un point de vue fondamental, mais bien pour des raisetsgogiques. Nous
commenons en quelque sorte par analyser quelques arbres sans aocsypér de la fet” Parmiles difrentes
possibiligs qui s’offrent pour aborder un domaine comme celui-ci, le choix que nous avons fait est celui d’'une
rupture minimale (maisetessaire) avec la fan habituelle de msSenter probabilss et statistique dans ureme
cours, et sanseparation claire.

Nous souhaitons ainsi limiter la confusion entre les aspemdsictifs et inductifs complhentaires du calcul
des probabilgs et de la statistique. Au fur atmesure de sa familiarisation avec lesthodes stochastiques,
Ietudiant prendra conscience comment ces deux disciplines couvrent les deux gasgrthement en j@isence
d’informations incomgites Enfin, pour terminer ces commentaires introductifs, notons que le domaine des
méthodes stochastiques esioitement appareadl la logique et la philosophie des sciencesemé si I'approche
probabiliste ne constitue pas la sewdpohnse possible aux prahes aborels dans ces domaines.

B.2 NOTION DE PROBABILITE - INTERPRETATIONS

Dans cette section nous allons introduire, tout d’abord intuitivement puis plus formellent la notion de pbabilit”
Ensuite nous discuterongf brevement de ses dédfentes intergtations logiques et physiques.

B.2.1 Intuitivement

Comme mentiona plus haut, le calcul des probal8ktest un outil ma#rhatique qui permet de reggénter et
de manipuler des situations/eqEnces dont I'issue esteafoire et/ou au sujet desquelles on dispose de connais-
sances incomptes/incertaines.

Une connaissance (c’eatdire une affirmation logique) est ditgcertainedans un contexte doensi dans ce
contexte il est impossible aussi bien dguter sa eracig que de la prouver. La notion de probakilgérmet
d’ordonner de telles connaissances par ordrglaesibilité croissante, et de remettagour cet ordonnancement
lorsque de nouvelles informations deviennent disponibles.

Expériences aléatoires. Uneexperienceest qualifée d'aEatoire si on ne peut pasguoir par avance son
résultat, et donc sigetée dans des conditions apparemment identiques, elle pourrait donreedistesultats
differents. Le calcul des probabdg permet de madiser et de simuler de telles exjénces.

Pourétudier une telle exgrience on s’ingfesse tout d’abora l'univers de tous lessultats (ou objets) possi-
bles : on note usuellemefitcet ensemble fondamentalwetin élément particulier d€!, c’est-a-dire un gsultat
particulier parmi ceux possibles.

Exemple 1. Par exemple, sion s'ietesse au diagnosticadical, I'ex@rimentateur pourraétfe un nedecin
particulier, et I'exgrience le premier diagnostic de I'aam(disons, le 2 janvier au matin, en I'an 2000). Nous
pourrions alors dfinir 'ensemble? pour ce prokl@me comme I'ensemble de tous les patients queeasteein est
susceptible de diagnostiquer (leed€cin ne pewtvidemment pas proir quel sera le patient particulier qui va se
présenter devant lui).

Exemple 2. Un autre exemple iet'essant concerne lesséaux informatiques. Plaes nous en un noeud
particulier du €seau Internet, et observons les messages par caele@ronique qui y transitent pendant une
journée donee. Un Esultat particulier est alors la suite partiené’ de messages qui ont traasiténdant la
période d’observation. Avant d’avoir effe@l’expérience on ne pewvidemment pas proir quelle suite sera
obsen€e, et 'ensemblé€) est alors 'ensemble de toutes les suites de messages possibles pouvant transiter sur
une jourrge, un ensemble certes¢rcompliqea caraatriser mais eanmoins de taille finie.
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Il faut noter que l'univers estefini en fonction de I'objectif particulier poursuivi. Ainsi, dans le premier exem-
ple ci-dessus on aurait pefifiir I'univers commeetant I'ensemble des maladies diagnosggipar le radecin,
ou encore I'ensemble desediicaments @scrits. Dans le second exemple, on aurait puer@gSer uniguement
a I'expéditeur des messages effidir le résultat de I'expfience commetant I'ensemble des adresses email des
expediteurs ayant enveyau moins un message email pendant la jearnf’univers serait alors I'ensemble de
tous les sous-ensembles d'exiteurs possibles de messagkxfroniques susceptibles de transiter par le noeud.

Evénements. Dans la terminologie usuelle, @venementdésigne une assertion logiquenfiable relative
au Bsultat d'une exgrience. Ainsi, 'assertion logique suivante

le premier patient qui se présentera le 2 janvier 2000 au matin est ugtudiant qui devrait passer un examen le 3
janvier

définit un événement. Cette assertion logique est soit vraie soit faussefirit@&n fait un sous-ensemble des
joyeux lurons parmi la “cliergfe” encore en vie le 2 janvier 2000; nous allons noter cet ensefmbie).

Un autreevénement correspondrait’assertion logique suivante
le premier patient ... a trop festoye le jour du réveillon et souhaite un certificat nedical

auquel on peuegalement associer un sous-ensenible (2, a priori difféerent deA.

A tout événement on peut donc faire correspondre un sous-ensemble Be particuliera toutw €  on
peut associer uavénementélémentaire correspondant au singletdmw }.

Probabilités. La notion de probabiléqui sera formalisé ci-dessous est une fonction qui mesure I'importance
desévénements : elle asso@auhévénement un nombre positif (entre 0 et 1) qui exgante le degrde certitude
gu’on peut associex Celui-ci a priori. Il traduit [Etat de connaissance dans lequel on se trouve avarttiger
une exgrience.

Notons que si l'univers comprend un nombre fingldents, legvénements sont foezhent des ensembles
finis. Dans ce cas, uavenement auquel on associe une probabdgalea un est ure¥énement dit certain
(on est certain qu'il seedlisera); syrafriquement, uevénement auquel on associe une probabiiitile est un
évenementimpossible : on est certain qu'il nesalisera pas. Ces deux cas ertes sont les limitesude raison-
nement probabiliste rejoint la logique classique : la partierggSante concerne cependant toug¥éaéments
auquels on associe des probabgiihternediaires. La mesure de probal@lipermet de trier I'ensembles des
événements par ordre croissant de leur proba&ipriori. Le calcul des probabiis’permet de s'assurer que les
raisonnements effeatsa I'aide de ces nombres restent eodrits, d’'une part, d’autre part, il permet de medtre °
jour les probabiligs en fonction des informations obtenues.

Remarque sur la notion d’expérience répétable. Les exgriences que nous avons illuets ci-dessus

ne peuvent pas en princigdré €pétées : le 2 janvier 2000 au matin il n'y aura qu’un seul patient qui sera le
premier. De reime, au cours d’une jouer’donee un seul ensemble de messages transitera en un noews donn”
d’Internet.

Il est cependant souvent possible de supposer que les @iEspdié certaines erpénces ne changent pas au
cours du temps : on peut alorgpgter Eventuellement inefiniment) cette exgrience. Par exemple, on peut
supposer qu'un@he s'use pas au cours du temps et queseltat d’'une exgrience de lancer deedie apend
pas du temps, ou du nombre de fois qu'ilgj@éte lane. Similairement, lorsqu’oregete un certain nombre de
fois une ogration de mesure, on peut supposer que I'ensembledekats possibles ne change pas d’'unedois
la suivante et que les probabélg deei€nements restent constantes.

Il est clair, Eanmoins, que ce type de situation est une abstraction qui malégerjamais parfaitement en
pratique : il n’est pas possible d’observer un eyt physique sans le perturber. Nous verrons plus loin que cette
abstraction est souvengtsifiee approximativement et eatla base d’'une grande partie des statistiques. Nous
allons pour le moment au moins admettre qu’unezigrice peuefre Epétée. Nous discuterorssla sectiorB.2.3
plus finement pourquoi il n’en est pas toujours ainsi, et pourquoi il esteasant de se servir du calcul des
probabiligs lorsque ce n’est pas le cas.

B.2.2 Formellement
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B.2.2.1 o-Algebre des événements.

Notations. Cidessous nous utiliserons

m des lettres minuscules grecqueasf, . . .) pour dgsigner legléments dé)

m des lettres majuscules latines (p.eéx.B, . ..) pour ddsigner des sous-ensemblegtde
Par ailleurs, nousesignons par

= 29 ’'ensemble de tous les sous-ensemblefde

» des lettres rondes (p.ex, B, . . .) des sous-ensembles 2¢, c’esta-dire des ensembles de sous-ensembles
de(.

Enfin, nous utiliseronegalement les notations

m f(),g(-),... pour dsigner une fonctionafinie sur (une partie dé),

m F(-),G(-),... pour dsigner des fonctionsdihies sur (une partie dey’.

Enfin, nous @signerons parA le compEmentaire danf de A.

Définitions. Un o-algébreS d’evénementsdéfini sur un univers? est une partie d2 (i.e. un ensemble de
sous-sensembles €8 qui vérifie les propetes suivantes :

m Qe
m Aef=>-4A€(
m VA, A,,... € & (en nombre fini ou dhombrablé) : | J, 4; € €.

Les éléments de€ sont dEsigres par le terme @Vénements. Il s'agit de parties deauxquelles nous avons
conféré un statut particulier, comme nous le verrons ci-dessous. Bé&mements! et B sont ditsncompatibles
siANB =0.

Syseme complet d&énements4,, . .. A, formentunsyséme complet @&nementsiVi # j : A;NA; =0
(ils sont incompatibles deua deux) et s{J; A; = Q (ils couvrent(2). On dit aussi que lesl; forment une
partition def2, et on supposera la plupart du temps que tousilesont non-vides.

Remarques.

1. Les deux prenaires propetes ci-dessus impliquent que I'ensemble videsidi€ par() fait nécessairement
partie de toutr-algébre dévénements.

. La seconde et la troisme propte impliquentgalement qug); 4; € €.
. {0,Q} est uns-algebre dévénements : c’est le plus petit de tous.

2
3
4. 2% est uns-algébre dévénements : c'est le plus grand de tous.
5. SiQ est un ensemble fini, aloé&l'est également.

6

. Par contre, s est infini (Bnombable ou nony, peutétre non-énombrable, dhombrable, et erhe fini.

B.2.2.2 Probabilités.

Le statut particulier desvénements est qu'il est possible de leur attribuer une probghifiésta-dire un
nombre positif compris entre 0 et 1, qui dafpodndre aux axiomes suivants.
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Axiomes de Kolmogorov. On appelle probabil’sur (2, &) (ou loi de probabilié) une fonctionP(-)
définie sur€ telle que :

m P(A)€0,1],VA € E;

s P(Q) =

m VA, Ay, ... € &incompatibles P(lJ, A;) = Y, P(A:).

Discussion.

On voit que l'utilisation du calcul des probabd# passe par troigdpes successives de relistion : @finition
de 'univers(2, choix d'unc-algébre dévénementg’, et enfin quantification par le choix de la mesure de proba-
bilite. Les propets de base qui sont requises pour que I'ensemble satenhsont le fait qué soit effective-
ment unc-algébre et queP(-) satisfasse les axiomes de Kolmogorov.

On constategalement que le calcul des probabgitst compatible avec la logique classique (en tout cas, si
2 est fini). Il suffit de considfer le cas particulienoP(-) est dfinie sur{0, 1}, et associeala valeur 1 la valeur
de \Erité “vrai” et a0 la valeur “faux”.

B.2.2.3 Propriétés remarquables.

Des axiomes de Kolmogorov on peuwtdiliire imn&diatement les prom#és suivantes (qu’onefhontreraa’
titre d’exercice, en se restreignant au ca$Xest fini).

P(0) =0.

P(=4) = 1 &P(A).

AC B = P(A) < P(B).

P(AUB) = P(A) + P(B) &P(AN B).
P(U; Ai) <32, P(A)

A; L0 = lim; P(4;) = 03

S T o

On aégalement :

1. P(A)=1= P(AUB) =1,VB€ €.
2. P(A)=1= P(ANB) = P(B),¥B € €.
3. P(A)=0= P(ANB) =0,YB € €.
4. P(A)=0=> P(AUB) = P(B),¥B € €.

B.2.2.4 Théoréeme des probabilités totales.
Soit B; un syseme complet ddvénements, alorgA € £ : P(A) =3, P(AN B;).

Remarque. Certains auteursafinissent une sysme complet di€nements de fan légerement difErente
de celle que nous avons adpeti-dessus. Au lieu d’exiger qug" 4; = Q2 ils imposent la condition plus faible
P(U!" A;) = 1. Ce type de systhe, oleit également au #5eme des probabibs totales.

Dailleurs, on peuevidemment comelter un tel systie avecd,, 1 = = J;' 4;, avecP(A,+1) = 0.

B.2.3 Différentes interprétations de la notion de probabilité

[l faut faire la distinction entre la formulation matinatique d’une torie et I'utilisation que nous en faisons pour
étudier des prolkimes du mondesgl qui nous entoure, c’eatdire son interpatation. Ceci est particdrement
vrai pour une tleorie telle que le calcul des probat@tqui vise entre autresmodliser une certaine forme du
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raisonnement humain, et qui s’adreasdes prot#ines a'l'incertitude joue unele fondamental, c’esd-dire des
problemes o’il pourraitétre difficile de valider la thorie. En particulier, la #drie ne nous aide pas lorsqu’il
s’agit de &finir en pratique la loi de probab#ifi associer augvénements choisis.

En réalité, depuis son origine, le calcul des probaéditl donelieua des @ébats intenses entre scientifiques,
logiciens, physiciens, philosophes, en ce qui concerne la ou les eti@iipns physiquea donner’la notion
méme de probabil@” Ces ébats sont encore d’actualjtét le resteront certainement encore longtemps; c’est
la raison pour laquelle nous voulons mettreesidence ici les diffrents points de vues qui s’opposent dans ce
débat d’icEes.

B.2.3.1 Le point de vue objectiviste.

La vision classique. La vision classique estenitée des jeux de hasard. Dans cette visioest en gréral
fini, et on considte alors comme-algébre dévénement&®?, fini lui aussi. Nous dérivons en dfail la Emarche
adopte pour alors éfinir la mesure de probab#ifcar cette éimarche estgalement utilieé dans la conception
subjectiviste.

Dans ce cas, il suffit d'attribuer des probaleiitauxevénementglémentaired (w); Vw € ; les probabili€s
des autresvénements s’enatiuisent par application du troésne axiome de Kolmogorov. En particulier, on aura
P(Q) =3, P(w) ce quien vertu du second axiome de Kolmogorov immsdemment que . P(w) = 1.

Sous cette contrainte, la vision classique impose des arguments @grisyrposant que lesvénements
élémentaires sorgquiprobables. Par coagient,P(w) = || ! (ou |©2| désigne la taille finie de I'univers).

C'est cette @marche qui conduit associer aux 6 faces d’ue tfarfait”, une probabili’des.

La principale faiblesse de cette approche est qu’elle repose sur un postulatetgesidgial (donc irgalisable
en pratique) et ne permet pas la remise en question des prodmbitifonction d’informations supptientaires
(obtenues par exemple en effectuant deseagpces de lancer dell‘'Une autre faiblesse est que cette approche
ne sétend pas au cas duest non-eéhombrable (voia'ce sujet la discussion §8.2.4).

La vision fréquentiste. Elle repose sur la loi des grands nombres et sur une awgadisdtion,a’ savoir
la notion d’ex@rience in@finiment Epétable dans les emfes conditions. La loi des grand nombres assure en
effet que dans une telle egpénce la fequence relative obsexg d’unévénement converge vers la probakilité
celui-ci.

Notons que cette vision est aussi ageela vision “orthodoxe” : toute comme dans la vision classique, la
notion de probabilé’est suppae dEfinie de faon unique (c’est-dire indEpendamment de I'observateur), et
tous les observateurs doivent se soumettiee exprience similaire pour enatérminer la valeur.

Il est clair que la proedure expfimentale n’est pas pratiguemeeaalisable. D’autre part, elle n’autorise pas
I'utilisation du calcul des probabiés pour raisonner sur desénements incertains mais nogpétables (et en
pratique, aucurvénement n’est parfaitemempstable). Enfin, elle est bas’sur un cercle vicieux logique : cette
définition repose sur la loi des grands nombres qui elerm Supposeaii c&fini le concept de probabidt”

B.2.3.2 Le point de vue subjectiviste.

Les faiblesses des deux approchesopdentes et le fait que d’'un point de vue logique il soit souhaitable de
permettre la remise en question de la probabilitin événement suite I'obtention de nouvelles informations
(par exemple, si nous apprenons quedeedt imparfait) conduiseatnier I'existence de la notion de probalalit”
“objective”.

Ainsi, dans la conception subjectiviste on netigé I'état de connaissance d'un observateur. On peut alors
argumenter que powtre colerent avec lui-rafme, un observateur doit assigner des probabilitixvénements
qui respectent les axiomes de Kolmogorov, maiseddfits observateurs, ayavehtuellement des connaissances
differentes, peuvent aboutirdes assignations déffentes. De plus, unemie observateur peut remettr@ur ces
probabili#s lorsque de nouvelles informations segantent.



RAPPELS DE PROBABILITES B.7

Mesure d’incertitude. La probabili€ objective n’existe pas et n’est donc pas une grandeur mesurable; la
probabili# subjective est simplement une mesure d’incertitude, qui peut varier avec les circonstances et avec
I'observateur.

Puisque la notion d’exgrience epétable n’est plus écessaire, on peeténdre le domaine d’application du
calcul des probabil@s auxevénements nonepétables, c'esté-dire au raisonnement engs€nce d’incertitudes
(par exemple en intelligence artificielle, pour netidér le raisonnement humain).

La vision bayesienne. Nous reviendrons plus loin sur cette approcheea@voir @velopg le calcul des
probabiligs. Pour le moment, contentons nous d’indiquer que cette approche camsistauer des probabiisa
tout ce qui est incertain. En particulier, cette approche corssteibuer des lois de probabdg aux probabilés
desévénements, si les informations disponibles ne sont pas suffisantesgtetmihier leurs valeurs exactes.

Ainsi, en pgsence d’'un probhe de jeu de “pile ou face”, un bayesien va commencer par admettre qu'il ne
connait pas suffisamment bien lapé€ pour fixer a priori la probabitde “pile”. En d’autre mots, il admet avoir
une incertitude sur la valeur de cette probabjlgl’il va modliser par une (meta)loi de probalskt” Ensuite, il
va utiliser cette loi de probabiés pour faire des pdictions, et si des expiences sont effect@s (par exemple
des lancers de ece) il va utiliser le calcul des probabdg(la formule de Bayes) pour remetérgour la valeur
des n&ta-probabiligs en fonction de I'issue de I'egpénce.

Il faut remarquer que cette approche n’est pas non plusrentént satisfaisante (au grand damne de ses
défenseurs) puisqu’il reste une phase arbitraire qui corsist@isir les rta-probabiligs. Signalons simplement
plus haut que certains arguments de stn’et d“estletique” sont utili€s par les bayesiens pour fixer dedac
“objective” les néta-probabili¢s...

Cependant, sans prendre parti disons qu'’il nous semble que I'approche bayesiersameepune certaine
souplesse qui va de pair avec kendarche scientifique.

B.2.4 Ensembles infinis, voire non-dénombrables

Pour terminer ces commentaires philosophiques, et avant de nous attaquer au coeur du calcul desegrobabilit”
nous voulons faire ici quelques remarquesggales sur la@¢essit’de pouvoir manipuler des lois de probaksit”
définies sur des univers de taille infinie oersymbrables.

Lorsque I'ensemblé) est fini, I'algebre desténements I'esegalement. Par contre, lorsqQeest infini, il
est possible d'y dfinir des algbres dévénements finis, @iombrables ou nonediombrables. Par exemple (i
est infini mais resteefiombrable (c’es&-dire peuttre mis en bijection avec I'ensemliifedes entiers naturels),
I'algebre complet est nonediombrable (il peugtre mis en bijection avec I'ensemlitg.

Dans la pratique, I'application du calcul des probakdiux ensembles infinis peut condwren certain
nombre de difficults conceptuelles, dues aux passagkslimite. En particulier, urevénement de probabiét”
nulle n'est pas ecessairement impossible, et corrolairemenewnéement de probabiéittgalea un n’est pas
nécessairement certain. Par exemple, si nous prenons comme univers l'infénddlge la droite eelle, muni
de I'algébre induit par les semi-intervallgs, b] (a < b € [0,1]) 4, et muni de la loi de probabittuniforme
qui associe un intervallda, b] la probabilig b <a, lesévénementelementaires di), 1] sont des singletons de
probabili# nulle et non moins possibles. Dans de telles situations il faut utiliser quelqeesIions oratoires et
parler dévénements presque impossibles ou presque certains.

D’un point de vue conceptuel, il est cependant important de se souvenir que ces ensembles infinis sont des
constructions matirhatiques obtenues par passade limite sur des ensembles finis. Le langage matdtique
assocat a ces ensembles permetdtire de faon syntletique des propeités qui sont vraies pour les ensembles
finis et qui le restent lors du passagda’ limite. Mais, ce language ne doit pas changer la signification de
propriétes, ni nous induire en erreur.

D’un point de vue pratique, on peut donc adopter le point de vue que le monde tel qu'il est acaessible °
I'expérimentation physique est essentiellement fini (c’est d'aillevident en ce qui concerne le monde de
l'informatique digitale). On pourrait donc parfaitement justifier une approche qui consistekarelopper les
théories sur base de melisations par ensembles finis, et qui expliciterait les passafgeimite sur leseSultats
plutbt que sur les concepts deHrt. On pourrait alors sedarasser des difficels’engendrés par I'analyse mod-
erne (calcul infiniésimal, ti€orie de la mesure, des distributions ) au prix d'une lourdeur aicriture accrue (et
souvent excessive) d'un certain nombre de pegpsiet de raisonnements.
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Nous pensons que 'utilisation de I'analyse classique est un outilenmettique qui est non seulemengrg$sant
du point de vue conceptuel, magalement justié par son caraete ogrationnel. Cependant, la conghiEnsion
des principes de base importants dans le domaine du calcul de prasgigiiit par contreds bien se faire sans
y faire appeR’tours de bras. En clair, nous segons awetudiants d’effectuer leurs raisonnements dans le cadre
d’univers finis, afin de bien assimiler la signification mathétique et physique des principales notions. Une fois
bien mafrisé le cas fini, ils pourront ensuite se poser la question de savoir ce qui se passe lors dugp&ssage
limite.

B.3 ELEMENTS DE BASE DU CALCUL DE PROBABILITES

B.3.1 Loi de probabilité conditionnelle

Partons d’'un espace probab@i€?, £, P(-)), et supposons que I'on sache quenéhementB est Bali€. Cher-
chonsa savoir ce que devient alors la probabilifi’'unévénementd quelconque soitaali€, que nous allons
noterP(A|B).

Si A et B sont incompatibles il est clair qué ne se ealisera pas eP(A|B) = 0. Par contre, sk N B # (),
alors la Ealisation ded est possible, mais seule la partieAlgui est dan3 nous ineresse. SN B = B alors
nous sommes certains quese Ealisera :P(A|B) = 1 dans ce cas. Tout se passe donc comme si nous avions
restreint notre univera F'evénementB et que nous nous iatéssions uniquement aux probaksitelatives des
parties degVénements siees dans3.

Définition. Nous supposerons qug est de probabilé’non-nulle (dans le cas fini il est ridicule d’envisager
gu’'unévénement de probabiéitfiulle se soitealis), et nousléfinissonga probabilig conditionnelle del sachant
qgueB est Balis€ par

A P(ANB)

P(AIB) = =5 (B.1)

Notons qued D B = P(A|B) = 1, mais (attention) lag€iproque est fausse!

Il s’agit bien d’une loi de probabilité. En effet, elle eftifie les axiomes de Kolmogorov puisque :

m A Bef = ANB e £etdoncP(A|B) est bien @finie surf.
P(A|B) > 0.

ANBCB= P(ANB)< P(B)= P(A|B) <1.

P(Q|B) =1 (trivial).

P(U; AinB)

P Ui A;)NB
P(UiAi|B) = (( p(B)) ) =
bles lesA; N B le sontégalement.

=3, BEEE = 32, P(44|B), car siles4; sont incompati-

Evénements indépendants. On dit queA estindpendantd® si P(A|B) = P(A), c’esta-dire si le fait
de savoir queB est Eali€ ne change en rien la probatelideA. On utilise souvent la notation

ALlB (B.2)

pour indiquer qued est indpendant dé3.

Si P(B) €]0, 1], on a4 indépendant dé3 si, et seulement sP(A|B) = P(A|-B).
Suggestion : calculer alor®(A) par le theoreme des probabils totales.

Indépendance conditionnelle. SoientA, B, C trois événements, eP(C') # 0. Alors, on dit queA est
independant dé3 conditionnellemera C', que I'on note par

ALB|C (B.3)
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siP(A|BNC) = P(A|C).
Notons que
A P(ANn(BNC))  P(AnB)nC) P(C) _ P(ANB|C)

P(AIBNC) = PBNC) P(0) P(BNC)  P(B|C)

Discussion. |l estimportantde remarquer que la loi de probabitivhditionnelle est bieredinie sur l'algbre
de Eparte, et ceci bien que ses valeurs repeéhdent en fait que de probalatde sous-ensembles Be

Pour dewelénement dores A et B non indgpendants on peut avoir sdt(A|B) < P(A) ou P(A|B) >
P(A). Unévénement peut donc devenir plus ou moins certain lorsque on dispose d’informations nouvelles.

Dans le cas d'un univers fini tous leg€nements possibles sont de probabgirictement positive, eefinissent
par congguent une loi de probabiittonditionnelle. Nous avong@ illustré un cas d’univers infini, wle fait
gu’'un événement seedlise n'implique pasecessairement que sa probabiktpriori€tait non-nulle; il est alors
nécessaire de recougnin artifice pour finir la notion de probabilconditionnelle vis-vis de telel€nements
(passage la limite).

B.3.2 Sur la notion d’indépendance

La notion d’'indEpendance est une notion centrale ezotle des probabilts. Aussi allons nouseddiller les
diverses propgfés imn€diates qui dtoulent de saefinition. Nous supposerons ci-dessous @el) €]0, 1]
(resp.P(B) €]0, 1]), et dans le cas contraire nous dirons gu@esp.B) est unévénement trivial. Nous laissons
au lecteur le soin deerifier dans quels cas (et comment) ces conditions pewientélagesa dessvénements
triviaux.

Propriétés positives. Nous demandons au lecteur dentbntrera’titre d’exercice imradiat, celles parmi
les proprétes suivantes dont nous ne donnons pas la preuve.

= () estindpendant de tout autexénement.

= Un événement de probabiéithulle est indpendant de tout autexénement :
P(A)=0=P(AnB)=0= P(A|B) =0.

m Toutévénement est irefendant d€.

= Toutévénement est irefendant de tow@vénement certain :
P(A)=1= P(ANB) = P(B) etdoncP(B|A) = P(B).

= “Aindépendantd®” < P(AN B) = P(A)P(B)
(congquence directe de la&dinition).

m “Aindépendantd®” = “ B indépendant del”.
= “Aindépendantd&” = “—A indépendant d&”.
= “Aindépendantd®” = “ A indépendant de:B”.

m “Aindépendantdé3” = “—A indépendant de.B".
On peut donc utiliser en lieu et place de Efidition de I'indépendance lagafinition suivante.

Définition alternative de ’indépendance. Deuxévénementsi et B sontindpendants (AN B) =
P(A)P(B).

Il esta noter que cetteddinition peutetreétendue au casuaP(A) et/ou P(B) sont nulles, la propeitt étant
trivialement \grifiée dans ce cas (c&(A N B) < min{P(A), P(B)}).
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Propriétés négatives. L'assimilation de celles-ci sont aussi importantes pour la bonne aimepsion de
la notion d'inddpendance.

Remarquons tout d’abord que deghements inependants pour une loi de probalgldonrEe peuvent &S
bien étre non inépendants pour une autre loi de probabiliEn d'autres mots, la progté d’'indépendance
dépend bien du choix de la loi de probalaliét pas seulement des pratég ensemblistes.

Nous suggfons au lecteur de chercher des contre-exemples powttier les propetés régatives suivantes.

= Un évenement quelconque non trivial n’est jamaisdpdhdant de lui-erhe!

m A indépendant d#3 et B indépendantd€’ A A indépendant d€’
(suggestion : prendrel et B non-triviaux incependants ef’ = A).

m A dépendant dé et B dépendant d€' A A dépendant d€’
(suggestion : prendrel etC' indépendants, eB = A N C non trivial.)

m A indépendantd® # A indépendant dé conditionnellemeraC
(suggestion : prendre comme exemple le double “pile ou face” avec @oegiuilibree, commévenements
A “face au premier lancer”,B “face au second lancer’C’ “méme issue aux deux lancers”).

Indépendance mutuelle. On peugtendre la deurime dfinition de I'indépendance au cas dé&vénements.
Ondiraque legvénementsi,, 4., ... , A, sont mutuellement irefendants si pour toute parfiele 'ensembles
des indices allantdean ona:

P (ﬂ Ai> =[] P(4). (B.4)
I I

Il est important de noter que I'irgpendance mutuelle est une condition plus forte quedjietidance deux °
deux.

Pour s’en convaincre il suffit de reconsrét notre double lancer de pile ou face ci-dessus. Dans cet exemple
on a en effetd indépendant dé3, B indépendantdé’, etC indépendant dél, alors queC' n’est pas inépendant
ANB.

Autres formules utiles.

P(ANBNC) = P(A|BNC)P(B|C)P(C) (B.5)

P(ANnB|C) = P(A|C)P(B|C N A) (B.6)
Notations. Dans la suite nous utiliserons de, decinterchangeable les notations suivantes p@sigiher
I'occurence simulta@é de plusieursvénements :
m A NAsN...N A, : lanotation ensembliste (on insiste sur le fait quedgsont vus comme des ensembles).

m A ANAy AL A A, la notation logique (on insiste sur le fait que lds sont vus comme des formules
logiques).

m Ay A, ... A, notation indiférente (plusdgere).

B.3.3 Formules de Bayes

Le formules de Bayes permettent d’exprini&rA|B) en fonction deP(B|A).

Premieére formule de Bayes.
P(A|B)P(B)

P(BIA) = =55

(B.7)
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Théoréme des probabilités totales. SiBi, Bs, ..., B, estun sysme complet dd¥&nements non triv-
iaux alors le tkoreme des probabibss totales peut strire sous la forme suivante

P(4) = P(A|B)P(B) (8.8)

Deuxiéme formule de Bayes. Deés lors la formule de Bayes peuestire

__PABIP®B)
PO = s Pais) Py ®9)

qui s'appelle aussi #0Eme sur la “probabilédes causes”, car il permet de calculer les probebitllgs causes
possibles d’'ureénement sachant qu’une ceasience s'esedli€e, connaissant la probabdlitle cette derere
sous I'hypotlese de chaque cause et connaissant la proleathdi causes a priori.

Il ne faut pas confondre la (ou le§rmules Bayes avec la notion deéglede Bayes utilige en teorie de la
décision. La Bgle de Bayes est unégle de écision qui minimise une probabgitd’erreurs. Nous en verrons
des exemples en &brie de I'information et en Apprentissage inductif.

Discussion. Le théoEme de Bayes (on donne souvent le nom d®irhe de Bayes aux deux formules de
Bayes) joue unafe trés important dans le cadre du calcul des probahilill sert de fondement au raisonnement
incertain probabiliste et eatla base de toute une branche de la statistique epgtatistique bayesienne

Il permet de remettra jour les probabil&s d’un certain nombre d’alternativés en fonction d’'informations
nouvelles (le fait quel soit réali€). On utilise souvent le terme geobabilites a prioripour dgsigner les?(B;)
et le terme derobabilites a posteriorpour dgsigner lesP(B;| A).

Par exemple, dans le cadre du diagnostedivél cette formule permet un n€decin de remettra jour la
plausibilitt de certaines maladies@§rées par le#3;) a partir des sympthes obsems (&sigres conjointement
par A), partant d’'une connaissance de la probabéitpriori d’observer les diffentes maladies (obtenues par
exemple en effectuant des statistiques) et une connaissance des pesbdhliServer les symmtiesA pour
chacune de ces maladies (obtenegslément par application desthodes statistiques). Il s’agit d’une extension
de la logique classique au raisonnement plausible.

B.4 ESPACE PRODUIT

Nous introduisons ci-dessous quelques notions et terminologies qui seropestaisillustees plus loin, notam-
ment dans le cadre des variableszabires.

B.4.1 Définition

Etant dones un nombre fini d’espaces probal@fis();, &;, P;(+)) (i = 1,...,n) on peut @finir un espace
probabili€ produit(2, £, P(+)) obtenu de la maere suivante :

B Q=0 x...xQ,, (produit caresien).

m = {A: UjAj C Q|V],V’L = 1,2,... ,n,EIAw- S & IA]' = Al,j X ... X An,j},
(extension de®vénements par produit cartesien et uni@nadmbrable, 0’on peut exiger sans perte de
géreralite que lesA; soient disjoints)

m P(A) =), P(A;) etP(A;) =[], Pi(Ai;) (factorisation de la loi de probab#is).

On peut se convaincre que cettfidition conduit biera'un espace probabiéisOn dira que le§; sont les axes
“orthogonaux” de I'espace produit et on parlera de la projection digmémentd sur les axes pourasigner les
A;, et d'événements paralésa un axe si A; = ;. On peut alors montrer que si deevéhements de I'espace
produit sont paradilesa des ensembles d’axes compiéntaires, ils sont ikgpendants. En d’autres termes, si un
évenement ne geifie rien selon un certain nombres d’axes, alors le fait de savoir vémement soitealig
qui ne sgcifie que de I'information relativa ces axes ne fournit aucune information suresénement.
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B.4.2 Séries d’épreuves identiques et indépendantes

Un cas particukrement intfessant en pratique d’espace produit est celuioos les((2;, &;, P;(+)) sont iden-
tiques. Un tel type d’espace produit permet de siis@i les sfies dEpreuves identiques et iapéndantes,
rencontees en thorie de [Echantillonnage &t [a base des statistiques.

B.4.3 Factorisation

Dans certains cas il est possible de factoriser un espacepdetetn effectuant I'agration inverse, c’est-dire de

I"ecrire sous la forme du produit casién d’espaces iegpendants (nonatessairement identiques).
(Suggestion : partir d'un espace fini dont on suppose que &lalg est engenérpar deuxéenements

indépendants! et B, et montrer qu'il peut se factoriser en deux axes correspondaesé\venements.)

B.4.4 Marginalisation

Partant d’'un espace produit, il est possible de reconstituer les espaces produits correspoedaints de ces
axes par une aggation de projection. En calcul de probaleilith dit qu’on “marginalise” les autres axes. Notons
gue cette opration peut s’effectuer sur un espace produit dont la loi de protebiést pas factorisable.

B.5 VARIABLES ALEATOIRES
B.5.1 Définition générale

Soient un espace probabéig?, £, P(-)) de dpart et un univer®’ de destination muni d’un adpre dévénements
&'. Une fonctionf () deQ dans’ est une variable aHtoire si elle pogxle la propef suivante :

VA e & A e, (B.10)

ou f~1(A’) désigne{w € Q|f(w) € A'}. Ondit alors que la fonctioffi(-) est(£, £’)-mesurable, ou simplement
mesurable si aucune confusion surdealgebres n’est possible.

Si cette propeté est \erifiee alors la variable aftoire induit une loi de probab#itsur(Q2’, £’) définie de la
mangre suivante :

P(A") =P (f~'(A")). (B.11)

Une variable aatoire est donc une fonctiorefitiie sur un espace probabdisjui est compatible avec les
algebres dévénementseéfinis dans son espace d’origine et de destination, et qui induit donc une loi de prebabilit”

gue cette loi &rifie bien les axiomes de Kolmogorov.)

Notons d’embde que si les deux univers sont finis et munis deshaks maximaux (et emie si seulement
I'espace de dpart \erifie cette propgt), alors toute fonction d@ dans?’ est une variable aHtoire.

Par consquent, si nous avons pris laggdution de formuler les restrictions ci-dessus, c’est que nous voulons
appliquer le concept de variablesatoire dans des situations bespace de epart est infini (p.ex(2 = R?).

Interprétation. Il est a noter que toute fonction d@ dansQ’ induit & partir de&’ un nouvel algbre
d’evénements sur I'espace deghri2. (Nous suggrons au lecteur de s’en convaincre en montrant que I'ensemble
des parties d€ qui peuvent €crire sous la formg 1 (A') avecA’ € £’ est uns-algebre si€’ est uns-algebre.)

Le sens profond de la conditioB.(L0) est donc que I'algbre des¥énements induit par la fonctiofy-) a
partir de&’ sur ) doit étre inclus dans l'algbre sur lequel la loi de probabdit’(-) est connue. Donc, une
variable atfatoire a pour effet de remplacer I'alyes par I'algebre f =1 (£') qui contient en giéral moins de
sous-ensembles qdée Elle opere donc sur un espace probalelesi condensant I'information dont on disposait
au gpart en une information plus groses.

Il s’agit bien la du sens physique profond de la notion de varialdatalfe : I'observation d’'une variable
aléatoire fournit une informationagéralement partielle sur les£nements de I'univers desgart.
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En résun€, une variable aftoire transpose une loi de probabili’'un espace deegart vers un espace de
destination et elle transpose une structure @lig de I'espace de destination vers I'espacespad’

B.5.2 Fonction d’'une variable aléatoire

Soit une variable &atoire X a valeurs dan$)’, et une certaine fonction(-) définie surQ)’ eta valeurs dans
0. Alors, sig¢(:) a le statut de variable edtoire surQ)’ (compatibilie de&’ et £"), la fonction composé
oo X(-) = ¢(X(-)) définit également une v.a. sfix.

Nous verrons ci-dessous le cas partierdiment intressant en pratiquaidés deux fonctions sont des v.a.
réelles.

B.5.3 Variable aléatoire discréte

Une variable aatoire est disete si I'ensemble de ses valeurs possibles est fini. Une telle variaamiat

définit un systme complet d€nements mutuellement exclusifs; en fait elle exptivalentea’la donee d’'un
syseme complet ddénements discrets. Aussi nous ne distinguerons plus dans la suite ces deux notions. Notons
gue si I'espacé est fini, alors toute variableedtoire est eCessairement diste.

On utilisera commuerment la notatiott’ = {X,... ,X;},Y ={Y1,...,Y},... pour cEsigner 'ensemble
des valeurs possibles de telles variableslires, et par extension la variableatbire elle-refe sera eSigree
parX'(-) ou simplementt’.

D’autre part, nous assimilerons dans nos notations les valeurs prises par la vagiatiie@tvec lesvénements
(sous-ensembles de) qui leurs correspondent. Par exemple la notafitik;) désignera la probabittde
{weQ : X¥(w) =X}

Remarque. Dans la liérature on @signe souvent par variable&itoire discete une v.a. pouvant prendre un
nombre @nombrable&ventuellement infini) de valeurs. Comme nous ne no&esY¥erons queds marginale-
ment au cas particulier infini, nous sous-entendrons (sauf mention explicite du contraire) que la varialdtediscr
est aussi finie.

B.5.4 Variables aléatoires réelles

Une v.a. est ditegélle si) = R. Elle peutétre discete ou non. Evidemment $t est fini, elle sera
nécessairement disete.

B.5.4.1 Fonction de répartition. Par dfinition, la fonction deepartitionF’y d’'une v.a. gelle X’ est une
fonction deR dans0, 1] définie par

Elle peut donc en principe avoir des discontiegi@l droite), si certaines des valeurs sont de probaibti-nulle.
Elle est monotoement croissante, ét(<oo) = 0 et F/(+o0) = 1.

Cette fonctiorcaracérisela variable atatoire et permet de calculer la probabitité tout intervalle d& par
Pla< X <b)=F(b) &F(a). (B.13)

Remarque. On peut tout aussi bie@fidir la fonction de épartition de faon a ce qu’elle soit continua
droite, on a alors

F'(z) = P(] ©00,x)). (B.14)

C’est la convention qu’on trouveegéralement dans la liirature anglo-saxonne.

Lorsque la v.a.eélle est aussi disete, il N’y a qu’un nombre fini de points dede probabili€ non-nulle. La
fonction de Epartition prend alors 'allure indieaea la figureB.1.
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X1 X2 X3 Xa P
Figure B.1.  Fonction de répartition d’un v.a. réelle discrete

_/

Figure B.2.  Fonction de répartition d’'un v.a. réelle continue

T

B.5.4.2 Variable aléatoire (réelle) continue. Une variable @atoire est dite continue si elle admet une
densit, c’esta-dire s'il existe une fonctiorfi(-) définie surR telle queva < bon a

b
P(Ja, b)) = P([a,b]) = P([a,b]) = P(]a,b]) = / fx)de. (B.15)

Dans ce casF'(-) est cErivable (et donc continue) et admgt) comme @rivee. Par corejuent,f(-) est
positive et d’in€grale sufR égalea 1. La figureB.2 rep®@sente graphiquement la fonction @paftition de ce
type de variable &latoire.

Il est évident qu’une variable a#toire peuefre ni discete, ni continue. Elle ne peut cependant qu’avoir au
plus un nombre enombrable de points de discontirauit”

Dans la suite nous utiliserons la notati@h~ f () pour indiquer qu’une v.a. suit une certaine distribution.

B.5.4.3 Cas général. Dans le cas @*¥ral on peut sparer la v.a. eélle en la somme d’'une composante
continue et d’'une composante diste"

Notons qu’on peut dans le casrgral aussi faire appel la ttéorie des distributions pouetihir cette fois la
densi€ comme unélistributionqui s'écrit sous la forme d’'une combinaisondir@ire d’un fonction et d'unesie
d’'impulsions de Dirac. Cette situation est saoféiti€e graphiquemeiatla figureB.3.

B.5.5 Indépendance de deux variables aléatoires

Deux variables @atoiresY et ) définies sur un rafne espace probab#isont ingpendantes si et seulement si,
VA e Ex,VB ey ona

P(XH(A) nYy~H(B)) = P(X™'(4))P(Y~'(B)). (B.16)

En d’autres termes, la loi induite par la vBY (-) = (X(), Y(-)) sur I'espace produi® y x 2y, est factoris-
able, etona

Pxy = PyPy. (B.17)
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F(z)

EAEn

Figure B.3.  Fonction de réparition et distribution de probabilité

Dans le caswoles variables &atoires sontaélles cette condition se traduit par

H(z,y) éP(X <xzANY <y)=F(x)G(y), (B.18)

ou F'(-) et G(-) sont les fonctions deepartition respectivement d€ et ). Si de plusX etY admettent les
densisf(-) etg(-), alors il en est de erhe pour le couple, dont la deresést le produit :

h(z,y) = f(x)g(y).
Notons que nous pouvores$endre ces notions et progis par induction au cas d’'un nombre fini quelconque
de v.a. On parle alors de vecteursatbires et le cas particulier @rgssant est celuuccelui-ci appartiena R?.
B.5.6 Espérance mathématique

Pour une variablegglle a€atoire discete on @finit 'espérance matbmatique (on dit aussi sa moyenne) par

k
E{X} =) XiP(X). (B.19)

i=1

Notons que dans le cas fini cette grandeur existe toujours. Dans le cas iefioinfdfable) il est facile de
construire des exemples tels que ce#igeshe converge pas.

Pour une variable continue on a
E{X} = / xf(z)dz. (B.20)
R
Dans le cas plusag€ral on peut combiner les deux formulesettiture grérale est alors la suivante
Ep{X} = / X (w)dP(w), (B.21)
Q

ou le dP indique que I'inEgrale est prise par rapp@ia mesure® définie sur I'espace deeghart(?, ce qui est
équivalena’

E{X}:/RgchX(gc)7 (B.22)



B.16

ou le dPy indique que I'inEgrale est prise par rapp@ta mesure induite sur I'espace d'agé:”

Il faut souligner, neine si c’eseVident, que I'inégrale n’est pas toujour®tinie. Il existe des distributions de
probabiligs continues pour lesquelles I'esphce matbmatique n’est pasafinie.

Par exemple, la distribution deauchy

1
f(z) = A+ ) (B.23)

n'admet pas d’esgrance.
Cependant, toute fonction continueaesupport compadtant inggrable, toute variableedtoire Eelle con-
tinue et boree admet une espance mathmatique.

L'espérance mathrmatique d’une fonctions(-) : R — R) est dEfinie par

Bp{o(1)} = [ o(X()dP(), (B.24)
et dans le cas continu on a

Ep{o(X)) = / o(x)f (z)de. (B.25)

Cas particuliers :

Fonction constante(z) = a) : E{¢} = a.

Fonction lir€aire ¢(z) = az + b) : E{¢} = aE{X'} +b.
Somme de deux v.ap(z,y) = = +y) : E{¢} = E{X} + E{)}.

A

Produit de deux v.ag(zx,y) = zy) :
E{ay}y = [ aydPry(ey).
R2

Lorsquet’ et) sontindpendantes, la mesut®yy(z, y) se factorise et I'iregrale double peut sedomposer
en produit des deux iatirales simples :

E{xY} = / 2Py (2) / ydPy(y) = E{X}E{Y}.

R

La réciproque n'est pas vraie.

B.5.7 Variance et écart-type
Lorsque I'esgrance existe, laariance est dfinie par

V{X} =" = E{(X &m)?}, (B.26)
lorsque cette grandeur existejm = E{X'}.

L ecart-type est la racine cags de la variance.

Propriétés de la variance. Ona
E{(X ©a)?} = V{X} + (BE{X} ©a)?, (B.27)

et par consquent, la variance est la valeur minimaleldg( Y’ <a)?}, eta = E{X'} minimise E{(X &a)?}.
Cette proprete est exploite tes largement en statistiques, dans le domaine de I'estimation au sens des moindres
cares.
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On en @&duit, en prenant = 0 que
V{X} = E{X2} @(E{X})? (B.28)

L'espérance et Ecart-type sont redis pail’in égalitt de BienaymTchebyshev

0.2

P(X ©E{X}|>¢) < = (B.29)

)
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dont on &duit que st = 0 la v.a. est presqueigmenEgalea sa moyenne, c’est-dire constante. La variance
mesure donc bien le carace akatoire d'une v.a.

Par ailleurs, on a
s V{X +a} =V{X}.
n V{aX} =a’V{x}.

m V{XY+ Y} =V{X}+V{Y}+2co{X, )V}, ou

co{X, ¥} = E{(X S E{X})(Y ©E{V})} = B{XV} ©E{X}E{Y}

désigne la covariance.
Siles v.a. sont inépendantes, on a cp¥, Y} = 0 et donc

V{X¥ + Y} =V{x} + V{V}.

La réciproque n’'est pas vraie.

B.5.7.1 Inégalité de Jensen. Si¢(-) est une fonction convexe (voir appendizepour la cefinition de la
convexig), et sit’ est une v.a.&elle, alors

Ep{o(X)} > ¢(Ep{X}), (B.30)

et si la fonction est strictement convexe, alogghlit impliqueX = cnste, sauféventuellement sur un ensemble
de probabilié nulle.

Cette irggali€ est tes pratique dans le contexte d’un certain nombreathieatistrations en #orie de I'informa-
tion et dans le domaine des processestdires.

B.6 VARIABLES ALEATOIRES COMPLEXES

Tout ce qui vient d&tre dit concernant les variablegatbires eelles peuta peu de choses s, tre appliqe”
aux variables @atoiresa’valeurs complexes. Dailleurs, on peepsarer toute fonction complexe en ses parties
réelle et immaginaire qui sont des fonctiopsltés. Une variable esitoire complexe est donc de ce point de vue
équivalentea’un couple de variableseafoires eelles.

B.7 COUPLES DE V.A. ET CONDITIONNEMENT

B.7.1 Cas discret

Nousétudions ici les couples de v.@Y', V) tels quet et) prennent leurs valeurs dans un ensemble gsigl€
respectivementpal’ = { X, ..., X} ety = {Y1,...,Y;} munis de leur<algébre maximal. Dans ce cas, le
couple prend ses valeurs datisx Y muni duo<algebre produit, qui estdgalement maximal. On suppose que
la fonction ainsi induite d€ — X’ x ) est bienf-mesurable.

B.7.1.1 Lois associées.
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Y, - Y, - Y
X
Xi .. .. pi,j .. .. pi7~
Xk
| P-j

Figure B.4.  Table de contingence

Loi (con)jointe. La loi de probabili€ du couplePy ) est dstermirée compttement par la conaissance des
kIl nombres

pi SPX=X;nY=Y;),Vi=1,...,kVj=1,... L (B.31)
Onabiensubt , S0 pij = 1.

Lois marginales. La loi marginale deV’ estévidemment

A
pi. = P(X = X)) me. (B.32)
De méme, la loi marginale d@' est
A k
p.j= =X;) =) pij (B.33)
i=1

On repEsente souvent un couple de \ad'aide d’'unetable de contingencetelle gu'illustréea la FigureB.4

Lois conditionnelles. La loi conditionnelle deY’ connaissany est dfinie par

pxiy, = P(X = Xi|y =1;) = 2L, (B.34)
Py’
et celle dey connaissanit’ par
Py, ix, 2PV =Yj|¥ = X;) = 1;?]. (B.35)
T,°

B.7.1.2 Moments conditionnels.
Supposons qu@ soit une v.a. eelle (al éventuellement complexe).

Espérance conditionelle. Alors on dfinit 'espérance conditionnelle dg par

l
E{Y|x} £ > Yiry,x- (B.36)

j=1

E{Y|X} est donc une fonctioné€glle ai complexe) deX. Cette fonction s’appell®nction de régression
de)y en X. CommeX’ est une v.a. cette fonctiorefinit une v.a. relle ou complexe. Cette variablezakoire
présente un certain nombre de pr@ts remarquables que nous allemumerer.
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En premier lieu elle est legire (il s'agit d'une esgrance). Donc,
E{Y1 + V2|X} = E{)1|X} + E{):|X}. (B.37)
Mais surtout, elle satisfait ainéoreme de I'es@rance totale:
E{E{Y|X}} = E{)}. (8.38)

En effet, on peut calculer son esphce mathrmatique ce qui donne

k l
E{EQVIX}} = D pi. > Yipyyx, (B.39)
i=1 j=1
[ k
= ZYjZPi,-ij\Xj (B.40)
j=1 =1
l
= Y Yip. (B.41)
j=1

Variance conditionnelle. On d&finit, similairement la variance conditionnelle comme une v.a. qui prend la
valeur

VXY= E{ sEBYI) X} (B.42)
On a lethéoreme de la variance totalejui s'écrit comme suit :

V{V} = E{V{Y|¥}} + V{E{Y|¥}}. (B.43)

B.7.2 Variables continues

B.7.2.1 Une des deux variables est continue. On peut directemergténdre ce qui gede au casw)
est une variable continue en remglatles probabilas par les fonctions departition a des densésS. On note

Glylz) £ P(Y < y|X = 2), (B.44)

puis si elle existe, la densitharginale est laativee deG(y). La fonction de epartition marginale g€rit
k
Gy) = Y pi, GlyIX)) (B.45)
i=1
qui dérivée termea’'terme donne la densitharginale
k
9@ =S pig(ylX). (B.46)
i=1

Les tréoemes de I'esprance et de la variance totales resegglément d’application.
On peutegalemenécrire

G P
PX=z|y<y) = 7@6';2}) (z). (B.47)
mais Nous ne pouvons pas pour le moneanire
P
P(X=a]y=y) = 79(3/';(1]) (@) (B.48)

carY = y est unevénement de probabiitihulle par rapport auquel on ne peut pas en principe conditionner. Nous
allons indiquer ci-dessous sous quelles conditions un conditionnement de ce type est permis.
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Ilustration. Un exemple pratique importantian consiére les @pendances entre variables continues et
discrete est fourni par la #0rie de la dcision, qui intervient dans les preohes de classification en apprentis-
sage automatique, egalement dans les praohes de transmission de de@as nurefiquesa’l'aide de signaux
analogiques.

Prenons par exemple, le prelohe de I'allocation de edit bancaire qui se raemea celui de 18tude des rela-
tions entre variables nueniques (montant du edit souh&e, niveau de salaire, endettemexge”. . ) et discetes
décrivant la situation finanere et sociale d’'un demandeur dedit’(état civil, proprétaire, statut professionnel
... ), etla dcision optimale d’une banque (Accord ou non derit).

Du point de vue du banquier non altruiste, &csion optimale est en I'occurence celle qui maximise keapte
mathématique du eréfice de la banque. Si leatlit est accord, ce lenéfice dpendra du fait que le demandeur
sera capable de rembourser les mengggiiti non. Sile edit n'est pas accog]le Eréfice est nul. Le banquier
fera donc appeh un logiciel qui @terminera, sur base des informations fournies par le demandeur, la proba-
bilite de remboursement complet dedit (disonsP(R = V|Z), od R désigne une variable qui valit s'il
y a remboursement €t sinon, etZ symbolise les informations propres au demandeupartir de laquelle on
pourra asterminer I'espfance mathrmatique du eréfice par la formule de I'egpance totale (conditiore par
l'information fournie par le demandeur)

E{B|Z} =E{B|R=V,Z}P(R =VI|I) + E{B|R = F,Z}P(R = F|71). (B.49)
Dans cette formule, onevidemment
P(R=F|Z) =1<P(R=V|I),

et le chiffre E{B|R = V,Z} correspond au gain de la banque cadcali moyen de formules d’'actualisation
tenant compte des conditions dedit (intérét, type de remboursement, ), du cait de I'argent immobilis que
la banque doit assumer, et esidemment proportionnel au montant dedit. D'autre part, le term&{B|R =
F, 7} est quant’lui un “béréfice” negatif.
Par consquent, le azdit sera alloa’si

SE{B|R = F,1}
E{B|[R =V,I} ©E{B|R = F,1}

E{B|Z} >0« P(R=V|I) > (B.50)

et le probEme se ramne donc essentiellement au calculRI&R = V'|7) eta la comparaison de celle&iun cer-
tain seuil,R étant une variable diseté etZ une ensembles de variablesngfalement mixtes disetés/continues.
Nous verrons au cours d’'apprentissage automatique quedd®dgs utilisés par les banquiers se fondent es-
sentiellement sur une approximation BéR = V'|Z) obtenuea partir de bases de doees des clients agriieurs

de la banque et gce aux rethodes d’apprentissage.

Notons que nous avons utidida notation explicitéR = V ou’R = F pour bien mettre ervidence le
conditionnement sur des valeurs prises par la v.a. elis®.” Selon notre convention, la notatigiZ| R ) désigne
en effet une fonctioa deux argumentsafinie par

fZIR=V)siR=V
Jam) { fIIR=F)siR=F ° (B.51)
et f(Z,R) est dfinie par
fZIR)P(R) (B.52)

ou R peut &signer soit la valeur” soit la valeurF'.

Cette remarquetant faite, illustrons ces é's graphiquement pour un cas simpleZose €duita une seule
variable nunetique (disons un chiffre magique obtenu en combinant lesréifites informations selon une for-
mule pE-établie) et faisons I'hypotise que cette variable est continue. La figBurepesente graphiqguement
la situation, en terme des dersitde probabiléf(Z), f(Z|R = V), f(Z|R = F) etla probabili& conditionnelle
P(R =V|I).

Notons qua la figureB.5 les distributions conditionnelle§Z|R = V') et f(Z|R = F) sont gaussiennes, de
moyennes et de variances @ifE€ntes. On suppose donc que les bons et les mauvais cliesennt des valeurs
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PR=V)=P(R=F)=0.,5
04
@R =V)
03
0g
Ja@R=F) 1
T N £(1)
L R T
e 0.0} e
"5, 25 0.0 25 3 75 "10. 125
1 seuil P(R =VII)
(o] . 000000 | I
"5 .25 0.0 25 5. 75 10. 125
Figure B.5. lllustration des densités conditionnelles

assez diffrentes de notre variable “magique”. On suppEg@Eeément qu’a priori dans la population qui s’adresse
aux banques pour obtenir de®dit on a la nefme proportion de bons et de mauvais clients, ce qui se traduit par
Iegali€ des probabilés a prioriP(R = V) et P(R = F). On a,

() = TR =V)P(R =V) + f(TIR = F)P(R = F), (B8.53)

et la probabili€ a posteriorP(R = V|Z) represenge sur la partie irdfieure de la figur®.5 est obtenue par la
formule de Bayes

fEIR =V)P(R=V)

P(R=V|I) = , B.54
(R=VIT) ) (B.54)

et voit qu’elle vaut 0.5 au point de croisement des trois courbes du hautaetis-au point a,
f@)=fZIR=V) = f(ZIR = F), (B.55)

parce que les classes sont a praquiprobables.

Sur la partie in€rieure de la figure on a illugtta Egle de @cision du banquier par un seuil suppas¥pendant
deZ (ce quin’est pasecessairement vrai en pratique comme il ressort des formeiésaiés indiqes ci-dessus).
L'ensemble des valeurs depour lesquelles le edit est alloe’est I'intervalle indige’sur la figure.

(Suggestion : trouver I'expressioregerale en fonction dé&’(R = V), de la relation entref(Z|R = V) et
f(ZR = F) au pointal P(R = V|Z) = seulil.)

B.7.2.2 Cas le plus général. Nous re€rons le lecteur irt‘esg par les conditions d’existence de mesures
de probabili€s conditionnelles vig-vis d'événements de probabdithullea [ Bil79] et & [ Sap9( pour une
discussion des implications en terme de conditionnemerg-vis-de v.a. quelconques.

On peut Esumer la situation de la mamé suivante : sy est une variable eHtoire gelle, et siX’ est une
variable aatoire soit dis@te, soita valeurs dang?, alors il est permis de conditionn@ret donc) par rapport
a X’ localement. De plus, d{)'} existe alors il existe une v.a.edfoire “espfance conditionnelle” qui satisfait
au theoreme de I'espfance totale. Enfin, 87 {)'} existe aussi alors cette v.a. satisfait aussi @ome de la
variance totale.

Enfin, les formules de conditionnement des dessiobtiennent par analogie au cas discret.
En particulier on a

glylr) = o) (B.56)
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B} = [ vallo)dy (B.57)
et la formule de Bayes
_ fzly)g(y)
glylz) = @) (B.58)

B.8 LOIS DE PROBABILITE D'USAGE COURANT

A toutes fins utiles, nous rapelons ici quelques lois de probadilisuellement rencoe&s et nougrionons,
sans les dmontrer, leurs propetés principales.

B.8.1 Lois discretes
B.8.1.1 Uniforme. Elle est @finie sur{1,2,...,n} et associe une probabditde% a chacune de ces
valeurs possibles.
2
Onap{X} =2 etv{x} = 21

B.8.1.2 Bernouilli. C’est une loi d'une v.aX’ ne pouvant prendre que deux valeurs possibles 1 ou 0, avec
les probabili€sp et 1 <p. En d'autres termesy est la fonction indicatrice d’'uavénementd de probabili€p.

OnakE{X} =petV{X} =p(l <p).

B.8.1.3 Binomiale. Supposons qu’orefeten expériences de Bernouilli, et qu’on compte le nombre de fois
surn que I'événementd est Bali€. Désignons pai’ la variable atatoire qui @signe le comptel’ est la somme
den v.a. indEpendantes et identiguement disteba(i.i.d.)

La loi de cette v.a. est paefifition la loi binomiale53(n, p). Les valeurs possibles dé sont{0,1,... ,n}
OnakE{X} = np, etV{X'} = np(1 ©p). D'autre part, on a
P(X = k) = CrpF (1 &p)nh).
On a la proprt importante (e¢vidente) suivante : soieit ~ B(ny,p) ety ~ B(na, p), alors
Z=X+Y ~B(ni +na,p).

La loi binomiale permet la maalisation des tirages sans remise.

B.8.1.4 Poisson. Laloide PoissorP(\) etla loi d'une v.a. enére positive ou nulle qui satisfat
T

PX =2)= exp(<:>)\)?‘

OnaE{X} =\, etV{X'} = A\. On montre que sk, ~ B(n, p) est une suite de v.a. binomiales telle que

lim np =\,

n—o0

alors,, converge en loi (voir ci-dessous) vérg\).

B.8.2 Lois continues
B.8.2.1 Uniforme. La loi uniforme sur0, a], notel(, ,) est cfinie par la densituniformeu () = <
sur[0, a], et O ailleurs.

OnaB{X} =4, etV{Xx} =1,

La somme de deux v.a. uniformes identiques eepetidantes est une loi triangulaire fuRa].
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B.8.2.2 Exponentielle. La densi€ de la loi exponentielle de paratné\ est
f(z) = Nexp(eAn)

siaz > 0, 0 ailleurs.
OnakE{X} =, etV{x} = .

B.8.2.3 Gaussienne (ou normale). X suit une loi Gaussienne de moyenmest de variancer?, note
G(pn, %) ouN(u,0?), si sa densiest

= e (=5 (7))

OnaE{X} = pu, etV{X} = o> Siu = 0ondit que la loi est cent€. Sic = 1 on dit qu’elle esteduite.

Additivité. Si X ~ N(u1,0?) ety ~ N(uz,03%) sont deux variables estoiresndépendantes alors leur
somme suit encore une loi normale eton a

Z=X+Y ~N(u + p2, 01 +03).

La loi Gaussienne joue urol€ trés important, notammerat cause du #oEeme central-limite qui permet
d’affirmer que la loi est d’application dans de nombreuses situations pratiques. Nous allons erevéirdisgtion
aux vecteurs alatoires de dimensign

B.9 VECTEURS ALEATOIRES

Nous nous irgfessons ici aux v.aa valeurs dans |'espace euclidi&i. Nous rappelons d’abord quelques
notations et propetes grérales de telles variablesaltoires, puis nous nous focaliserons sur les lois Gaussiennes
multi-dimensionnelles.

Ci-dessous nous indiquerons en gras les vecteurs (colonnes) et matrices. Etantrtdegutéur ou une matrice
V nous noterons pdr’ le vecteur ou la matrice transps Etant don@ne matricéVZ nous noterons pai |
son dsterminant.

B.9.1 Généralités sur les v.a. vectorielles

Une v.a. vectorielle ou vecteur (colonnegat6ireX est une application mesurable d& £, P) dansR? muni
de sons-algebre boelien (produit caesien dep o-algebres bagliens surR).

La fonction de epartition d’un vecteur aktoire est une fonction d& dansR définie par

Flzy, 2, ... ,2p) 2 P(XY) < a1,..., X, < zp), (B.59)

ou X; désigne lai-eme composante d¥.
Si la densi¢ existe, elle estefinie par

A OPF
= —. B.60
f@n s, ) Oxq ...0z, ( )
On note pay (oup y, Si Nécessaire) le vecteur colonne
E{x}
E{X,}

dont les composantes sont lesesgpices madrhatiques degs composantes d&.
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On note pai (ouX y, si nécessaire) la matrigex p de variance-covariancefinie par

T2 Xy epul, (B.62)
dont I'elément;, j est
Ei,j = COV(XZ', .)C'J) (863)

En particulier, on &, ; = V{X;}. Notons quex est synetrique et semi-efinie positive. Elle peut donetfe
diagonalige au moyen d'une transformation orthogonale. éultat de cette transformation donne un vecteur
aléatoire dont les composantes sdatorrelees mais pas atessairement iggphendantes.

Transformations linéaires. Soit A une matrice: x p et X unv.a. deR?. Alorsy = AX est un vecteur
aléatoire deR".

On a[l,y = A”X etEy = AzxAT

Théoréme de Cramer-Wold. On montre que la loi d& est enterement dtermir€e par celles de toutes
les combinaisons liedires de ses composant€sY, Va € RP.

B.9.2 Vecteurs aléatoires Gaussiens

Définition. X est (par @finition) un vecteur &atoire Gaussieap dimensions (on not& ~ A\, (u,X), ol
3 estla matrice de variance-covarianceXget 4 sa moyenne), si toute combinaisorel@ire de ses composantes
a” X,Va € RP, suit une loi de Gauss une dimension.

La propréte d’étre Gaussien est donc invariante &is4s de toute transformation kaire (rotation, dilatation,
translation, .. ) de I'espaceR?. Cette propet implique en particulier que toutes les composantes suivent des
lois Gaussiennes (mais lagiproque est fausse).

Propriétés fondamentales. On a les propes fondamentales suivantes :

= En géréral, siA est une matrice x p etX ~ AN,(u,¥) un v.a. Gaussien d&”, alorsy = AX estunv.a.
Gaussien d&”, eton ay ~ N (Au, AZA”T).
(Suggestion : montrer qu¥’ est bien un v.a. Gaussien, en prouvant que toutes ses projections sont de v.a.
réelles Gaussiennes.)

m Dongc,siy = aTX alorsE{Y} = aTp, etV{Y} = a’ Za, doncy ~ N, (a"p,a”Sa).

m  On déduit de la propeté pecddente que les distributions marginales (des composant&g dent les suiv-
antes :X; ~ N (u;, ¥4;) conformémenta l'intuition.
(Suggestion : appliquer la progete precedente au vecteur de composantes; = J; ;.)

m Les composantes d& sont mutuellement irgfendantes si, et seulementXi,est une matrice diagonale,
c’est-a-dire si les composantes soricdrElées dewa deux.
(Suggestion : montrer que la condition est suffisante)

m LorsqueX est Bguliére, et seulement dans ce cas, la dersitste et vaut

F(X) (%(X emTE (X @u)) . (B.64)

1
= — X
CORENG T

Distributions conditionnelles. Si on partitionneX en deux sous-vecteu®; et X, ak etp &k com-
posantes, respectivement de moyenmest .,
X
%]

¥ (B.65)
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la moyenne se partitionne selon

y— { Z; ] ’ (B.66)

et la matrice de variance-covariance se partitionne

i1 i
Y= ’ ’ B.67
[ o1 Yoo ] ( )

La loi conditionnelle deY; lorsqueX » est connu est alors une Gaussieaedimensions
m d'espgrance

E{X1|X2} = py + 51255 5(X2 Spy). (B.68)

m de matrice de variance-covariance

a2 =31 <=>21,222_é22,1~ (B.69)
On constate donc que la matrice de variance-covariancepend pas de la valeur dé;.

Cas particulier : p = 2. Dans le cas particulienop = 2on a

s| o e (B.70)
pO102 a% ’
ou
A COV{Xl, Xz}
p= 0102
est le coefficient de cogtation linéaire.
La distribution conditionnelle d&; étant done’ X’ est alors
X 2 3
FAAe) ~ N + por———=, 01/ 1 &p?). (B.71)
2

La densi& n'exsiste que dp| < 1 dans ce cas particulier.

Remarques et interprétations. On voit que la distribution Gaussienne est fortemesgdila notion de
lineari®. Une distribution Gaussienne est en effet une distribution qui garde sa structure Gaussienne lorsqu’on
effectue des transformationséiaires. D’autre part, pour des variables conjointement Gaussiennesrdiesp”
conditionnelle est une fonction Eaire, et la matrice de variance-covariance conditionnelle espamdiante de

la valeur de la variable qui conditionne. Enfin, il est possible de diagonaliser la matrice de variance-covariance au
moyen d’une transformation lgdire (orthogonale). Une fois diagoneksles composantes sont épegthdantes,

ce qui veut dire que dans le cas de distributions Gaussiennes la noti@peeddince probabiliste et celle de
dépendance li@aire coiicident essentiellement.

Enfin, on voit que pour un couple de v.a. conjointement Gaussiennes, le coefficientelatmriinéairep
mesure la dpendance entre celles-ci. Il est nul si, et seulement si, les v.a. sont statistiquerapenduatites; il
vaut 1 si, et seulement si, I'une des variables est une fonctienil@de I'autre. Enfin, il prend une valeur non
triviale si, et seulement si, les deux variables peuvent s’exprimer sous la forme de deux combinagsomeslin”
linéairement indépendantede deux v.a. gaussiennes @pgndantes.

Nous verrons dans I'annexe sur les statistiques que les distributions Gaussiennes joolertrésimportant
en estimation statistique, notammantause des fortes prop#s matlematiques qui les carastsent. Pour ter-
miner, signalons que le éoieme central-limite form@ ci-dessous s’appliquegalement au cas des v.a. Gaussi-
ennes de&rP.
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B.10 SUITES DE V.A. ET NOTIONS DE CONVERGENCE

Il existe difféerentes faons de @finir la notion de convergence de suites de v.a.. Nous les rappelensieht
ci-dessous en indiquant les relations qui existent entre ces notions, s'il y a lieu.

B.10.1 Convergence en probabilité

Notation: <%

La suite(Y,,) de v.a. Eelles converge en probabdlivers la constante si Ve ety (arbitrairement petitsgn,
tel quen > ng entrahe

P(|X, ©al >€) <n. (B.72)

On note alorg ) £ a.

On cEfinit la convergence en probabdid’une suite de v.g.Y,,) vers une v.aX’ comme la convergence vers
0 de la suitd X, ©.X).

B.10.2 Convergence presque siire ou convergence forte

Notation: &%
La suite(.X,,) de v.a. Eelles converge presquersfent verst) si :

P({] lim () # X(w)}) = 0. (8.73)

On note alorg.\,,) &% .

La convergence presquergimplique la convergence en probaleilit’est pourquoi on I'appelle aussi conver-
gence forte.

B.10.3 Convergence en moyenne d’ordre p

Si E{(X,, &X)P} existeVn, alors on a
(X,) = X en moyenne d'ordrg si E{(X,, ©X)?} — 0.
Le cas pratique usuel est la moyenne quadratigue ).
La convergence en moyenne d'orgrenplique la convergence en probatslit”

B.10.4 Convergence en en loi

Notation:é#

La suite(.X,,) de v.a. Eelles converge en loi verss de fonction deepartitionF'(-) si en tout point de continwet”
x deF(+), la suite(F, (x)) converge ponctuellement veF¥x). On note

(Xn) €5 . (B.74)

Il s’agit de la convergence la plus faible. En particulier, la convergence en probabitiique la convergence
en loi. Cette dermire est tes utili€e en pratique car elle permet d’approximer la fonctionepertition de(.,,)
par celle deY, et Bciproquement.

On montre que sF'(-) est continue alors la convergence est uniforme (plus que ponctuelle). De plus, si les
F, (-) admettent des deneg alors la convergence en loi implique la convergence ponctuelle deedensit”

B.11 THEOREMES DE CONVERGENCE
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B.11.1 Moivre-Laplace

Ce théoeme utile en statistiques, permet d’approximer une loi binomiale par une loi Gaussienne. Il dit que, si
(X,,) forme une suite de v.a. binomialBsén, p), alors
X, &np

&5 N(0,1). (B.75)
np(1 <p)

B.11.2 Théoreme central-limite

Ce théoemesétablit la convergence en loi vers la loi normale d’'une somme de v.a. i.i.d. sous desdsgso#s
peu contraignantes. Il dit que, 6k,,) forme une suite de v.a. i.i.d. de moyennet d'écart-types (ces deux
moments sont donc suppasséxister), alors

(LLLQJ’;"“ ) &£ N(0,1). (B.76)

On retrouve comme cas particulier let#me de Moivre-Laplace, en prenant des variables de Bernouilli.
Contre-exemple : loi de Cauchy.

B.11.3 Lois des grands nombres

B.11.3.1 Loi faible des grands nombres. SoientX;,Vi = 1,...n indépendantes d'espanceu; finies et
de variances; finies, alors

SIS i pet YT 02 5 0,alorsX £ LY A esttelle que

T (B.77)

Cas particulier : les v.aY; sonti.i.d.y, 0. Onaalorst >0 | p; = pet-5 3" o7 = <.

2 _
i é

B.11.3.2 Loi forte des grands nombres. SiSil > " 4 — petd ! % — a,alorsX
est telle que

% Z?:l XZ
X &S (B.78)

n o

. . .. .2 .
Cas particulier : les v.aX; sontiid. u, . Onaalors: 37" p; = petd ! 2 = 023" | %, qui
converge.

Notes

1. Le terme consaerést enealitt “o-algebre de Boole” ou “tribu”. Le terme “aipre” est normalemenesené au cas o la troiseme
propriét est relagea I'union finie. Cependant, dans la suite nous utiliserons la plupart du temps simplement le teehee"ggnt entendu
que dans le cas infini il faut comprendrealgebre.

2. Dorénavant nous utiliserons la notatign , A2, ... pour dsigner une suiteesiombrabledVentuellement finie) d’ensembles.

3. Lanotationd; | A désigne une suite d'ensembles, telle gqlig 1 C A; et(); A; = A.

4. C'esta-dire leo-algebre de tous les ensembles qui peuvent s’exprimer sous la forme d’une union ou d’une intersection finie ou
dénombrable de semi-intervalles. On appelle cetlalg la tribu Borelienne.

5. Cependant, dans le cours dedhé de I'information on montrera qu’en moyenne l'incertitude concernant urerierpé aatoire
diminue, lorsqu’on utilise de I'information comgtientaire.

6. En toute gféralitt, on peut montrer que toute fonction dpaftition peut seefomposer en une somme de trois ternfégr() =
F.(z) + Fy4(x) + Fs(z)) tels queF, soit absolument continue (continue efrigable), F; est discete, etF; (composante singeie) est
continue mais ne posdeé pas deativée. Nous supposons qiie = 0.






C RAPPELS DE STATISTIQUE

“No amount of experiments can ever prove me right; a single
experiment may at any time prove me wrong.”
- Albert Einstein

C.1 INTRODUCTION

La statistique comporte deux volets principaux ceenpéntaires.

Le premier volet est appeBtatistique exploratoire ou descriptive et a pour but de gfisér, Esumer, struc-
turer 'information contenue dans des bases de despdans le but de permetran expert humain de I'analyser.
Elle utilise pour cela des regséntations des doees$ sous diverses formes nenques et graphiques adapt’
aux facul&s d’analyse humaines et aux types d’'informations qu’on chergmesenter. On utilise aussi le terme
plus neutre d'analyse de doges. L'outil informatique jouevidemment unale pEpondrant en analyse de
donrées, et il exista I'heure actuelle un nombre croissant de logiciels interactifs qui permettent detiyetlet
de visualiser I'information contenue dans des bases deedmhe grande taille.

Le deuxeme volet est la statistique arBntielle, qui visea'inférera partir desechantillons obsees des
caractristiques relatives une population. La statistique @rEntielle fait partie d’'un domaine plugigral,
appe€ apprentissage automatique et faisant apieiference inductive. L'irérence inductive consiste en eféet °
formuler (oua rejeter) des hypo#ses ghéralesa partir d'observations particelies. A I'in€rieur de ce domaine,
les méthodes d'inérence statistique se caradgsent essentiellement par le fait qu’elles formulent des hygseth
de nature probabiliste. Une fois forneals, ces hypo#ses permettent ensuite de faire desdjotions quant au
comportement de futures observations. Le calcul des prokehjtitieevidemment unale privilégié dans ce
contexte.

Il faut noter que les activits d’analyse de domes et d'in€rence inductive constituent un pan important des
méthodes utilisés dans la plupart (sinon toutes) les disciplines scientifiques. Par ailleurs, dans la vie de tous les
jours leur utilisation (informelle) nous permet d’apprendrneartir de nos exgriences. Mais, comme le souligne
la citation d’Albert Einstein eretfe de chapitre, dans le domaine du raisonnement inductif on ne peut tirer des con-
clusions efinitives, car on n’est jamaasl’abri de nouvelles observations qui viennent contredire ce qui paraissait
presque certain au vu des observationg@atires. C'est la raison pour laquelle le calcul des probabijdte
un réle aussi fondamental dans ce domaine, car il fournit unetechati®@matique non seulement pougatire
les pFenonenes physiques, mais aussi (et sans doute deenegplis fondamentale) pour quantifier le dede’
confiance que nous pouvons avoir en une telle description.

La démarche habituelle, lorsqu’on est erepehce d'une base de dems, consiste d’abora utiliser des
méthodes d’analyse de doees de fagna se familiariser avec ces daes etformuler des hypotses ghérales
(indépendance, learig, normali€. .. ). Ensuite, on utilise des ethodes ingrentielles afin de construire des
mocEles plus pecis et de quantifier la confiance qu’on peut avoir dans ceglesd”

C.1
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Dans cet appendice nous ne parlerons pas @tlsadés d’analyse de doges (les rathodeslémentaires ont
eté vues au cours de statistique, et d’autres seront vues au cours d’apprentissage inducté)appdias hous
contenterons de rappeler un certain nombre de concepts esuléats importants en statistiquedrghtielle, en
nous limitant pour I'essentiel aux pravhes unidimensionnels.

C.2 NOTION D’ECHANTILLON STATISTIQUE

On dispose d’une suite a priori orde®, 75, . . . , x, d’observations d’'une certaine grandeur physique. Les
x; peuvent repsenter des doees simples (par exemple, les tailles d'individus successifs reesopdr une
personne particudire) ou complexes par exemple les messajmsroniques successifs, tscpar une certaine
personne. Nous utiliserongigralement le terme “observation” pour faieférencea’I'un desz; et le terme
“echantillon” pour faireeférencea’ 'ensemble d'observations , z», . . . , z,.

La notion déchantillonstatistiqueappara lorsqu’on formule une ou plusieurs hypeses de nature prob-
abiliste sur le lecanisme qui produit leschantillons. Par exemple, une bonne partie (mais certainement pas
toutes) des mthodes d’'inérence statistique font I'hypotse d’observations “irgfendantes et identiquement
distribuges” (i.i.d.).

Il est important de remarquarce stade que I'hypodise faite par I'analyste peut ne pas coller aveeit.

Par exemple, si les observations sont effeetiSur un systhe dont les caragtistiquesevoluent au cours du
temps ou qui pESente une certaineamoire, I'hypotlese “i.i.d” ne sera pas valable.

Par ailleurs, dans dees nombreux cas, leschantillons sontedéction®s d’'une margfe ou d’'une autre
par I'expérimentateur, ce qui peut introduiegidlement des biais involontaires. Dans d'autres cas (par exem-
ple dans les sondages) on introduit volontairement un biais lorededitillonnage dans le but de maximiser
l'information utile dans I'echantillon.

Nous reviendrons sur ces aspectsugtirement. Pour le moment nous supposerons que nous avons effective-
menta fairea desechantillons i.i.d. Notons qu’on peut voir, du point de vue probabiliste, uectednitillon de
deux faons :

m leszy,zs,...,x, cOorespondend i réalisations d’une variable edtoire X' (w) : z; = X(w;), avecw ~
(&, P()).
B (11,22,...,2,) = X" (w") correspon@ une uniquegélisation d’'une variable vectoriellefifiie sur I'espace

produitw™ ~ (Q™, €™, P™(+)).

C.3 THEORIE DE L’ECHANTILLONNAGE

La théorie de lEchantillonnagestudie les propgtés dun-tuple (zy, s, ... ,z,) et principalement des car-
aceristiques le @sumanta partir de la distribution suppes’connue de la variabl&. On appelle de faan
gérériquestatistiquetoute grandeur qui peutexttire comme une fonction (au sens tadait géréral du terme)

f(x17x27... ,xn). (C]_)

Comme nous pouvons voir noteehantillon comme uneglisation d’une v.a. vectorielle sur I'espace produit, il
s’en suit qu’une statistiqueedinit une variable @atoire. Notons qu’une statistique pettea valeurs dis@tes,

réelles (le cas le plusdduent), vectorielles ou@nie fonctionnelles. Par exemple, en apprentissage automatique
on déduit d'unéchantillon des fonctions eeg/sortie (p.ex. deggles de dcision); ces fonctions sont donc des
fonctions a¥atoires, ce qui veut dire qu’ellegfifiissent enealitt une famille de variables edtoires indieé

par les variables d’ergg. D’ailleurs, le premier exemple de statistique que nous allons discuter ci-dessous est
également une fonctionedtoire.

Notons qu’un certain nombre desultats en statistique sont de nature asymptotique, ce qui veut dire qu’ils
sont valables lorsque — +o0.
C.3.1 Fonction de répartition empirique d’'un échantillon

Nous supposons que € R. Soit alors urechantillonzy, ... , x, i.i.d. et dsignons par
e (@) (C.2)
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Figure C.1.  Fonctions de répartition empiriques

la proportion des: valeurs der; inferieuresa™z. |l est clair que quel que soitdchantillon cette fonction est
croissante, et que
lim Fy ., (r)=0et lim F; (r)=1 (C.3)

R T—+00
On voit également que la fonction est constante par morceawesepté des discontinag’(sauts d’amplitude
%) aux pointse = x; qui correspondent aux observations.

La figureC.1résume graphiqguement deux exemples de fonctiot{s) obtenus pour difentsechantillons
d’une méme variable &atoire dont la fonction departitionF () estégalement illus&é (en traits interrompus).
Ici nous avons suppesjue leethantillons oneté nunero®s par ordre croissant de leurs valeurs.

Si lesx; sont nuneros par ordre croissant de leurs valeurs on a

Fz*l,...,zn (l’) = 0 Si < T,
(@) = 5L Sl wi <@ <y, (C.4)
F-;17---7Ctn (l’) =1 Si x>,

OnvoitqueF;, . (x) prend l'allure d’une fonction despartition d’une variable diseté. Nous allons voir
que lorsque la taille ded’¢hantillon tend vers I'infini, cette fonction converge vers la fonctioregartitionF'(z)
de la variable aatoireX', et que la faon dont cette convergence se manifeste estfpeddante de la forme de
F(z). LavaleurF; . (x), pourn donré et¥xz € R constitue une variable @dtoire Eelle comprise dans
I'intervalle [0, 1]; nous la noterong’ (z).

On a alors les trois #0EmMes suivants :

Théoreme 1.
Pour tout x et pourn. — oo, on aF(x) 3 F(z).
Théoréme 2 (Glivenko-Cantelli).
La convergence d€):(-) versF(-) est presquelsement uniforme, c’esi-dire que :

D,, = sup |[F*(z) &F(z)| %5 0.
z€R

La grandeuD,, est aussi appe€ distance de Kolmogorov-Smirnov entre la fonctionegeartition empirique
F}(x) et la fonction deepartitionF'(z).

Théoréme 3 (Kolmogorov).

Pour toutn, la distribution de la variableD,, est independante de I'allure de la fonctidf(z) qui caracérise
la v.a. étudie.

Asymptotiquement(> 35), elle okeita I'équation suivanteyy > 0 :

k=400
. o _ k_—2k2y?
nll)rfoo P(y/nD, <y)=K(y) = ) g (&1)re™M V",
=—00

Ce dernier teoreme permet de formuler de nombreux tests d’hyps#ren statistique ieféntielle. Les quan-
tiles de D,, correspondara différentes valeurs de sont tabutes dans la plupart des recueils de statistique et
tables nurefiques.
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Ces trois teoremes constituent sans doutedsultat le plus fondamental en statistique, puisqu’ibdstbase
de la justification de I'usage deshantillons.

Notons que cesesultats se greralisent de diverses mames, en particulier on montre que si on dispose
de deuxechantillonsey, ... ,z, etz},...,z!, issus d'une rame population (@me F(x)) alors la distance
de Kolmogorov-Smirnov entre les deux fonctions dpartition empiriques’ (x) et F, (x) a une distribution
indépendante de la forme d€(z). Ce Esultat permet en particulier de formuler un test d’hypsteh"non-
parangtrique” pour comparer detechantillons.

C.3.2 Distributions d’échantillonnage de certains moments

Les notions d’estimateurs, de biais et de variance sgfinids de mamre plus pecisea la section suivante.

Nous dEcrivons ci-dessous les propiselémentaires des statistiques les plus @és et en anticipant sur la
section suivante nous indiquons les queditles estimateurs qu’on peut exddire.

C.3.2.1 Moyenne d’échantillon.
Nous rappelons que la statistigiieest la moyenne @c¢hantillon @finie par

X = % ; X;. (C.5)
Ona
E{X} = B{X}, (C.6)
et
V{X} = %V{X}. (C.7)

pour autant qué& { '} existe.

Lorsquen — oo, V{X'} — 0. Il s'ensuit queE{X’} converge en moyenne quadratique VB{st'}. Les lois
des grands nombres permettent d’affirmer que pour autant’§ug est finie, E{ X'} 5 E{X}etE{X} ™%
E{X}.

Le théoreme central limite nous dit que sous leemes condition& { X'} converge en loi vers une loi Gaussi-

enne, inépendamment de la forme d&z). Cependant, nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que la
forme deF'(x) influence (notablement) la vitesadaquelle cette convergence en loi est assur”

En particulier, nous savone@ que sit ~ N (u,0?) alors X’ qui est combinaison ligire de variables
Gaussiennes irgpendantes est distribe de faon Gaussienné&n fini.

C.3.2.2 Probabilité d’'un événement.

Soit une variable atoire disaele X’ prenant la valeut avec une certaine probabdip’et la valeui0 avec la
probabiligé ¢ = 1 <p. On dit qu'une telle variable est une variable indicatrice deué@niement. En effet, on peut
toujours afinir 'ensembled C Q défini par

A={we QX (w) =1} (C.8)

Cet ensemble doit faire partie decar sinon la fonctioX () ne dfinirait pas une variableedtoire (elle ne serait
pas mesurable). Nous utiliseronsdriemment de telles variables indicatrices, et nous utiliserons la notation

X () =14(). (C.9)

Notons queE{14} = P(A) etV{la} = P(A)(1 &P(A)). Par consquent, la moyenne ethantillon del 4
fournit une estimée deP(A), et asymptotiquement cette eséienSera distribeg en loi Gaussienne de variance
LP(A)(1 & P(A)). Pourn fini, la loi est une loi Binomiald3(n, P(A)).
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C.3.2.3 Variance empirique.
La variance empirique aigrée parS? (nous utiliseronggalement la notatio#?) est la grandeur suivante

n

1 _
- ;(xi oX)2. (C.10)

>

82

Il est important de remarquer que dans cette formukest la moyenne @chantillon et non la valeur dé{X'}.
On montre que

n<l
n

EBE{8?} = V{x}, (C.11)

ce qui veut dire que la variance empirique sous-estime la variance d’autant pluschantillon est petit. Elle
est donc biaigé.

On montre ques? et X’ sont asymptotiquement non celéés quelle que soit la fonction departitionF'(z).
De plus, si la loi est syetfique (i.e.F (z + p) = 1 &F(x <u) ot = E{X'}), alorsS? et X’ sont non corlées
pour des tailles finies dedthantillon. SiY est Gaussienne, alors

nS?
V{x}
suit une loi eny?_,. De plus, comme cette distribution est sstmgue,S? et X’ sont non comlés, et on montre

gu’elles sontegalement inépendantes. Sous ces conditions, toute I'information contenue dsftitillon
relativea F'(x) est fournie par ces deux statistiques.

On montre que la statistique suivante (obtenue en refaptatans€.10 X’ par E{X'})

2 A 1 ¢ 2
== X, ©E{X))2. 12
§° 2L L e By (€.12)
est un estimateur non-biaisielV’ { X'} :
E{8"”} = v{x}. (C.13)

Cet estimateur n’est cependant utilisable que si on dispose d’'une connaissance a prdri}de
Evidemment I'estimateur

4 N &

Cnel

(C.14)

S
est non-biais’ Cependant, sa variance est m@lesée que celle d&{S?}.

C.3.2.4 Vecteur aléatoire Gaussien.

Soitxy,... ,x, unéchantillon d'un vecteur elitoireX ~ N, (u,X). Notreéchantillon peut donetfe vu
comme un tableau delignes etp colonnes.

On désigne paiX la moyenne (vecteur) dedchantillon @finie par

— a1 n
X=-Y ax, 1
- ; (C.15)
et parV la matrice d’ordrey de variance de €chantillon @finie par
Al - - \T
V=-— X, X)) (X, X)) . C.16
=D (X eX)(X; & X) (C.16)

i=1

On montreapartir des propeés des lois Gaussiennes (cf. appendice B),&us N, (u, %2). La matrice
V suit une loi de Wisharn <1 deg€s de libers (voir [Sap9().
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Figure C.2.  Intervalles de confiance

C.4 ESTIMATION

L'estimation consista donner des valeurs appregs aux paraetres d’une populatiofu, o, F(x), ... ). |[déale-
ment, le but esevidemment de choisir des estimatears Yois pecis et robustes. Malheureusement, ces deux
qualitts sont en gréral antagonistes.

Dans ce qui suit nous allongsdigner de fa@n gérérique pap le paranetre qui est estig"Nous supposerons
qued peut prendre ses valeurs dans un certain ense@blifini a priori. Cet ensemble peetré une partie de
R, deR? ou d'un espace de fonctions.

Une partie tes importante des statistiques est dediu @veloppement d’estimateurs ayant de bonnes per-
formances dans diverses conditions. Les conditions pour lesquelles un estimateevedsp@” peuventkfre
specifiees selon diifents crieres

m taille desechantillons (statistiques asymptotiques vs petitsantillons),

m caraceristiques des distributiorfs(z) (statistiques paraetfiques vs non-paragiriques)
m robustesse (vig-Vis d'écarts aux hypotses)

m échantillonnage (ingendant, structercorglé,.. . )

® avec connaissances a priori (de certains moments, de la forffiéude. .. )

Dans ce qui suit nous allons surtout comsit’le cas deschantillons i.i.d. et éfinir la notion d’estimateur et
les principales caraetistiques utilises pour le écrire.

Notons qu'il existe essentiellement trois sti@gEs pour estimer une grandeur

Estimation ponctuelle. Dans ce cas on utilise une fonction dedhantillon (une statistiqug) pour estimer
la valeur du paraettre. Nous venons de donner quelques exemples d’estimateurs ponctuels dans la section
précddente.

L'estimation ponctuelle consiste doachoisir une valeuf, € © commestant la valeur la plus plausible du
parangtre.

Estimation par r égion de confiance.L’id ee est de construire un sous-ensemble de valeurs du @ae#ngui
sont compatibles avec la valeur obssade la statistigug. Pour une valeur dom® def on peut construire un
intervalle de valeurs pouF de probabili€ donrge (I <«). On accepte alors une valeurgileomme plausible
si cet intervalle contient la valeur de déduite de IEchantillon. Enfin, on éffinit la région de confiance d&
comme I'ensemble des valeurs#lacceptes par cette precure. Cette praiure est illusgéa la figureC.2
Pour une valeur dorg® ded, la borne inErieure (resp. sugrieure) de l'intervalle de probalsil’ <« pour
T est donee par le point de la courbe en traits interrompustriefire (resp. swgieure). SiI" represente la
valeur de7 calcuBe sur base dedthantillon, on voit que 'intervalle de confianfe, 6s,p] st obtenua ™
partir des points d’'intersection dela droffe= T et ces deux courbes. Cette approche, ileestci dans le cas
ou f est un pararmtre scalaire, pewvidemment segy¥raliser au cas de parames vectoriels. On parle alors
de Egions de confiance.

L'estimation par €gion de confiance consiste danchoisir un sous-ensemble de valeBgsC ©.
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Estimation Bayesienne. Dans cette approche on consid que le paraatfea estimer est une variablesaloire,
caracerigge par une certaine distribution de probabiétpriorip(6). On se sert ensuite desthantillon pour
“conditionner” cette distribution de probabéitce qui donne par application de la formule de Bayes

_ p(@)p(x1,... ,2,]0)
Jop(ar, .. xa|0)p(0)do”

p(Blay, ... ,x) (C.17)

Lorsque lescthantillons sont inebendants on peut remplacer dans cette formule le teme. . . , 2,,|0) par
[Ti=, p(z:16).

L'estimation Bayesienne consiste doaconstruire une loi de probabéitSur I'ensembl@®. Il est évident
gu’a partir d’'une telle loi on peut extraire unegion de confiance (p.ex. telle qyigo p(Blar, ... ,x,)d0 =
1<) ou un estimateur ponctuel (p.ex. tel gu@o |z, - . . ,x,) Soit maximale). Mais cesgions ou valeurs
ponctuelles dpendent du choix dg(f) et sont donc eney¥€ral differentes de celles obtenues par les deux
méthode pecddentes.

Nous allons nous limiter ica T'estimation ponctuelle, en faisant cependant remarquer que le gae#hpeut
trés bien @signer un vecteur, voire une fonctioefihie sur un ensemble quelconque.

Estimation paramétrique. Dans ce qui suit nous allons nousdrgssea une famille de proleimes d’esti-
mation qui se posent comme suit : on dispose @&ahantillonzy, ... ,z, i.i.d. selon une loi dis@te ou con-
tinue F(X') qui appartieng’une famille supp@E connue de lois indé&'s par un ensemble (fini) de partres
f1,05,... .0, inconnus. Cela veut dire qu’'une fois que les valeurs de ces pamsrsont toutes connues (et
seulement dans ce cas) on dispose d’une connaissanceetemgla loiF'(X'). Lorsque nous en aurons besoin,
nous mettrons eavidence ce fait en notant cette i, g,.... 9,,) ().

Dans de nombreux cas, on ne souhaite pas d’'information concernant certains detgarenconnus. On les
désignera par le termeegérique de paragtres fanbimes, et dans ce qui suit nous noterong/darsous-ensemble
(éventuellementaduita un seuklément) des paragtresty , 6, . . . , 8, qu’on souhaite estimer.

C.4.1 Qualités des estimateurs ponctuels

Soitf le paranetred estimer, et soif un estimateur ponctuel, c’eatdire une fonction de¥; de notreschantillon
dont le domaine de valeurs est compatible avec les valeurs acceptabléy pauexemple s est une variance
il faut que7 soit au moins positif; & est la probabilg’d’unévénement il faut qug € [0,1] ... ).

Liberté. Un estimateur] de 6 est dit libre si la loi de probabikt’de7 est indpendante des valeurs des
paranetres fambies. Un cas particulier trivial d’estimateur libre segghte lorsqu'’il n’y a pas de paratres
fantdmes.

Par contre, nous avons vu que la distributioaddiantillonnage de la moyenne empiriqepend en gréral
de la variance d&’. Par conequent, si celle-ci est inconnue elle constitue un patesrfantme influent, et la
moyenne empirique n’est alors pas un estimateur libre.

Convergence. La premere quali€ qu’'on demande la plupart du temgan estimateur est quesi— oo
alors7 — 6. On dit que I'estimateur est convergent ou “consistent” (anglicisme).

Pour un paramitre quelconque on peut construire uestgrand nombre d’estimateurs convergents. Par exem-
ple, les estimateursedfitsa la section pédente sont tous convergents. La question se pose donc de choisir
parmi tous ces estimateurs ceux qui auront de bonnes performances pour des tailles fiegsaitiion, ce qui
conduita la notion de pacision.

Biais et variance. LafigureC.3rep@sente graphiquementla distributioedhantillonnage d'un estimateur
T de8, pour deux tailles de échantillon. Pour plus de clathous notons paf, I'estimateur obtena partir
d’une taille déchantillonn.

L'erreur d’estimation7,, <6 (variable a¥atoire) se dcompose en deux termelementairey,, < E{7,} et
E{T,} <0, 00 E{T,} est 'esgrance de I'estimateut,, < E{T,} repesente les fluctuationseaitoires de7,,
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variance

T E{T.,} 6

biais biais

Figure C.3.  Biais et variance d'un estimateur

autour de sa moyenne, tandis qti€T,, } <6 est assimilabl@ une erreur systhatique. Cette quargit’appelle
le biais.

Si on mesure la @cision d’un estimateur par son erreur quadratique moyeefiajapar
E{(T, ©9)*} (C.18)
alors on peut dcomposer celle-ci en un terme relaila variance et un terme relatif au biais. En effet, on a

E{(Ta 0’} = E{{(Th ©B{Ta}) + (E{Ta} ©0)]*}
= E{(Ta ©E{Ta})*} + 2E{(Ta S E{T.})(E{Ta} ©0)}
+E{(E{Ta} ©6)°}
= B{(Ta ©0)’} = V{T} +[E{T.} &0 (C.19)

En effet,
2E{(Tp ©E{T, })(E{Tn} ©0)} = 2(E{Ta} <0 E{(T, <E{T,})} =0

carE{(T, ©E{T,}} =0, et
E{(E{Ta} ©0)*} = [E{Ta} &6],

puisqueE{T,} <6 est une constants.

Cette formule est d’'une importance capitale. En effet, elle montre que I'erreur quadratique moyenne d’'un
estimateur est compes des deux termes suivants :

Biais. C'est I'erreur quadratique de I'estimateur moyen obtenu de la@naisivante : on piéve un premier
échantillon de taillex (x1,... ,z.) eton calculel’} = T'(z1,... ,z}), on péte cette proedure un nombre
infini de fois et on calcule la moyeng, des valeur§ obtenues (la loi des grands nombres assure que cette
moyenne converge vers{7,}). Le résultat de cette predure donne ce que nous appelerons dans la suite
I'estimateur moyen pour uechantillon de taille:. L'erreur quadratique de cet estimateur moyen est le biais
au care.

Variance. C'est 'écart quadratique moyen des neteb construits ci-dessus par rappolestimateur moyen.

Nous verrons ci-dessous, lorsque nous parlerons deglession liraire (et de maere plus approfondie au
cours d’apprentissage automatique), que dans lesgar@d d’estimation fonctionnell@ €st alors une fonction
6(-) d'un certain nombre de variables), ces deux grandeurs vageétajément de fam antagoniste, la variance
augmentant lorsque le biais diminue etigroquement. Dans de telles situations on est a@aem compromis
entre biais et variance.

Discussion.

Lorsque la vraie valeur de est inconnue, ni le biais, ni la variance, nemé I'erreur quadratique moyenne
d’estimation que nous avongfifiie plus haut, ne sont directement accessialBsxpérimentateura'moins de
disposer de tailles échantillonghormes, ou d'utiliser des techniques d&chantillonnage que nous discuterons
brievemengt’la fin de ce chapitre.

Dans le cas &@uent en pratiqueuoon estime I'espfance mathrnatique d’une variable edtoire (prokgme
de Egressionp partir d’'unéchantillonz, ... , 2, de cette v.a., on utilise pour cette raison souvent une autre
mesure, accessibke I'expérimentateur, appe€ erreur quadratique empirique moyenne (MSE)eénd de la
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mangere suivante :

Al
MSE = EZ}'”“ &Th(z1, ... ,20)|% (C.20)
1=
Nous savons que la valellir = E{X'} minimise I'esgrance mathrmatique de cette grandeur (cf appendice B).
C’est pourquoi, certainesettiodes d’estimation consistemthoisir dans un ensemble de valeurs candidates la
valeur d€T, qui minimise I'erreur quadratiquestinie par C.20, pourapprendrda valeur de d€,; I'echantillon

x1,... T, porte alors le nom @chantillon d’apprentissage.

Désignons paf’MSE 'estimée ainsi obtenue. Comme dans la form@e2(Q) leséchantillons:; et I'estimateur
TMSE(2, ..., z,) ne sont pas ingPendants, il n’est pas possible emgral de @duire I'esgrance matbratique
de MSE, et encore moins sa distribution de probadilit”

Par contre, si on dispose d'wthantillon de test irePendant de taillen, «/,... , 2! , on peut calculer la
grandeur suivante

Al &
MSE(T'S) = — > Jah STV, ) (C.21)
i=1
A la limite, lorsquem — oo cette grandeur tend vers
Ex{(X &TYS¥ @1, ... ,2n))"} (C.22)
ou I'espérance matbmatique est prise par rapport achantillons de test. Cette grandeur donneraewagiation
non pas de I'estimateur ereggral, mais bien de la valeur es@®a partir de I[Echantillonzy, ... ,z,. Sinous

prenons I'espfance matbmatique de cette grandeur par rappdé distribution desc¢hantillons d’apprentissage
nous aurons

B{(X ©To)’} = Exy,.o o {(Ex{(X ©Ta (X1, X)) (C.23)

ou nous avons expligtsur quelles variables les eqations d’espfance mathmatique portent. Un calcul assez
similaire au pecddent donne leasultat suivant

B{(X &T,)*} = V{X} + V{To} + [B{T.} € B{X}]>. (C.24)

Le nouveau terme qui vient s’ajouter aux deurgdents est la variance de la variableaabire X’. Nous
verrons, au cours &pprentissage Inductif Appli@ique ce terme porte aussi le nom d’errezsiduelle (et est
parfois qualif€ de “bruit”). Ce terme neeapendant pas de notre estimateur, est en eftafitedle. Il s'agit
de l'incertitude concernant la valeur prise par la variab&atdire X' lors d'une expfience dans laquelle on
connafrait parfaitement la valeur d&{X’}. Il s'agit donc de l'incertitude suX’ que notre estimateur de
E{X'} ne peut de toutes faos pasesoudre, raie s'il est de biais et de variancegiigeables.

Lorsqu’on parle d’erreur d’estimation, il faut donc bien faire attentiared quoi on fait férence : si on fait
référencea’l’'estimation d’un parasetre tel que la moyenne, qui careise la distribution d’une variableesdtoire
on doit comptabiliser biais et variance de I'estimateur. Si par contre on parle de I'estimation de la variable
aléatoire elle-rafne, il faut en outre ajouter la variance de celle-ci. Dans les sous-sections suivantes nous allons
nous focaliser sur I'estimation de paratres.

Estimateurs sans biais et de variance minimale. On dit que I'estimateur est sans biaig&7 } = 6.
On peut @&finir des estimateurs sans biais pour une classe assez large de familles de distributions.

Si, parmitous les estimateurs sans biais il en existe un dont la varianceeeisting olegalea celle des autres,
pour une famille de loig”(X'), on dit que cet estimateur est de variance minimale, ou encore effiddotons
d’emblée qu’'un estimateur est eemgral efficace seulement pour une famikdeluite de distributiong’(X’). On
montre que la moyenne empirique est un estimateur efficace pour une loi Gaussienne.

On dit qu’un estimateur est asymptotiquement efficace si lorsque la taillecteahtillon devient infinie il
tend vers un estimateur efficace.

Notons qu’un estimateur sans biais et de variance minimale n’esepassdirement le plusgmis. En d’'autres
termes, il existe parfois des estimateurs l@aidont la variance est mfieurea celle d'un estimateur efficace, et
ceci suffisamment pour compenser leur biais.

On montre que si un estimateur efficace existe il est unique (presque partout).
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Exhaustivité. Soit# un paranetre scalaire de la distribution de probaletitdle.X’, et soitxzy,...,z, un
échantillon atatoire i.i.d. selon la loi de probab@ip, (-) ou nous mettons eevidence la dpendance de cette loi
vis-a-vis du pararatred. Comme nous I'avons souligrti-dessus, la loi d& peut dEpendre d’autres paratnes,

qui agissent alors comme des pagdras fandines. Par exemple, si nous supposons que la loi est une loi expo-
nentielle, nous savons que le paktme) la caracttise enerement. Mais si nous faisoreféfencea’l’estimation

de la moyenne d’une loi Gaussienne de variance inconnue, la variance sera uetpafanbime.

On dit queT est une statistique exhaustive si toute I'information concerfhanhtenue dansd¢hantillon est
aussi contenue daffs. Autrement dit,7” est exhaustive si

P, Xl T) (C.25)

est indEpendante de.
Notons par

la densit probabili€ si X' est continue (resp. la loi de probalslitsi X' est discete) d’observer Echantillon
X1, ..., Xy, sous 'hypotlese qué = 6,. Cette grandeur porte le nom de vraisemblance, et en afigéisood

Soit alorsT une statistique (fonctionde, ... , x,) et soitg(T; ) la densi€ (resp. loi) de celui-ci. On peut
montrer que/” est exhaustif si on peut factoriser la vraisemblance de lagraaiivante :

L'importance de la notion d’exhaustieid’'une statistique provient dughiéme suivant :

S'il existe une statistique exhaustiVeet un estimateur efficace, ce dernier peécsire sous la forme d’une
fonction de7 seulement.

C.4.2 Méthode du maximum de vraisemblance

Observons tout d’abord que lorsque éehantillons sont i.i.d. la vraisemblance se factorise en

L(Xy,. .. X ) = ﬁc(xi;e)‘ (C.28)

i=1

La méthode du maximum de vraisemblance congistkeoisir comme estimateur déa valeurd* qui maximise
la vraisemblance. C’est donc la valeur du paetqui fait pardfe I'echantillon comme le plus probable.

Appliquons ce principa I'estimation de la moyenned’'une loip, (X'). Prenons le logarithme d€(28) :

n
log (w1, ,ani i) = D logpu (), (C.29)
i=1

qui doitétre maximale. En prenant l&idvée par rappor i« on obtient unequation enu

n

810gpu(xi) _
; o =0, (C.30)

dont la solution (pasecessairement unique) fournit un estimateur dit au maximum de vraisemblance.

Suggestion : montrer que si la loi d& est une loi Gaussienne, I'estimateur au maximum de vraisemblance
de I'esgerance matBmatiquey est.X’. Peut-on en dduire des conditions plusgerales sous lesquelleE est
encore une estige au maximum de vraisemblance ? Chercher un contre-exemple delgiacontrario, n'est
pas une estige au maximum de vraisemblance.

Notons, pour finir qu'un estimateur au maximum de vraisemblance n’est giEsseirement non-biais”
Cependant, on montre qu'’il est convergent et asymptotiquement sans biais et efficace.
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Relation entre l’estimation au maximum de vraisemblance et ’estimation Bayesienne.
Notons tout d’abord que la vraisemblance aHantillon est identiqua la probabili€ conditionnelle de celui-ci
étant done’la valeur dé#. On peut donecrire pour I'estimation Bayesienne

p(O)L(z1,. .. ,xp,;0)

0 ceey Tp) = . C.31
POl ) = e OO (C.31)
Il s’en suit que sp(#) est indEpendante de (c’est-a-dire uniforme su®) on peutecrire
L(x1,...,25;0)
e ag) = o 32
POl o) = S (C32)
ouh(xy,...,xp) = [gL(x1,...,2,;0)d6 estindpendantde. En d’autres termes, la valeur élgui maximise
la vraisemblance est aussi celle qui maximise la probalmbtiditionnell@(6|z1, ... ,z,).

Sip(f) n'est pas uniforme, alors, dans lardarche Bayesienne, elle a pour effet de renforcer la proleaailit”
posteriori des valeurs dkles plus probables a priori.

Voyons comment cet effet se manifeste lorsguerie. Prenons le logarithme des deux membre£d&l) et
supposons que lechantillons sont i.i.d. selon la lpp(.Y'). On a

1 1 1 —
—logp(Blzy, ... ,xn) < ~logp(d) + ~ Z;logpo(xi), (C.33)

ou nous n'avons retenu que les termes cepelident dé et divisg par la taille de Echantillonn. Lorsque
n — oo le premier terme du membre de droite tend ven®zLe second terme tend, si la limite existe, vers la
grandeur suivante

E{log pa(X)} = / P~ () log pp(X)dx (C.34)

si A est distribe@e selon la loi (den®) py-.
Nous verrons au cours destbrie de I'information que la grandeur suivante

Dipo-llpn) 2 [ po- ()10 Ijj;((j))

désigne la distance de Kullback-Leibler entre les deux distributions. Si cette grandeur existe, elle est positive, et
nulle si, et seulement giy- (X') = py(X'), autrement dit si, et seulementtsi= 6*. On peutecrire .34 en
fonction de cette grandeur

dz (C.35)

E{logpg(X)} = <D (po-

pe) & Hq(X) (C.36)

ou
Hy(X) 2 & / o~ () log pe- (X)dz (C.37)

désigne I'entropie diftrentielle de la v.aX’ (voir également cours dedbfie de I'information).

On peut donc tirer les conclusions suivantes : si les distributions de probslildices pap admettent des
entropies, alors pour suffisamment grand on auvé tel quep(d) # 0

1
—logp(Blzy, ..., xn) oc SD(po-|Ipe) SHa(X) + e (C.38)

avece — 0 lorsquen — oco. Cela veut dire que lorsque la taille deshantillons devient infinie, et pour autant
quep(f) > 0 surO, la valeur d&®* qui maximise la probabilita posteriori tend ves', indépendamment de la
forme de la distributiom(6). La solution la plus probable au sens Bayesien devient donc idemtigusolution

au maximum de vraisemblance. De plus, en prenant en compte le comportement asymptotenantoateur

de (C.31), on peut se convaincre que la jd#|z4, ... , x,) se concentre de plus en plus fortement autour de son
maximum.

Asymptotiquement, les approches Bayesiennes et du maximum de vraisemblance tombent donc d’accord. On
en ddduit que I'approche Bayesienne est surtowressante lorsque est petit, car elle permet de prendre en
compte de fagn col€rente I'information a priori disponible sér information dont I'impact sur leasultat sera
d’autant plus forte qued¢hantillon est petit.
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C.4.3 Minimisation du risque

Pour terminer nous allons leriément dcrire la nethode de minimisation du risque qui est de plus en plusesilis”
notamment dans les prarhes deegression.

Dans le cas scalaire, elle consistegfinir une fonction de risqu&(.t', ) qui mesure Ecart entre la vari-
able a€atoire scalaire et un paratné cens’estimer la valeur la plusaliste de celle-ci. Vue sous cet angle,
I'estimation revient alora choisir le parartred tel que I'esgrance du risque

E{R(X,0)} (C.39)

soit minimale. Une rathode tes ggrérale pour atteindre cet objectifpartir d’'unéchantillon consista choisir la
valeur du paramtre qui minimise le risque empirique, c'estdire la valeufl; de# qui minimise

) (C.40)
i=1

On montre, sous des hypetes tes grérales ([Vap9y) que cette rethode est consistente, c’estdire que
lorsquen — oo, T)¥ — 6*, ou 6* est la valeur qui minimise I'egpance du risque.39.

Suggestion : montrer que si le risque esfidi par I'ecart quadratique?( ', §) = (' &0)% alors#* estégal
AE{X}etT: =X,

C.4.4 Robustesse

Dans la @marche classique, mise emidence dans ce qui@w&de, on fait des hypo#ises sur la forme des
lois et sur le necanisme de production deshantillons, et partir de ces hypo#ses on dduit des estimateurs
“optimaux” du point de vue de certaines de leurs gealit”

Un des proldimes majeurs de ces estimateurs est qu’ils sont souesnsénsibles augcarts visa-vis des
hypotteses de epart : par exemple si la loi atarte de celle suppes’ou bien si certaines observations sont
aberrantes (c’esa-Uire ne proviennent pas de cette loi), les estimateurs peuvent donnersd#ats’ tes peu
précis.

La statistique robuste, que nous n’aborderons pas dans cet appendice vise expliciteneetanpement
d’estimateurs qui sont peu sensibdese type decarts, c’est-dire des estimateurs qui continueramtonner des
estinées assez prises si on gCarte des hypotses. Evidemment, cette robustesse estemargl obtenue au
prix d’'une moins bonne ecision dans la casudes hypotleses sonterifiees (“no free lunch theorem”).

C.5 RE-ECHANTILLONNAGE, SONDAGE, ET SIMULATION

Dans ce qui peéede, nous avons supposjue [échantillon€tait don®, et discut”les diférentes maeires
d’exploiter un telechantillon. Dans cette section nous abordoes brevement le &S vaste domaine relatif
a la constitution deschantillons. Nous nous limiterons essentiellengenhe beve description informelle des
differentes techniques en renvoyant le lectewaregg’a des ouvrages spialiss.

C.5.1 Ré-échantillonnage

Le ré-échantillonnage consisi@ construirea” partir d’'unéchantillon done’un certain nombre de nouveaux
échantillons obtenus par tiragesatoire. Ces techniques sont partietdiment utiles pouetudier le biais et

la variance des estimateurs et dans certains cas permettent édu@e.r'Ces techniques, assez intensives du
point de vue des calculs sont devenues populairesa¢emment, suite awesteloppements informatiques. Elles
ont cependargte découvertes il y a de nombreuses ees.’

Bootstrap. Soit 7 un estimateur. Si on conrda loi F'(z) on peut en principe calculer analytiquement
ou numeriguement sa distribution e¢hantillonnage. Si on dispose d’'une bonne approximatiofi(deg, dis-
ons F*(z) obtenuea partir d’'unéchantillon de taillex suffisamment grande on peut obtenir une distribution
d’echantillonnage approek’en utilisan¥(x) a la place.
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En particulier, la rethode déootstrap(“chausse-pied”) consiste sondetF (x), en tirantk échantillons de
taille n avec remisea partir de [Echantillon de dpart, pour chacun desquels on calcule la valeur,deCette
procddure donne donc une distribution empirique, approximation de la |6i,(e

En particulier, siT” est un estimateur non-biaisied mais de variance asselel€e, la moyenne empirique des
estinées de Bootstrap; fournit encore un estimateur non-biaidéf, mais de variance plus faible.

Jacknife. Le but ici est de diminuer le biais d’un estimateur. Soit un estimateureb&isinechantillon de
taille n. SoitT,, la valeur de I'estimateur surdthantillon complet, et soif_; la valeur obtenue en utilisant ce
mémeéechantillona’ I'exception de la-eme observation. &ignons par

Tr =nT, enhel)T-;

et formons le nouvel estimateur
1 n
J _
T, = - E 1 Tr.
1=

On montre que sous certaines conditions ce nouvel estimateur est moirscuais. En particulier, on
montre que si

a
E{T}ZQ-FE

alorsE{7;} = 6. Dans ce cas particulier 'estimateur de Jacknife est donc norebiais’

Suggestion a titre d’exercice on peut se convaincre que I'estimateur de Jacknife de la variance @liqu
S? donneS? | qui est non biaié.

C.5.2 Sondage

Le but des mthodes de sondage est de constitueedbantillons avec comme objectif I'utilisation efftéure de
I"echantillon pour I'estimation. Plusieurs raisons conduiadhitilisation de ces rathodes.

1. Le sondage peuttfe applige’a unéchantillon existant de taille trop importante pedre”trai€, dans le but
d’en extraire urechantillon de taille acceptable. C'estiiemment le cas dans le domaine de I'analyse de
grandes bases de dawes (plusieurs millions d’observations, parfois).

2. Un autre raison d’appliquer le sondage est simplement de constitiezrhamtillon. Par exemple, dans le
domaine du contle de qualié” en fabrication, on gléve gguliérement des pcesa differents stades du
processus, puis on les examine et on analyse les performances moyennes.

3. Une troiseme raison d’appliquer le sondage est de pouvoir influencer laemadont les observations sont
sélectionrges, notamment dans le but de permettre des estimations aarsseprgue possible avec un mini-
mum d’observations. Ceci est par exemple le cas dans leegs@iOpinion et les sondagelectoraux, al
est récessaire pour des raisons detadé limiter le nombre de personnes intereg’

Nous allons simplement expliquer uneethdde classique de sondageaibire qui repose sur la notion de
stratification de la population.

Sondage stratifié. SoitF la grandeur dont nous souhaitons estimer &gapce.

L'approche est ba&s sur la connaissance a priori d'une partition de I'esphen €gions a'la variance der
est relativement faible.

Soit en effef{2y,... ,Qx} une telle partition, c’esa-dire telle que
ViZj: 4N =0, (C.41)
et
*
a=Jo. (C.42)



C.14

Supposons qu’a priori on connaisse les probasi((2;) et désignons paEp, (F) I'espérance conditionnelle
de F dans la classg;, et paral?,f la variance conditionnelle d€.

Notons que le€p, (F) peuventtre estinees par I'analyse d’observations egEndantes obtenues pour cha-
cun des sous-ensemblsde la population. Ayant estienles grandeurE'p, { 7}, on peut alors reconstruire une
estimée deE{F} au moyen de la formule suivante

K
E{F}y =) P(Q)Ep{F}. (C.43)

Comme les termes de cette somme sont estid€ margre indpendante, la variance de I'esémfeconstiteé
est obtenue par la formule suivante :

K
2 _ § 2 N\ A2
i=1

La question qui se pose alors, est d’allouer deffemptimale un nombre tot&l d’'observations aux difffentes

régions();, c'esta-dire de mar@rea minimiser la variance%{f}.

Par ailleurs, si on utilis&/; observations pour estimer |&%. (F'), alors

U%Pi (Fy = Nilo} 5. (C.45)

On peut montrer que dans ces conditions I'optimumesli®€ par le schima d’allocation suivant

N; = NM7 (C.46)
Yz P(Q)oiF

et que la variance de I'estieZp (F) vaut alors

K 2
b =N (Z P(Qi)a,»,f> : (C.47)
i=1

Remarques. A. SilesK variances conditionnelles sont uniformes (disegalésa‘ai’ ), Ce sclema consiste
a allouera chaqueeg@ion un nombre d’observations proportionaeda probabilé’a priori. L'équation C.47)
devient alors

U%‘p(F) = N_IU%(,Fv (C.48)

ce qui veut dire que le gain est expemar le rapport

o2
Gain= ——. (C.49)
Ok, F

B. Signalons enfin que eme si les variances conditionnelles ne sont pas uniformes densaofféchantillonnage
qui consistea‘allouer un nombre d¢hantillons’ chaqueegion proportionned sa probabilé'n’est jamais moins
bon que la rethode de base de sondage non steatifi’

C. En corrolaire, le sarha d’allocation optimal conduit toujouesune variance igffieure ouegalea celle de

la méthode de base. Laeatiode sera d’autant plus efficace que le second membregigation C.47) sera
faible. Tout I'art consiste dona identifier une partition d€ en Bgionsa faible variance. Nous verrons au
cours dApprentissage Inductif Appli@ugue c’est ce qui est fait par lesethodes de construction d'arbres de
régression.
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C.5.3 Méthode de Monte-Carlo

Le probEme pos’est le suivant. Etant doanin espace d'erdg(2 sur lequel une mesure de probalkil®
est dEfinie, etetant done une fonctionf () définie surQ a valeurs dan®", il s'agit d’estimer I'esgrance
mathématique

- /Q F(@)dP(w), (C.50)

ou F' désigne la variable eHtoire vectorielle induite par la fonctigf{-).

Afin d’alleger les notations, nous allons dans la suite restreindre notre discussion au cas d’une \eatable al”
scalaire. Nous utiliserons les notatighet F' (resp. f et F') pour repgsenter une variableesdfoire scalaire (resp.
vectorielle).

Remarquons que dans le cas qui nousriggse, I'espacg?, P) est de structure mixte continue/distz, ce
qui justifie les notations un peu lourdes que nous utilisons. D’un point de vue pratique (simulation sur ordinateur)
I'espace eseévidemment discret et fini, eme si sa taille egtriorme.

Notonségalement que pour la suite il estagssaire de supposer que les deux premiers momeiitsdat
finis, ce qui est le cas en pratique puisque les valeurg dent borees (les grandeurs physiques qui nous
intéressent sont en effet b@es).

Dans ce proldie, la pairg(2, P) constitue le moele stochastique et le mocEle physique. Tous les deux
sont en pratique des approximations plus ou moins bonnes dalitér”

C.5.3.1 Méthode de Monte-Carlo de base. Lorsque la fonctiory(-) pos®de une structure simple (p.ex.
linearig), il est possible de calculer I'esEnce matbratique par voie analytique (ainsi que les autres car-
acgristiques de la distribution d€). Lorsque ce n’est pas le cas, on a recauls ethode de Monte-Carlo.

La méthode de Monte-Carlo de base consistgrérer unechantillon atatoire d’observations, , ... ,wy €
) indépendants et distriles selonP, puisa calculer les valeurs correspondanfés;), et enfina approximer
I'espérance matbmatique deé” par la moyenne @chantillon

PN = N Z F(wi). (C.51)

Le théoeme central limite assure que cette esting'st non-biaég, et que sa distributionethantillonnage est
asymptotiquement Gaussienne de variance

0' (N) N (C52)

Au bruit aléatoire pes, la pecision de la rathode crd’donc de faon monotone mais assez lente, en fonction du
nombre d&chantillons.

En pratique on utilise une versiorertitive, qui ghere une suite &chantillonsv;, de longueur non figé a
priori, et calculea chaque pas les valeurs plg“) eto? P Le process est &td Iorsqueﬁ(k) < ¢ 0U€ estun
seuil de pecision fixé a priori en fonction du niveau de¢m5|on recherah’

Notons que des formules de miagour permettent de calculer les valeurs;é@ eto?,, efficacement.
Hg

Le seuil de pecision est normalement &xén fonction de crires pratiques, et la @cision intringgque du
mockle utilis$ doitévidemmengfre prise en compte pour fixer

Notons qu’en ghéral I'exploitation du modle stochastique est peu consommatrice en temps CPU, et c’est le
calcul de la fonctiory qui est en gféral la partie contraignante.

Note. Dans certains cas pratiques ce n’est pas la simulation mais bien@ixgntation physique qui permet
d'observer les valeurs de la fonctight-).

L'expérimention physique pouvaétre cditeuse en temps et en moyens, certainethatdes de&duction de
la variance gardent leur iréirét dans la mesurelpbelles peuvent permettre deduire les cats d’exg@rimenation.
Par exemple, I'utilisation de mades de simulation sur ordinateur permet dans ce cas de troquer une partie de
I'effort d’expérimenation physique pour de la simulation rienque.
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C.5.3.2 Réduction de la variance. La réduction de la variance vise augmenter la pcision pour un
nombre donad’échantillons sim@s$. En d’autres termes, elle via&duire le nombre de simulationecgssaires
pour obtenir le niveau de ecision recherai”

L'hypothése de dpart sous-jacente awetimodes deaduction de la variance, c’est qu’on dispose d’'informations
partielles a priori sur la variableedtoireF’. Si on ne dispose d’aucune information a priori aucwgtiction de
la variance n’est possible; si on dispose de la connaissance tot@la geori, aucune simulation de Monte-Carlo
n'est récessaire. Entre ces deux extiés, les rathodes deaduction de la variance peuventespf, de mamre
plus ou moins efficace en fonction de la nature des informations dont on dispose et de paetallgpitbldime.

L'information a priori peutetre obtenue de diverses, fars : construction par voie analytiqgue de rates
approcles se pefant au traitement analytique; simulation du processus et extraction de connaisd&aidesie
techniques d’analyse de da®s; le bon sens physique et I'exgnce humaine.

Quoigu’il en soit, dans I'approche de Monte-Carlo les simulations successives petrecexplofées pour
accrafre I'expérience qui devient alors de plus en plus riche. Cettegapce peut alorstfe explatée pour
réduire progressivement le nombre de simulaticetsesSaires dans le processus d’estimation.

Tout d’'abord, @crivons deux rethodes classiques dedtction de la variance : la preen€ récessite une
modification de la stragjie de tirage a@atoire; pas la seconde.

C.5.3.3 Echantillonnage stratifié. L echantillonnage stratdicécrit pecddemment pewvidemmenefre
appliqué pour Eduire le nombre de simulationgecgssaires, ou de manééquivalente, €duire la variance des
estinges pour un mme nombre de simulations.

C.5.3.4 \Variables de contrdle. Cette approche nesgéssite pas de modification du enfd déchantillonnage.
Elle peut donc en principe se combiner avec Ettmode pecédente.

L'idee principale est de se servir d’'une fonction auxiligir¢ (appe€e variable de contté) fortement coelée
af(-) ettelle queZp{G} soit facilea estimer. En d’autres termgé) doit étre une bonne approximation @i¢),
a une transformation lggire pes.

Dans ce cas, quel que sgitc R la variable atatoire
H=F <pB(G<Ep{G}) (C.53)

pos&de la neme espfance matbmatique que-, et on peut donc estimé?p{F} en appliquant la technique de
Monte-Carlo de basa?.

Selon la valeur choisie poukrla variance de cette estéa’sera plus ou moins importante, et on montre que la
valeur optimale dg* qui minimise la variance est

. CovWF,g
B = % (C.54)
9g
La variance dé4{ vaut alors
oy = (1&p*(F,G))o%. (C.55)

Si g(+) est une tes bonne approximation d&-), on aura3d* ~ 1 etp?(F,G) ~ 1. Intuitivement, sig(-) est
une bonne approximation d&-), la difference entrg(-) et f(-) est petite dans leggions les plus probables de
2, et donc la variance de cette @ifénce doiegalemenefre petite.

En pratique, pour qu’on puisse facilement calculer{G}, il suffit queg(-) soit facilea calculer et on peut
alors utiliser la rethode de Monte-Carlo de base avec un nombeetdintillons tes grand pour estimdtp{G}
et aé. La difficulté réside dans le calcul (I'estimation) d& dont le terme relatifi’'la covariance fait appel au
calcul def(-).

En pratique on peut cependant soit postuler la valeur a priori (au risque de se tromper), soit estinezegressi’
la covariance dans une phase de rodage.

C.6 REGRESSION ET MODELES LINEAIRES
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C.6.1 Régression simple

Etant done’deux v.aX’ et), la recherche d’une fonctiofy-) telle quef(.X') soit aussi proche que possible de
Y en moyenne quadratiqueddja étt aboreée dans I'appendice B. Nous savong (&) = E{)Y|X} réalise le
minimum deE{(Y < f(X))?}.

Nous avons donc ica fairea un sclema d’estimation fonctionnelle, puisque nous souhaitons trouver une
fonction f(X') qui fournisse une bonne approximation en moyenne quadratiqié Mgt }.

La démarche statistique classique consiste adoirsroduire des hypo#ses sur la distribution conjointe de
(X,)) eta en dduire des estimateurs optimaux. Nous n’allons pas insister ici sur cette approche; nous allons
simplement rappeler le fait,effl misévidence dans I'appendice B, qug&i, )) sont conjointenement Gaussi-
ennes, alor&{Y|X'} est une fonction linaire det’ et de plus la variance conditionnelle est alorejpelidante
de X'. Cependant, il ne s’agit de touteitlence pas d'un conditiorenéssaire, car il suffit que I'on puisserire

Y =a+BX +e(X), (C.56)

ou ¢(X') est une variable aHtoire cengé (de moyenne nulle) pour presque tdytpour que I'espfance condi-
tionnelle de) soit une fonction lieaire deY'.

La méthode des moindres cas consiste choisir,€tant done’un échantillon(zy,y1), ... , (zn, yn), l€s
valeursf* eta* qui minimisent I'erreur quadratique totale d’estimation suresgtantillon, i.e. telles que

n

MSE(a*, 3*) = % > (i e + i), (C.57)

i=1

soit minimal. Nous renvoyons le lecteur aux ouvrages de statistique de base {fae%.) pour une discussion
détaillée de cette ethode.

C.6.2 Régression multiple

Le probEme de laegression multiple s’obtient paeggralisation du prédent en utilisant variables d’ente au
lieu d’'une seule. Soit uachantillon de: observations, . . . ,w,, caracgrisées pap valeurse; (w;), . .. , xp(w;)
et une grandeur de sortiéw;). Le but est alors d’estimer, au moyen d’une fonctioeéimé, I'ésgrance condi-
tionnelle

p
E{V|X1, .. X b+ > b, (C.58)
i=1
A nouveau, la rathode des moindres casrconsist@ choisir les valeurs de, b7, . . . , b;, de telle margrea
ce que

1 — u
MSE(bo, . by) = ~ > Wi e bo+ > bizi))?, (C.59)

i=1 i=1

soit minimale. Cette fonctioatant une fonction quadratique en termes des petrash;, son gradient (par rap-
port auxb;) est une fonction ligaire de ces parastres. L'annulation de ce gradient est une conditiecassaire
et suffisante d’optimald, puisque la fonction est au moins serefidie positive (et donc au moins convexe). La
condition d’annulation du gradient donne liawn systime dep + 1 équations lieaires dont lep + 1 variables
sont lesh;. Si ce systme est non singulier, sa solution est unique et identiglaesolution au sens de moindres
car@és. Sinon, il y aura un ensemble de solutions optimalgsi¢alentes) qui forme un sous-espacediné de

RPFL,
On montre que pour que la solution au sens des moindresesasoit unique, il faut (et il suffit) que lpst 1
vecteurs colonnes
1 xi(wy)
1 x;(wa)
xro == . etx; =

| 2i(wn)
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soient lirdairement indpendants, ce qui implique que levariablesX; soient non-constantes et éiairement
indépendantes, et en nombre strictemergrigfira n.

Comme ci-dessus, nous renvoyons le lectewgregg” aux ouvrages classiques de statistique pour plus de
détails concernant cette approche. On pautémment justifier I'utilisation du made linéaire multiple de la

méme margte que ci-dessus pour des varialjlgsls, . .. , A},) conjointement Gaussiennes ou, pleséralement,
une situation a E{Y|X1,. .., A, } est effectivement une fonction Baire.
Notes

1. Nous attirons l'attention du lecteur sur le fait qu'il y a exalift une difErence entre la notion d'efficaejttelle que dfinie par les
statisticiens, et la notion de variance minimale.



D CcALCUL VECTORIEL ET
MATRICIEL

D.1 INTRODUCTION

Cet appendice collationne une certain nombreegaltats utiles (voire indispensables) dans les cadre desatif§
enseignements faisant appel augthodes stochastiques.

La plupart des questions couvertes sont en principe connues petubiiarits inghieurs. Nous avons donc
volontairement adoptun style tes syntletique, de marrea encourager lesttdiants qui auraient oublices
notionsa consulter leurs notes de cours de candidature.

Nous commepans par un bref rappel sur les espacesdirés euclidiens de dimension finie quelconque. Nous
donnons ensuite quelquesfahitions et propetes relatives aux fonctions convexefidies sur de tels espaces.

Ensuite, nous couvrons quelquadrments relatifs au calcul matriciel, en particulier les prefps des matrices
réelles symtriques et dfinies positives. Nous avons inclus dans cette partie une discussion des matrices de
Toeplitz, frtquemment rencoree’s dans les applications au traitement de signal statistique.

D.2 ESPACES EUCLIDIENS

La plupart des notions introduites ici SBf peuventgtre ggrérali€es au cas de vecteurs de nombres complexes.
Nous en fournironsa I'appendice E uneaggralisation plus large encore.

D.2.1 Définitions

On rappelle querp > 1, R désigne I'ensemble des-uples ordona$é de nombresegls. On convient de
repesenter cep-uples par des vecteurs colonnes de dimengioqui seront @sigrés par une lettre minus-
cule grasse (e.gr), avecéventuellement en exposant la dimengiate I'espace, si@cessaire (e.ge?). Nous
utiliserons indifEremment le terme point ou vecteurlge.

On d&signe pad le vecteur nul, dont toutes les composantes sont nulles.

Soientz, y, z € RP trois vecteurs. Nousa$ignerons par;, y;, z; € R leuri-eme composante. Deux vecteurs
sontégaux (par dfinition) si toutes leurs composantes segéles.

D.1
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On définit alors,a partir du produit de nombresels, la multiplication d’un vecteur par un nombeekde la
mangre suivante

Ae=y&eVi=1,...,p 1 y; = \zy, (D.1)

et,a partir de I'addition de nombresels, I'addition de deux vecteurs par

cty=z<Vi=1,...,p :z; =x; +vy;. (D.2)
Ona
0 =0z,Vx € R, (D.3)
et
x+0=xVreRP. (D.4)
Plus ggréralement, onefinit la notion de combinaison ledire den vecteursey, . .. , x, par
n
z=Y Nz, (D.5)
i=1

ou les); sont des nombregels quelconques.

On désigne pae;, Vi = 1,...,p, le i-eme vecteuunitaire défini pare; ; = ¢; ;, c'esta-dire dont toutes les
composantes sont nulles saufiame qui vaut 1. On a, remarquablement,

p
xr = szel (DG)
i=1

D.2.2 Produit scalaire, norme et distance

On définit le produit scalairede deux vecteurs, y le nombre eel no€z"y et dfini par
A p
aly = szyz (D.7)
i=1

Nous verronsa'la section suivante que dans cette notati@mitdée du calcul matricielz” désigne le vecteur
transpos; et que le produit scalaire est un cas particulier du produit de deux matrices.

Le produit scalaire est commutatif pagfdiition. |l estégalement distributif par rapport aux combinaisons
lineaires. Evidemment, on a

07z =270 =0. (D.8)

Par ailleurs, si deux vecteurs non nuls sont tels que leur produit scalaire est nul, on dit qu’ils sont orthogonaux.

Nous verrons la section suivante que le produit scalaire pettg-ggnéralis a une forme bi-lieaire du type
xT Ay ol A est une matrice x p symétrique et @finie positive.
On appelle module, ou norme euclidienne d'un vecteur, le noneleigpositif ou nul

(D.9)

Ona

lz]| =0 & = =0, (D.10)
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Az = |Alll], (D.11)

et, 'inégali triangulaire
lz +yll < flell + llyll, (D.12)

et I'inegalig de Schwarz
2 Ty| < ll|llyll- (D.13)

On dit que la norme euclidienne @stluitepar le produit scalaire. On peu¢graliser cette notioa [a norme
d’ordrem par

|| = (D.14)
Ym > 1. En particulier on a,
p
el = il (D.15)
i=1
gu’on appelle aussi norme de Manhattan, et
2|2 = [l], (D.16)
la norme euclidienne, et
|zl = mlg)noo " Z |;|™ = mmax |xz| (D.17)

gu’on appelle la norme “infinie”.
On d&finit la distance (induite par une certaine norme) entre deux veateyrgar la norme du vecteursy :

A
dn(@.y) £ |z Syl (D.18)

On rappelle gu’une distance, poueritér ce nom doit satisfaire aux progtds suivantes :

1. d(xz,y) > 0,Vae,y € RP

2. dz,y)y=0ex=y

3. d(z,y) =d(y,x),YVe,y € RP

4. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y),Ve,y,z € RP.

On appelle distance euclidienne la distance induite par la norme euclidienne.

Généralisation aux vecteurs complexes. Nous greralisons le produit scalaire aux vecteurs de nombres
complexes par

n
. A _
2ty 2 S T (019)
i=1

de cette faon la norme euclidienne d’un vecteur complexe restniE par le produit scalaire de ce vecteur par
lui-méme et deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul. La nétatigrelle aussi, dritée
du calcul matriciel.
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Nous attirons I'attention du lecteur sur le fait que certains auteurs adoptafiriaidh suivante pour le produit
scalaire

y'x =S g, (D.20)
i=1

ce qui ne change cependant rien au niveau des principe®finitioh (D.19) que nous adoptons ici est celle qui
est utili€e dans la plupart de livres de physique.

Notons €galement que dans I'annexe E nowsnitons le produit scalaire sur des espacesdires plus
géréraux queC” ouRP. Nous utiliserons alors la notatidm, y) pour désigner celui-ci.

D.2.3 Dépendance et indépendance linéaire

On dit que les vecteutsy, . . . , x, sont lindairement indpendants si

0=> Nm;=X\=0Vi=1,..n (D.21)

i=1

sinon ils sont dits livairement dpendants. Dans ce cas, il existe un ensemble de valedinda toutes nulles,
telles que la combinaison kaire soit le vecteur nul.

On se convaincra facilement que les vecteuts . . , e, sont linfairement indpendants.

Tout ensemble de vecteurs qui comprend le vecteur nul estiternent dpendant. Tout ensemble de vecteurs
qui comprend un sous-ensemblesl@rement dpendant est liegirement dpendant. Sides vecteurs sonelirement
indépendants et deviennentdiairement dpendants lorsqu’on leur adjoint un autre vecteur, alors ce dernier est
une combinaison ligaire (unique) des premiers.

Il est capital de se rendre compte que si un vecteur est combinaisairéiinie vecteurs alors cette combinaison
lineaire est unique si, et seulement si les vecteurs saditiement indpendants.

Enfin, parmi les combinaisons leaires deg vecteurs, il y en a au plug linéairement inépendantesDe
fagon équivalenteg + 1 combinaisons linaires de vecteurs sont liedirement dpendantes.

Il s’en suit que le nombre maximum de vecteurgéirement indpendants d&? est au plug, puisque tous
les vecteurs de cet espace peuveatsié sous forme d’'une combinaisondaife deg vecteurs unitaires. Par
con€quent, puisque ces derniers sont en nonelgad p et linéairement indpendants, ce nombre maximum
vaut exactement. On dit que la dimension de I'espalé estp.

D.2.4 Sous-espaces linéaires

On appelle sous-espacedaiie deR? tout ensemble de vecteurs qui contient toutes les combinais@asris de
ses vecteurs. On dit que I'espacefestré sous les deux @yations suivantes : produit par un scalaire et addition
vectorielle. Tout sous-espace contient le vecteur nul. Par exemple, le singleton eatopgsiteur nul est un
sous-espace ledire (on le dit trivial).

Soientx;,Vi = 1,...,q. Alors, 'ensemble des combinaisonsdaifes de ces vecteurs est un sous-espace
vectoriel : on parle du sous-espaaggende par ces vecteurs et on le notedgy, ;.

On appelledimensiord’un sous-espace vectoriélle nombre maximum (s'il existe) de vecteursdaifement
indépendants : on le nodm(L). On ddduit de ce qui @é&de que tout sous-espacel&e a une dimension
inferieure owegaleap. La dimension du sous-espace trivial est nulle. Si la dimension d’un sous-espagpe vaut
alors ce sous-espace est identiqui®

L'intersection de deux sous-espacesgéires est encore un sous-espaadire gventuellement trivial. L'union
de deux sous-espacesdaifes n'est engyeral pas un sous-espacedaife. Le comm@iment d’un sous-espace
linéaire n'est jamais un sous-espacedmeé.

Etant done’deux sous-espacesdaifes’; et L,, on dfinit leur somme, negL; + L par

Lo+ L2 {z=a+ylrelyyecLls) (D.22)
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Notons queC; + £, est un sous-espacediaire, mais il est possible que laabmposition ne soit pas unique. Sila
décomposition est unique, cela veut dire que toute paire de vecteurs nangigisont indpendants. On utilise
alors le terme de somme directe et on utilise la notafipre £,. Dans ce cas, l'intersectiofy N £, = {0} et
d1m(£1 D [/2) = dlm(ﬁl) + dlm(ﬁg)

On appellebased’'un sous-espace lag@ire tout ensemble de vecteursekirement indpendants en nombre
égala la dimension. Il s’en suit que tout vecteur du sous-espace pEarire’ sous la forme d’'une combinaison
lineaire des vecteurs d’'une base. De plus, cette combinaig@irkrést unique.

Etant done’y vecteurs ligairement indpendants d’un sous-espace de dimensiory, il est possible de leur
adjoindrer < ¢ vecteurs liairement indpendants de fan a former une base.

D.2.5 Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Rappelons que deux vecteurs non-nuls sont orthogonauwefiaitin si leur produit scalaire est nul. Donc, les
vecteurs unitaireg; sont orthogonaux deux deux et ligairement indpendants. Un vecteur est n@rsi’ sa
norme vaufl. Tout vecteur non-nul peevidemmenefre norne en le multipliant par I'inverse de sa norme.

Plus ggréralement, des vecteurs orthogonaux daubeux sont lirairement indpendants. Inveeshent gtant
donré un ensembléz,, ... ,x,} deq vecteurs ligairement indpendants, il est possible de constrygimbi-
naisons ligaires de ces vecteurs, orthogonales dedgux et norreés. Par comrgjuent, I'existence d’une base
implique I'existence d’'une base de vecteurs orthorexforthogonaux et nores).

L'ensemble des vecteurs orthogonausesy vecteurs est encore un sous-espace vectoriel : on le n(biezra
et nous noterons pdly:, I'espace engendrpar lesr;.

Ona
R? = Lizy & Lizy (D.23)

et la somme des dimensions d’'un sous-espace ergiehdi(in sous-espace orthogonal relaifsn néme en-
semble de vecteurs vapit

dim(Lgg,y) + dim (L) = p- (D.24)

Tous les vecteurs du premier sont orthogonatous les vecteurs du second. Tout vecteur peut deccis’'de
manigre unique sous la forme d’'une somme de deux vecteurs appartenant respectividmaent de ces espaces.
La concaghation de bases orthogonales de ces deux espaces fournit une base orthodg®hale de

D.3 FONCTIONNELLES, APPLICATIONS ET OPERATEURS LINEAIRES

Avant de passer au calcul matriciel, nous donnons ici une motivation poefifétihn de ce types d’objets. Nous
allons voir que les matrices apparaissent sous la forme d’'uneseqdtion d’'applications kaaires. Ces notions
seront @finies de mamire plus ghérale et circonstane€a I'annexeF.4.

D.3.1 Fonctionnelles et produit scalaire

Unefonctionnelle lirgaire (on dit aussi une forme lggire) est une applicatiof(-) de R”? dansR (resp. deC?
dansC) telle que
FO i) =D Nif ().

Etant donees deux fonctionnelles Bairesf(-) et f'(-) on définit la somme et la multiplication par un scalaire
de la marére suivante :

(f+@) = fl@)+f(=) (D.25)
Af)(x) = Af(z), (D.26)

et ces deux ogration @&finissent (on peut asient le @montrer) un structure d’espacedaife (voirF.4).
On dit que cet espace est I'espace duakti¢resp.C?).
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Représentation. |l est clair que la ligarie implique que la fonctionnelle est esrttment dfermir€e par la
donrée desf; = f(e;), Vi, autrement dit par la dome’d’un vecteur de dimensignf, eton af‘z = f(x),Va €

RP. On dit que le vecteuf represente la fonctionnelle dans la baseDeux fonctionnelles sont aloegjales si et
seulement si leurs vecteurs de eg@htation sont identiques. L'ensemble des fonctionnelles est donc en bijection
avec I'espace sur lequel les fonctionnelles saiirdés.

D.3.2 Applications linéaires

Uneapplication lineairede R” dansR™ est une applicatiof’(-) qui est telle que

On peut éfinir, similairmenta’ ce qui aet fait au pragraphe poédent, la somme et la multiplication par
un scalaire d’applications legires, et se convaincre que I'ensemble des applicatiogaitas forme encore un
espace vectoriel de dimensiam.

Représentation. |l est claire qu'un application li@dire est enéirement éfinie par la doneé des: vecteurs
images &m dimensions) des vecteurs de la bageleR". Ces vecteursefinissent un tableau (ou une matrice)
n X m.

D.3.3 Opérateur linéaire

Une application lieaire deR? dans lui-n€me est dsigrée par le nom d’oprateur lirgaire. 1l donne liewa une
matrice caree d’ordrep.

D.4 FONCTIONS CONVEXES DANS UN ESPACE EUCLIDIEN

Une fonction ¢(-) : R — R) est diteconvexe(au sens restreint du terme) sur un intervalle)], sivVz, zs €
[a,b] etVA € [0,1] ona

FOzy + (LeN)2) < Af(21) + (L&) f(22). (D.27)
Elle est ditestrictement convexe si elle est convexe et sidgali€ n’est satisfaite que lorsquee {0,1} ou
Tr1 = 22.

Si A € [0,1], on dit quelz; + (1 < \)z» est une combinaison kaire convexe. Un ensembfe est dit
convexe, s'il contient toutes ses combinaisonsdinés convexes. Daris tout intervalle est convexe, et tout
ensemble convexe est un intervakbwéntuellemeragala R).

Une fonctiong(-) est diteconcave(resp. strictement concave)&ip(-) est convexe (resp. strictement con-
vexe).

Au sens large on dit qu’une fonction est convexe si elle est concave ou convexe au sens restreint du terme. On
convient alors d’'indiquer par un des symbolesou U) le sens de la concaeit”

La notion d’ensemble convexe sergfalise aux sous-ensembles d’'un espacealie” quelconquéds. Un
sous-ensemble d&” est dit convexe s'il contient 'ensemble de ses combinaisoraiiias convexes. Tout sous-
espace liraire est un sous-ensemble convexe. La notion de fonction convexe sur un tel enserebieaiseg”
immédiatement aussi. On a les deux pref@$ importantes suivantes

Toute fonction convexe sur un ensemble convexe est coatlinEerieur de cet ensemble.
Toute fonction convexe sur un ensemble convexehoatmet un minimum global.

On en &duit imnediatement que

Toute fonction concave sur un ensemble convexe est coatitingerieur de cet ensemble.
Toute fonction concave sur un ensemble convexegpadmet un maximum global.

Les fonctions convexes (ou concaves) jouent ale particulerement important dans les applications des
probabiligs, et en particulier endotie de I'information.

Revenant au cas simple des fonctiorfimiés sufR, on a les deux propeiés suivantes.
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Criteére. Si¢(...) admet une @rivée seconde qui est positive ou nulle sur un intervalle (reggative ou
nulle), alors cette fonction est convexe (resp. concave).

D.5 RAPPELS DE CALCUL MATRICIEL

Nous ne donnons ici qu’un rappedsr Syntietique sur le calcul matriciel en nombre®ls, en indiquant quelques
géréralisations aux cas de matrices de nombres complexes. Le [Baefq constitue une &S bonneeférence
a laquelle on pourra faire appel en cas deessk’

D.5.1 Définitions et notations

On appelle matriceeglle (resp. complexe) x m un tableau dexm nombres eels (resp. complexes) orgagess”
comme suit

1,1 ar2 0 Qim
2,1 Q22 - Q2.m

A= _ , , , (D.28)
Gp,1  Aan,2 T Qn,m

c’esta-dire em lignes etn colonnes. Nous utiliserons la plupart du temps des lettres latines grass&s(gment
majuscules) pourakigner des matrices (p.eA., B, .. .), et nous @signerons Elément d’'une matricd figurant

a lai-eme ligne et lgi-eme colonne pad; ;, c'estda-dire en utilisant la lettre latine minuscule correspondante.
Nous utiliseronggalement la notatiof); ; pour cgsigner [Elément;, j de A.

Invergment,etant done’une collection de valeurgelles (resp. complexegy;; : i = 1,...,n;j =
1,...,m} nous ésignerons pdt; ;] la matriceX formée par ces valeursudl'est sous-entendu quearie dans
{1,...,n}etjdans{l,... ,m}. Parailleursetant done’une collection de matrices; ; de dimensions; xm,
aveci = 1,...,n;j = 1,... ,m, nous pouvons former une nouvelle matrice de dimengdnn;) x (Ej m;j)
obtenue par concamation deglements des matrice$; ; comme suit

A1,1 A1,2 Al,m
A2,1 A2,2 A2,m

A= . . : . (D.29)
An,l An,2 o An,m

Insistons sur le fait que leéments de cette matrice sont E8ments des matrices constitutives et non pas ces
matrices.

Invergment,etant done’une matriced de dimensiom x m il est possible d’en extraire une sous-matrice
constitiée desléments de certaines colonnes et lignesAdePour la convenance, nous noterons cette matrice
Argyoul = {in,... i} (k < n,i; < i) etd = {j,..., 0} ( <m,j; < ji+1) désignent les ensembles
d’indices (en ordre croissant) de lignes et colonnes extraitésxdtest la dimension de la matrice extraite.

Insistons sur le fait que I'ensemble des matriceslles (resp. complexes) de dimensjoix 1 n’est pas
identiquea I'ensemble des vecteuR® (resp.C?). Cependant, nous ne distinguerons pas, la plupart du temps,
ces deux ensembles. Nous noteronspar™ I'ensemble de toutes les matriceelles de dimension x m
(resp.C™*™).

En particulier nous noterons par ; le vecteur (colonne) d&™ formé par leseléements de Ig-eme colonne
de A et para;,. le vecteur (colonne) dB™ formé par lesléments de la-eme ligne.

Une matrice de dimensiaon x n est dite care d'ordren.

Deux matricesA et B de méme dimension sont paefihition identiques si tous leusdéments le sont
A=B< VL] Qi = bi,j. (D30)
Matrices associées. Etant done’une matriced de dimensiom x m, on appelle transpeg deA, qu'on
note en abetg A7, la matrice de dimensiom x n définie par
(AT)i; = (A);. (D.31)
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Etant done’une matrice complexé on peut @finir la matrice complexe conjugenote A dont lesgléments
sont les complexes conjugs {nous notons parle complexe conjugeidu nombre complexe) des€léments de
A. Sila matrice estaélle on eevidemmentd = A. On &Efinit également la matrice adjointe par

D.5.2 Espaces vectoriels de matrices

Notation: R™»*™ etC'"*™

Nous pouvons muniR™*™ (resp. C"*™) des ogrations internes d’additioreEment parlément) et de
multiplication par un nombreegl (resp. un nombre complexe), ce qui @efd R**™ (resp. C"*™) une
structure d’espace vectoriel. On a

C=aA+pB&Vij: Cij = Qg + ﬂbi,j. (D.32)
Ona
(A + 3B)T = aA” + 3B7, (D.33)
(aA+BB)=aA+ 3B, (D.34)
(A + 3B)* =aA* + fB*. (D.35)

Dans cet espace on appelle matrice nulle, la matriceafotiont tous leelements sont nuls. On a

0=0A,VA. (D.36)

D.5.3 Multiplication de deux matrices

On dit que la matrice d€' de dimensiom x m est le produit d’'une matricel de dimensiom x p et d’'une
matrice B de dimensiom x m Si

P
cij = Z a;1by,j, (D.37)
k=1

Vi=1,...nV¥j =1,...m. En notation atee onecrit alorsC = AB.

On voit que le produit scalaire de deux vecteursRleappare comme cas particulier du produit de deux
matricesl x p etp x 1, ce qui justifie la notation:” y du chapitre pecédent.

Il est important de noter que le produit de matrices n'efinilque si ces deux matrices sont compatibles du
point de vue de leur dimensions. On a

(AB)T = BT AT, (D.38)
mais
AB=AB (D.39)
et donc
(AB)* = B*A*. (D.40)

D’autre part, le produit matriciel est distributif par rappaitaddition matricielle
C(A+B)=CA+CB, (D.41)
associatif
A(BC) = (AB)C (D.42)
etona

a(AB) = (a«A)B = A(aB). (D.43)
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D.5.4 Déterminants

Sauf mention explicite du contraire, nous supposons dans cette section que les matricesesmnt carr”

Permutations. Soit{l,...,n} 'ensemble des premiers entiers, et soient, ... ,v, etu,... , u, deux
suites fornges de ces nombres dans un certain ordre. AlorsetatpnP par laquellev; devientu,; s'appelle
une permutation des indicés. .. ,n; on la note en atege P(v; — p;). La permutation? (u; — p;) qui laisse
inchangs les indices porte le nom de permutation idengt'sera ne€/ dans la suite.

Il est clair, que par unaarrangement simultardes indices; et i; on ne change pas la permutation. On peut
donc toujours s’arranger pour que= ¢, Vi < n. Nous utiliserons donc ci-dessous la notation sinmg®iff{ ;)
pour césigner la permutatiof? (i — ;).

La seule opration entre permutations est le produit et en particulier I'inversion. Le produit de deux permu-
tations P et () est la permutation obtenue en appliquant d’abord la permutétiehau Esultat de celle-ci la
permutation”. Notons qu’en gféral on aP@Q # QP. Linverse d’une permutatio® est une permutation neg’
P~!tellequePP~! = P! P = T, elle s’obtient en intervertissant lele’des indices u; « v;.

Un cyclede longueup < n est une permutation; — u; telle quep, = vy ety; = v, Vi < p et
v, = i, Vi = p+1,... ,n. On appellgranspositionun cycle de longueur 2 : une transposition est donc une
permutation qui permute deux indicest j et laisse inchargg les autres. On montre que toute permutation est le
produit d’un certain nombre de transpositions. Ceteatfposition n’est pas unique, mais la gadti nombre de
transposition est unique. On I'appeflarité de la permutation et on appe8egnede la permutatio® le nombre
sign(P) qui vaut(<1)* ou k vaut 0 pour une permutation paire et 1 pour une permutation impaire (ou demmani’
équivalentek rep@sente le nombre de transpositions dans uneseptation dé.)

Sur un ensemble deil existe exactement! permutations diffrentes, la moiéi'sont des permutations paires,
et I'autre moitg sont des permutations impaires.

Nous dsignerons ci-dessous pR(1,... ,n) I'ensemble des permutations despremiers indices, et par
P(u;) une permutation quelconque.

Définition du déterminant. On appelle éterminant d’une matrice caeA = [q; ;] d’ordren, le nombre

dtmA = |A| = > sign(P(u:)) [] aip- (D.44)
PeP(1,...,n) i=1
Vu ce que nous venons de dire 91, ... ,n), cette somme contient termes, dont;—’ sont pecédés du signe

&et %’ sont pecdds du signer-. Chaque terme est le produit detléments ded; il contient un€lément et un
seul de chaque ligne et colonne.

Cas particuliers. Pourn = 1, il n’existe qu’un seule permutation (la permutation identdli est paire) :
onalA|=a .
Pourn = 2, 0n a|A| = 01,1022 <01,202 1

Matrices associées. Ona

AT = |A], (D.45)
et

[A] = [A], (D.46)
et par consguent

A°| = TA]. (D.47)
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Matrices triangulaires composées. Considrons une matrice cae et bloc triangulaire iefieure suiv-
ante

Ay 0o ... 0
Ay Azn - 0

A= . . . . (D.48)
An,l An,2 e An,n

dont les sous-matrices diagonalg; sont toutes caees et toutes les matricds ;,Vj > i sont nulles. Alors on
a

|A| = H | Al (D.49)
i=1

Il suffit de d@montrer la prop&té pour le cas particulienon = 2. Le cas gnéral s’en &duit immgdiatement par
plusieurs applications de ce cas particulier. Cozrsids alors la matrice

A 0
A= ’ D.50
[ Ay Ass ] : (5:50)

et soient- etp respectivement I'ordre des matricds ; et A, », avecr +p = n. Sinous appliquons lagfinition
(D.44) du déterminant, nous obtenons

|A| = Z Sigr(P(Ni))al,,ul s G A g =+ - Ay (D51)
PeP(1,...,n)

et nous voyons que seules les permutations qui constelnoisir les premier facteurs dans lespremigres
colonnes conduisenatdes termes non-nuls. Alors;, . . . , 1, €st récessairement une permutationide. . , r et
Mrt1,--- ,ln UNe permutationde+ 1,... ,n. Comme de plus le signe de cette permutation est le produit des
signes des deux sous-permutations, cela reeieiite que tout terme “utile” peutecttire sous la forme

(Sign(P(Hlv S 7#7"))@1,#1 - ~ar,ur)(5ign(P(Nr+17 S 7Mn))ar+1,ur+1 - ~an,un)v

eton adonc biepA| = |A;1]|Az2]. O

Comme les dferminants sont invariants par rappela transposition, cette propt# estegalement vraie pour
une matrice bloc triangulaire sapéure.

Enfin, pour une matrice triangulaire eriéure, c’est-dire telle quer; ; = 0,Vj >4, 0ona
i=1

Cette proprete esevidemmenggalement applicabke une matrice triangulaire sepéure.

Pour terminer, signalons que lorsqu’on permute deuxeasgl’'une matrice leedérminant de celle-ci change
de signe (toutes les permutations changent deg)ar®n en @duit imnediatement que si deux rasgs sont
identiques alors le@términant est nul.

Mineurs. On appelle mineut; ; de I'éléementa; ; d'une matrice cagé A d’ordren le déterminant de la
nouvelle matrice obtenue en supprimani4ame ligne et lgj-eme colonne det multiplie par(<1)iti. C'est

aussi le @terminant obtenu en rempkatia; ; par 1 dansA et en annulant les autreteiments de la&-éme ligne,

ou de laj-eme colonne ou des deux.

Si nous @Ssignons par le vecteur compasdeseléments d’'une rareg (ligne ou colonne) dd et parm le
vecteur compasdes mineurs correspondants, alors on montre que

rI'm =|A|, (D.53)

en d'autres termes, leetErminant d’'une matriceeppend li€airement degléments d’'une quelconque de ces
rangges. La @émonstration est assez irediate. En effetefant done’la dEfinition (D.44) chaque terme de
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la somme qui constitue leetérminant contient un et un seul facteur de la engonsiéfée. Il doit donc
nécessairement pouvoiregfire sous la forme

Al =D rims, (D.54)

ou nous avons mis eevidence legléments de la rareg. Lesn; ne dépendent pas de la valeurs déd&Ements de
la rangge. Et pour calculer leur valeur, il suffit de coresielf le cas particulienor; = §; ; puisque dans ce cas on
alA| =", §; ;m; = mj;. On obtient peci€ment le mineur dedlement-;. O

Ce @sultat est fondamental, car il nous permet déudre un certain nombre d’autres dedadmmédiate.

Tout d’abord, on en eduit que si une rarag est nulle, alors leadérminant est nul (il suffit deedelopper le
déterminant’partir de cette rareg).

Ensuite, si nous prenons deux raeg paradiles (et difErentesy etr' et les mineurs correspondants et
!
m', alorson a

T T

rm' =r" " m=0. (D.55)
En effet, montrons que le premier produit scalaire est nul. Prenons la matrice obigsrtie deA en remplaant
la ranger’ parr. Le déterminant de cette matrice est nul puisqu’elle dispose de deureampgraéles iden-
tiques. Mais ce éerminant est aussgalar’m’'. O

On déduitégalement dd}.53) que si une rangg est une combinaisondaire d’un certain nombre de vecteurs,
alors le ésterminant peutgalement €crire sous la forme d’une combinaisordaife de dterminants :

r= Zairi = |A|l = Zair?m (D.56)

et r'm estévidemment le dferminant de la matrice obtenaepartir deA en remplaant la ranger par le
vecteurr;.

De cette derr@re proprét on cduit que le dterminant ne change pas si on ajoaitene rangé une combi-
naison liréaire des autres raegs.

Enfin, on en éduit qu’un éterminant est nul si, et seulement s'il existe une combinaiseaili@entre ses
lignes (et donc forement aussi entre ses colonnes). S'il existe une combinaissairknéntre les ramgs alors
il est possible dgctrire une rangé comme combinaison Baire des autres. La prop&’ (D.56) implique alors
que le &terminant est nul car chaque terme du membre de droite.8€)(est nul. Nous ne@thontrerons pas la
réciproque.

Déterminant du produit de deux matrices semblables. SoientA et B deux matrices: x m
quelconques. Alors la matricd B” est une matrice x n et son @terminant vaut

|AB"| = > @ k[[b- 1] (D.57)
k1,... ,kn parmil,....m
ol ki,. .., k, est une combinaison deindices de colonnes parmt, [a. ;] (resp. [b. x,]) désigne la matrice

caree forn€e desn colonnes correspondantes de(resp. B), et ai la somme est effechg” sur toutes les
combinaisons possibles decolonnes parmin. Nous ne @montrerons pas cette progté qui porte le nom de
“théoeme de Binet-Cauchy”.

En particulier, sin < n la somme tend sur un nombre nul de combinaisons et vaud.zCela correspond
a la situation a'n les ranges defAB”| sont des combinaisons #aires den < n vecteurs, et sont donc
lineairement dpendantes.

Sim = n, la somme seaduita un seul terme et la relation devient pour deux matricesesarr’
|ABT| = |A||B"|, (D.58)
dont on @&éduitévidemment que

|AB| = |A||B|. (D.59)
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Rang d’une matrice. Soientxy,...,x, p vecteurs de dimension. Soit X la matricep x n dont les
lignes sont ces vecteurs. eBignons pay;,Vj = 1,...,n lesp colonnes de cette matrice, et fgr,i] une
matrice fornge par lep colonnes:;,i = 1,... ,p de la matriceX

Alors le déterminanp x p
| X X*| = [[2;2]]] (D.60)
est nul, si et seulement si les vecteurs sorgdirément dpendants, ce qui est vrai si, et seulement si tous les

déterminants forras dep colonnes de la matricX sont nuls.

Montrons d’abord que ces deux conditions seqtiivalentes. On a, par application ded€me de Binet-
Cauchy

| XX*| = > [y N5 = > Ny I, (D.61)

ki,...,kp parmil,...,n ki,... ,kp parmil,... ,n

dont I'équivalence des deux prog#s dcoule imnediatement.

Montrons que les deux conditions somtcessaires. En effet, s'il existe une combinaisoedire entre les
vecteurse; tous les @terminantg[y, ]| sont nuls.

Montrons que les deux conditions sont suffisantes pour garantagardiance ligaire. PuisqueX X ™| est
nul. Cela veut dire qu’il existe une relationdaire entre les lignes de cette matrice, ce qui veutdtire. . . , a,
non tous nuls tels que

Zaimimj* =0,Vi=1,...,p (D.62)

ce qui impliqueevidemment que

Za_jZaimimj* =0 (D.63)

J
ce qui esequivalen\’
1" aims|| =0 (D.64)
ce qui implique
Z a;x; =0, (D65)
i
ce qui prouve bien I'existence d’'une combinaisordiré (pas n'importe laquelle) entre les vecteeysd

On en @&duit les deux propeis suivantes :

1. Des vecteurs dont le nombregHsse la dimension sontdi@rement dpendants.

2. Le nombre maximum de lignes et de colonnesdinément indpendantes d’'une matrice rectangulaire est le
méme.

La dernere propréte conduita la éfinition du rang d’'une matrice : l&ang d’'une matrice est parafinition le
nombre maximal de vecteurs lignesdaifement indpendants. Ce nombre est idendique au nombre maximal de
vecteurs colonnes lggirement indpendants, et il est par cagient majae parmin(n, m).

D.5.5 Matrices carrées

Dans cette section nous ne comsialis que des matrices cees d’ordre:, n étant quelconque.
Nous avons dja dé&fini la matrice nulle, dont tous led€ments sont nuls.
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La matrice identi’est la matricd = [§; ;] dont leseléments diagonaux soagauxa 1 et leselements non
diagonaux sont tous nuls.

Rappelons que le produit de deux matrices d’ordo®nne une matrice d’ordre et que ce produit n’est pas
en ggréral commutatif. Par ailleurs, onewvidemment

AI=IA= A, (D.66)

ou A est une matrice d’ordre quelconque ef la matrice ident&’d’ordren. Cette propete justifie le nom de
cette derrere matrice. Toute matrice commute aussi aveton a

A0 = 0A = 0. (D.67)

Toute matrice commutevidemment avec elle-emie et le produit de matrices est associatfondition de
respecter I'ordre des facteurs. On net& la m-eme puissance d’'une matrice, c'estlire le produit

A" = A A, (D.68)

eta partir de & on dfinit des polyoies de matrices. On trouve que les poly®s d’'une rafne matrice com-
mutent.

Le produit de matrices diagonales est la matrice diagonaledfeipaf les produits deséments diagonaux de
méme position. Nous noterods(ay, . .. ,a,), et en abete A(a;) une matrice diagonale et oenifiera qu'on a
bien

Aa)Aly) = Alasbs) = A(bi)Alar). (D.69)

Remarquons que toute matrice ne commute pEEssairement avec toute matrice diagonale. En effet soit
A(ayq,... ,a,) une matrice diagonale €8 une autre matrice. Elémenti, j de la matriceA peut alors €crire
a;d; j, etona

(AB)Z‘J' = Z ai6i7kbk,j = aibm’, (D?O)
k=1

ce qui veut dire que l&éme ligne est multipdié par;. Par ailleurs

n

(BA)Z’J' = Z bi7kak5k7]~ = bi,jaj. (D.?l)
k=1

ce qui veut dire que l&éme colonne est multi@é par;. Le produit commute s$j; ja; = a;b; ;, Vi, j, c'esta-
dire SSibi,j = 07‘v’z,]|al 7& Q.

Une matrice d’ordre: peutétre vue comme unpérateurlinéaire sur I'espace des vecteurs de dimension
En effet, on @finit I'action d’'une matriced sur un vecteus par le nouveau vecteur reefax définit par

(AiE)z = Zai7]~x]~, (D?Z)
j=1

ce qui peuktre vu comme un cas particulier du produit de deux matrices respectivement de dimensions
et de dimensiom x 1. On voit que 'action d’'une matrice sur un vecteur produit une combinaisenilie des
colonnes de cette matrice. En effet,

Az =) zja. ;. (D.73)
j=1

On a en particuliefz = x et0xz = 0 pour tout vecteus.



D.14

On montre qu’'une matricesdinit ainsi un transformation effectivementdiaite de I'espace lgdire de vecteurs,
ce qui veut dire que I'action d’une matrice sur une combinaiscgalie” de vecteurs est bien la combinaison
lineaire des actions de cette matrice sur les vecteurs constitutifs de la combinasaie lin”

A(Z akmk) = ZakA:Bk. (D-74)
k k

On montre imnediatement que
r*(Ay) = (A"2)"y. (D.75)

Grandeurs numériques attachées a4 une matrice. Nous avons €ja définile déterminant d’'une matrice
a la section pgédente.

La trace d’une matrice eseflhie comme la somme de selérments diagonaux :

tr(A) = zn: Q; ;- (D76)
i=1
Onat(A) =tr(A”) = tr(A) = tr(A") eton a
(> arAy) = aptr(Ayg), (D.77)
k k
et
tr(AB) =tr(BA). (D.78)

Polynéme caractéristique. Par d&finition, le polyrome caraddfistique d’'une matrice est le polgmie en
A obtenu en dveloppant le éferminant

|A S (D.79)

Il s'agit d'un polynrdme de degrn (n étant I'ordre de la matrice) qui pasdeé donc exactementracines com-
plexes (lorsqu’on les compte avec leur multipdigtm racines complexes distinctes (< n). On les appelle
les valeurs propres dé. Le polyrdme caracdfistique peut donc etrire sous la forme

m

p) =[] &)™ (D.80)

i=1

ou les); sont toutes direntes etn; désigne la multiplic’de la valeur proprs;.

En fonction de ces valeurs propresi = 1,... ,nona
|A| = H i, (D.81)
i=1
et
tr(A) =)\ (D.82)
i=1

Il estévident que les valeurs propres d’une matrice diagonale senignient lesléments diagonaux de cette
matrice. En particulier, le polyrhe caragcdfistique de la matricé estp(\) = (1 < \)", et 1 est la seule valeur
propre de cette matrice.

On montre que sb(z) est un polywoine, alors les valeurs propresed) sont les valeurg();), od A; sont
les valeurs propres dé4. En particulier, on a donc

Ip(A)| = Hp(/\i)~ (D.83)
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Cette formule a comme cas particulier la formulegl) si on prend le polyaiep(z) = x. D’autre part elle
implique que sp(A) est singulere alors il existe au moins une valeurs propreddgui soit racine dex(z). En
particulier sip(A) = 0, alors les valeurs propres @éA) sont toutes nulles, et dong);) = 0,Vi. Donc tout
polynéme qui est annelpar une matrice doit avoir les valeurs propres distinctes de cette matrice comme racines.

Matrices inverses. On appelle matrice inverse d’une matride si elle existe, une matrice res’A ' telle
que

AT'A=1T. (D.84)
On montre que si la matrice inverse existe alors elle est unique, eton a

AA =T, (D.85)
etonalA| # 0et|A '] = |A|"'. De plus, la conditionA| # 0 est une condition suffisante d’existence de

I'inverse.

Seules les matrices de rapgdla n admettent par coegjuent une inverse. En particulier, I'inverse d’'une
matrice diagonale\(q;) existe si et seulement si tous lessont non nuls et est alors la matrice diagonales
—1
Ala; 7).
Formule de Frobenius-Schur. Cette formule relie I'inverse d’'une matrice compesiux inverses de ma-
trices qui la composent. Soit une matrice conges”

[ é v ] , (D.86)

ol A et D sont carees.
AlorssiA et F = D <C A ' B sontinvertibles on a

A B A1+ A'BF'CcA! A 'BF!

C D - aF lcA™! F! ’ (D-87)
etsiD etG = A &BD'C sontinvertibles on a

A B ' _ G &G~'BD™! (D.88)

C D | ebD7'cG™' D '+D'cG'BD™! ‘

Notons qu’il peut arriver en pratique queAiet F' ni D et G ne soient simultagrhement invertibles alors que la
matrice composg I'est. Mais si ces couples de matrices sont conjointement invertibles alors la matricee®mmpos’
I'est forcément, et son inverse est da@par la (ou les) formules de Frobenius-Schur qui s'appliquent.

Transformation d’une matrice. Soit S une matrice invertible ed une matrice quelconque. Alors on
appelle transformé deA par .S la nouvelle matrice

S 'tAS. (D.89)

On montre que leeterminant et la trace d’une matrice restent invariants lors d’une telle transformatioaquensé
du fait que ces deux grandeurs appégsa un produit de matrices sont invariants lorsqu’on commute les fac-
teurs), et par corgjuent que la matrice reste invertible (resp. non invertible) par transformation.

Plus ggréralement, les relations en matrices fesa de polyafes et de combinaisonsdaires resterggalement
invariantes. En particulier, si une matrice est invertible alors la trangfeda ‘son inverse est I'inverse de sa trans-
formée.

Comme la transforee laisse invariant leedérminant on enetuit que
|A S| =|ST'H(AeA)S|=|S"AS o), (D.90)

ce qui veut dire que le polymie caraddfistique et donc I'ensemble des valeurs propres egsiement invariants.

Il s’en suit que s'il existe une matrics telle queS~' AS soit diagonale (on dit quel est diagonalisable),
alors leseléments diagonaux d& ' AS sont les valeurs propres d&
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Vecteurs propres. On dit quex # 0 est un vecteur propre d’une matridesi, et seulement s'il existg tel
que

Ax = \x. (D.91)
Cela esequivalenta’ dire que
(A )z =0 (D.92)

ce quiimplique qu’il existe une combinaisondiaite entre les colonnes de< AT et donc que le eferminant de
cette matrice est nul. Cela n’est donc possible queest une valeur propre dé.

On a les propefés importantes suivantes :

1. 'ensemble des vecteurs propres d’'une valeur propree®forme un sous-espacedaife, la dimension de
ce sous-espace ne peepaisser la multiplicide la valeur propre. Il peetre in€rieura cette multiplici€.

2. les vecteurs propres de valeurs propreedifites sont liedirement indpendants.

3. en conclusion, le nombre de vecteurs propresaliiegment indpendants (toutes valeurs propres confondues)
estinfrieur ouggala ", m; = n.

Si S est invertible et est un v.p. de valeur proplede A, alorsS ™'z est un vecteur propre de valeur propre
AdeS ' AS. Invergment, siy est un vecteur propre de v.pde S ' AS, alorsSy est un vecteur propre dé
de valeur propré. Comme les vecteuts; sont linéairement indpendants si, et seulement si les vectéursz;
le sont, le nombre de vecteurs propreséimément indpendants de chaque valeur propre ne change pas.

Tous les vecteurs; sont des vecteurs propres des matrices diagoidles, de valeur propre; = a;.

On déduit de ce qui péede que s'il existe une matricequi transformeA en une matrice diagonale alors les
éléments diagonaux de cette dema sont les valeurs propres deet le nombre de vecteurs propresiirement
indépendants de chaque valeur propre est exacteggahd Ta multiplicitt de celle-ci. Inverrhent, si chaque
valeur propre admet,; vecteurs propres lggirement indpendants, alors il exist& qui transforme4 en une

matrice diagonale. En effet, on peut alors chaisirecteurs propres legirement indpendants:y, . .. , z, de
valeurs propres respectivas, . .. , A, et la matriceS dont les colonnes sont ces vecteurs est invertible et fait le
travail :
(1., xn) TA@L, . ) = (1, E0) TN, A, (D.93)
or
(M1, ..., \pn) = (1, .., 20) AN, ). (D.94)

et par consguent
(mla s 7$n)71A(m17 s 7$n) = A()‘la cee 7)\n)7 (D95)

comme le produit de matrices est associatif.

La matriceS qui diagonalise la matricd est donc formeé par des vecteurs propre®i@rement indpendants
de A.

Si la matrice esteélle, les coefficients du polgmie caracfistique sont touse€ls et les valeurs propres sont
donc soit Eelles soit viennent par paires complexes congegu D’autre part, st est vecteur propre de valeur
propre) alorsz est vecteur propre de la valeur propreXeOn en &duit que si une valeur propre eselfe,
alors si Re: est non nul (resp. Im)) il est vecteur propre en emie temps que de cette valeur propre.

Montrons que si les:; sontk vecteurs propres complexesdaifement indpendants d’une eme valeur
propre gelle, alors il est possible de construire un ensemble dcteurs propreeglségalement livairement
indépendants. En effet, si c’est le cas, alors le rafWy < \I) est in€rieuran < k. Comme cette matrice est
réelle, il doit donc exister au moirisvecteurs eels lirdairement indpendants tels qued <\ )y; = 0. O
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Polynome minimum. Par d&finition, le polyrdme minimum d’'une matrice est le quotient de son potye”™
caraceristique par la plus grand commun diviseur des mineurs de la matrige\I. L'adjectif “minimum” est
justifié par le fait que tout polyorhe qui est annelparA est multiple du polynfmne minimum. Pour une matrice
diagonale on trouve directement que le p@gr€ minimum s&crit

m
m(\) = [[(\ &aj;,), (D.96)
j=1
ou lesa;; désignent lesn valeurs diagonales distinctes de cette matrice.

On montre que toute matrice annule son polyr® minimum, et donc a fortiori son polgmie caradafistique.
On montreegalement que toutes les valeurs propresddsont des racines de son pobymé minimum. Par
congquent, si le polyome caragfistique n'a que des racines simples iirede avec le polyarme minimum.

La propriété la plus importante est la suivante :

La condition récessaire et suffisante pour qu’une matrice puisse se diagonaliser est que sd@nEiymi-
mum n’ait que des racines simples.

D.5.6 Matrices hermitiennes et unitaires

Une matrice complex#& est dite hermitienne dif* = H. Dans le casea€él, on dit que la matrice est sytnique.
Le matrices de variance-covariance forment un exemple de maete synetrique. La somme de deux matrices
hermitiennes est une matrice hermitienne. eedhinant d’'une matrice hermitienne estli"On &z, y vecteurs

2" (Hy) = (" H)y = (Ha)"y. (D.97)
On aégalement
r*He = (2"Hz) = (' Hz)! =2*H"*x = 2*Hx, (D.98)

et par consquentc* Hx est Bel quel que soi. Supposons alors queest un vecteur propre de valeur propre
A, alors doncH x = \xz. On ddduit de Iégali€ precddente que

a*(Ha) = Nz|* = X[, (D.99)

autrement dit) est Eelle.

Une matrice complex® est dite unitaire sSU* = U *. Les lignes ou bien les vecteurs colonnes d’une telle
matrice forment une base orthona@endeC”. Dans le caseél on dit que la matrice est orthogonale. Le produit
de deux matrices unitaires est une matrice unitaire. dterdiinant d’'une matrice unitaire est de mocegala
un. On a visa-vis du produit scalaire

(Uz)"(Uy) =2"UUy =x"y. (D.100)

On en &duit que le module des valeurs propres vaut 1. En effet, on a en appliquant l@@rpgiédentea’un
vecteur propre d&

Mzre =x*z = A\ = 1. (D.101)

La transfornee d’'une matrice hermitienne (resp. unitaire) par une matrice unitaire reste une matrice hermiti-
enne (resp. unitaire).

Les deux types de matrices partagent la pes@siivante :
Les vecteurs propres de valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

I suffit d'appliquer lesegaligs 0.97) (resp.D.100 a deux vecteurs propres de valeurs propres distinctes. Par
exemple dans le cas d’'une matrice hermitienne on trouve, en supposdiugeae e et Hy = uy et # u :

(A\e)y = 2" (ny) = (A ep)z’y =0, (D.102)
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ce qui compte tenu du fait que= X\ # x implique que

x'y =0. (D.103)

On montre que toute matrice hermitienne ou unitaire gérg diagonalisé au moyen d’'une matrice uni-
taire. En admettant cette progé’sans dmonstration, nous pouvons voir que cette matrice est coeepds”
vecteurs propres orthogonaux, obtenus de la eransuivante : pour chaque valeur proprede multiplicité
m; on construita partir dem; vecteurs propres lggirement indpendants (on sait qu'ils existent car la matrice
est diagonalisable) un ensemble orthonernfPuisque les vecteurs propres de valeurs propresefiffés sont
orthogonaux, I'ensemble forerpar tous ces vecteurs propres, toutes valeurs propres confondues est un ensemble
orthonorng, qui peuttre utili€ directement pour former une matrice unitaire.

Donc, toute matrice syaifique ou orthogonale peatre diagonalisé au moyen d’'une matrice orthogonale.
Montrons, par exemple que si la matrice est sjfique Eelle, alors c’est bien vrai. Si la matrice est ginyjue
et réelle, elle est hermitienne (et parde valeurs propregelles). Or nous savons que pour une matriedie;
I'existence dek vecteurs propres lggirement indpendants implique I'existence devecteurs propreseels
lineairement indpendants. Ceux-ci peuvent encete2"orthonorras, ce qui implique I'existence d’une matrice
orthogonale qui diagonalis4.

Exemples de matrices hermitiennes. Toutes les matrices qui ont la form#E* A ol A est une matrice
quelconque (pasatessairement ca@) sont hermitiennes, et di est €elle, elles sont sysifiques.

Toutes les matrices diagonalelies sont hermitiennes et sgtriques.

Toutes les matrices bloc diagonales congassde blocs hermitiens (resp. stniques) sont hermitiennes
(resp. syrefriques).
Enfin les matrices de Toeplitzedfites ci-dessous sont sgiriques.

D.5.7 Matrices de Toeplitz

Nous allons faire une petite digression en montrant I'analogie de ce qui visné @i avec certaines notions de
théorie des systhes. Nous en parlerons plus estallsa la fin de cet appendice, lorsque nous analyserons les
espaces de Hilbert.

Une matricel” réelle est dite de Toeplitz 8j ; = 1, Vi, j, k, l||i 5| = |k <. Autrement dit, la valeur d’un

elément ne dpend que de la déifence (absolue) entre ses indices de lignes et de colonnes. Ce type de matrice
est donc de la forme

ho hi - hy
N (D.104)
. . . hi
hy -+ hi  ho

et, en particulier est syatfique. Ce type de matrice estfpiemment recorgrdans les applications en traitement
de signal et en #0rie des sysihes, stochastiques notamment. Par exemple, pour une processus stationnaire
et un ensemble fini d'instanesquidistants;; = ¢, + kAt,k = 0,...,n, la matrice de variance-covariance

fini-dimensionnelle dont leslémentsR; ; = E{X(t;)X(t;)} est une matrice de Toeplitz.

Si nous travaillons avec des signaux en temps discret dedimié (disons + 1 échantillons), nous pouvons
repEsenter un signal par un vectéuy, ... ,x,)?. Pour la simplici€’ supposons que soit pair et supposons
que 7 + 1 repesente l'origine des temps. Alors I'action d’une matridesur un vecteur regsente 'action
d’un syseme liréaire sur le signal correspondant. 1-ame colonne ded représente alors laeponse impul-
sionnelle du sysime liréaire pour une impulsion d’eme’ sit€e a l'instant¢;—;. En particulier, la colonne
centrale remSente lae@ponse impulsionnelle pour une impulsionee= 0. Nous voyons que si la matrice
est de Toeplitz, cetteeponse est le vectelhs, ..., hy, ho,hy,... ,hz), qui est non-causalea(moins que
le syseme ne soit I'opfateur ident&). On voit que les autres colonnes sont simplemecaBés dans le
temps, avec un effet de bord aux extitts. Si maintenant on fait tendre — oo cet effet de bord dispana”
et I'action de la matrice sur un vecteur eguivalente I'action d’'un systime de convolution (lieaire et invariant
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dans le temps) sur le signal correspondant. On sait que I'action d’'un tehsystur les signaux de la forme
(1,exp(jw), exp(2jw), ... ,exp(njw)) (c’esta-direx; = exp(kjw)) est simplement de les multiplier pAf(w)

ou H(w) est la transforreé de Fourier de leeponse impulsionnelle. Dans notre terminologie des matrices, cela
veut dire que poun — oo, les vecteurs de signauxtels quer;, = exp kjw sont des vecteurs propres de valeur
propresH (w). L'ensemble des valeurs propres tend donc vers un ensemble continu. On peut montrer (voir es-
paces de Hilbert) que 'ensemble des vecteurs propres forme une base orgmdaméspace de signaux (ceux
dont la transforreé de Fourier existe) et “diagonalisent le sysé”, ce qui se traduit par le fait que la transfeen”

de Fourier d’un signal de sortie est le produit de la transé&ae Fourier de I'eng€ par la transfore€ de Fourier

de la Eponse impulsionnelle du sgshe.

D.5.8 Matrices hermitiennes définies positives

Un matrice hermitienne estefihie positive (h.d.p) si toutes ses valeurs propres sont strictement positives. Si
aucune valeur propre n'esegative (certaines pouvaetré nulles) nous dirons que la matrice est nefirié
négative ou semi-definie positive. Si toutes les valeurs propres sont stricteegatives, nous dirons que la
matrice est dfinie régative.

Montrons qu’une matrice est h.d.p. si et seulemexitesi# 0,
x* Hz est €el et strictement positif (D.105)
Montrons queH est hermitienne. En effet, puisquwé Hx est €el, on a (en prenant deux vecteurs de la base)
z*(Hx)=2"Hz = (H'z)"Z = *(H"x). (D.106)

Doncz*((H < H")x) = 0 pour toutz. Donc, pour toug: ety on a

dx"(HeH")y) = (x+y)"(HeH ) (v+y) & (D.107)
(x ©y)"(HSH")(x ©y) + (D.108)

i(e+iy)" (HeH" ) (x+iy) + (D.109)

Si(x <iy)* (H H") (x &iy) (D.110)

= 0. (D.111)

En prenante = (H < H ")y on en a&duit que
(H<H")yl> =0 (D.112)

pour touty et donc la matricd H < H™*) doit étre nulle. Puisque la matrice est hermitienne elle dispose de
valeurs propreseglles. Montrons qu’elles sont strictement positives. Seit un vecteur propre (foechent non
nul) de celle-ciz. On a

*Hz = \Nz|> > 0= \>0. (D.113)

La réciproque est presque inediate : siH est h.d.p. alors elle est diagonalisable par une unité@ir®onc
Yz non nul le vecteuy = U*x est non nul. Et,

e Hz = (Uy)"H{Uy) =y (U HU)y = _ \i|yil* > 0. (D.114)
i=1

On peut alors se convaincre que pour toute matrice h.d.p., la forme
x*Hy (D.115)

définit un produit scalaire et de paa Ihduit une norme et une distance sur I'espace des vecteurs complexes.
Similairement, toute matricee€lle d’ordrep symétrique afinie positive @finit un produit scalaire, une norme et
une distance SURr?.

Exemples. Les matrices qui €CriventA* A sont h.d.p. pour autant que leur rang soit maximal. Sinon, elles
sont s.d.p.






E STRUCTURES ALGEBRIQUES
DISCRETES

E.1 INTRODUCTION

Le but de cet appendice est de collationner les notions de structuedsiglges classiguement utéis$ en
mathématique. La plupart de ces notions sont connues pastieiants, dans le cadre des coipget C) et
des espaces lgairesR? (etC?) (voir notamment appendic&setF.).

Plus sgtifiquement, notre but est de discuter ces notions dans le cadre des ensembles finis (strucaies3,discr’
ce qui repesente le contexte dans lequel ces notions seroneeidlisn thorie de I'information (codage de canal).

Nous introduirons donc tout d’abord de mama abstraite les notions de groupe, anneau et corps.

Ces notions seront alors illus&s d'une part sur les exemples classiqie®t(C), puis, de mar@re plus
détaillée, sur les ensembles finis.

Ensuite, nous discuterons ce que deviennent les stuctures d’espace vectoriel lorsqu’eliefrsestsdr des
ensembles finis et des corps finis. Notre but est ici de nous convaincre que les notions tellepguiiacice
lineaire, base vectorielle et orthogonaktirvivent avec la plupart des progiés intuitives dont elles font preuve
dans les espacé® .

Enfin, 'appendice fourniégalement une introduction aux corps de Gallois, ce quesggtte une matdie plus
ardue mais largement utiég’(dans le cadre de lagibrie des codes lagires notamment).

Note. La matére sur les corps de Gallois ne fait pas partie de la version dig&ipolr I'anee acadmique
1998-1999.

E.2 GROUPES COMMUTATIFS

E.2.1 Structure de groupe commutatif

Soit un ensemblé& et une oefation interne dsigrée part+ (une fonction d&7 x G — G, quiassociax,y € G
un élément de7 désigre parz + y). Cette ogration c&finit une structure de groupe commutatif si eléifié les
axiomes suivants

1. Associativi€ iz + (y + 2) = (z + y) + 2, Vz,y,2 € G.
2. Commutativi€: z +y =y + z, Y,y € G.

E.1
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3. Elémentneutre30 e G|Vz € G :2+0=0+2 = z.

4. Elementsoppes:Vz € G |3z € G x+ (&) = (&) + 2 =0.

Remarques.

1. Souvent on note I'@ration binaire par la juxtapositioru(y) et dans ce cas&lément neutre estasigre parl

et 'oppos parz~' (appekinversd.

2. Nous ésignerons Blement neutre par 0 ou 1 selon qu'il s'agit d'un groupe additif ou multiplicatif (voir
ci-dessous).

3. Bien qu’un groupe soité&fini par 'ensemble> et I'opération+, nous @signerons souvent le groupe par
(plutot que(G, +)) lorsqu’il N’y a pas de risque de confusion sur le@tion+.

On utilise le terme de groupe si le deemie axiome n’est pagvifie. S'il est\&rifié on utilise indifEremmment
le terme de groupe commutatif ou de groupeshdri. Dans la suite nous ne considhs que les groupes com-
mutatifs, sauf mention explicite du contraire.

Exemples.

1. L'ensembleR muni de I'addition est un groupe commutatif. Demé,R\{0} muni de la multiplication est
un groupe commutatif.

2. LensembleZ (entiers positifs et @jatifs) muni de I'addition est un groupe commutatif. L'enseniblauni
de I'addition (ou de la multiplication) ergie n’est pas un groupe (non-existenceelements opp@Es).

3. Lensemblef0, 1} muni de I'oggration d’additiormodulo2 (notationd,), définie par la table

@2|0 1
010 1
1|1 0

est un groupe commutati€€ément neutre 0). L'oppesdel est1 lui-méme. Ce groupe est souversifjre par
Zs.

4. Plus gréralement, soip un nombre entier positit 2. Alors, I'ensembleZ, = {0,1,...,p <1} muni de
l'opération d’additiormodulop (notations,,) définie par

x4y Siz+y<p
m@py—{ T+ySp Siz+y>p

est un groupeglément neutr®, oppo€ : x # 0 = <z modp = p <x). Par souci de concision nous noterons
cette ogfation par®, et nous @signerons ce groupe pér,, #). De touteevidence I'exemple 3 est le cas
particulier poup = 2.

E.2.2 Sous-groupes

Si (G, +) estun groupe, alorE” C G défini un sous-groupgX’, +) s'il satisfait aux conditions suivantes

1. Siz,y € K, alorsz + y € K (fermeture).
2. Siz € K, alorsex € K.

3. (parconsguent)p € K.
Exemples.

1. Dans(Z, +) I'ensemble de tous les entiers multiples d’un nombre entier pgsé#t un sous-groupe; on le
désigne patpZ, +). En particulier, 'ensemble des nombres pai&, +) est un sous-groupe.

2. Si K, et K, sont deux sous-groupes, alors I'ensemBlle+ K> défini parK; + Ky = {& = 21 + aa|2y €
K,z € K>} estencore un sous-groupe.

3. Le singleton{0} qui ne contient que &lement neutre est un sous-groupe. Il est dit trivial. Deme, G
lui-méme est un sous-groupe. Il est dit non propre.
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E.2.3 Cosets
Soitz € G et K un sous-groupe. On appetiesetdex modulo K, le sous-ensemble denoté x + K défini par
r+ K ={z+klke K} (E.1)

Notons que le coset d’uelément non-nul n’est pas un groupe. Dé&#s+) 'ensemble des nombres impairs
est le coset dé moduloZ, (le sous-groupe des nombres pairs).

Proposition.
L’ensemble des cosets modulo un sous-grdiigpielconque pogsle les propétes suivantes

Toutélement d&7 appartientd au moins un coset.

Si deux cosets ont @wement commun, ils sont identiques.

Deuxélements: ety appartiennent au Bme coset si et seulement:siy € K.

P WD PF

Sile sous-group&” pos&der élements, alors chaque coset pedsr élements.

Par consfiuent, un sous-group€ définit par I'intermédiaire de ses cosets une partition@een classes
d’equivalence qui, lorsqui est fini, ont toutes le BMe nombre dléments.

Notons que s est lui-méme fini, alorgds” doit I'etre aussi. Par coeguent, lorsqué: est fini et de tailleR,
alors tout sous-groupe doit avoir un nombreléihents: tel querk = R, pour un entiek fini.

Il s’en suitégalement que 9 est un nombre premier, alofsn’admet que deux sous-group&s lui-méme,
et le sous-groupe trivial. Un tel groupe esthitmitif ouirr éductible

Par exemple, dan¥, +) le sous-groupe des nombres paiediit deux cosets : 'ensemble des nombres pairs
et 'ensemble des nombres impairs. Ces classes ne sont pas finies, mais ellesertardinali’

E.2.4 Factorisation

SoitG un groupe efs un sous-groupe propre. Dans chaque cosét dehoisissons (arbitrairement) etement
appe€ tetede coset. BSignons alors paf /K I'ensemble forme”par les ¢tes de tous les cosets déainsi
choisis, et éfinissons sur cet ensemble l@@tion suivante 2Oy ! est la Bte du coset + y + K.

Alors il est facile de @montrer que la structufér/ K, <) définit un nouveau groupe commutatif.elément
neutre de ce groupe est kt¢"du cosel + K.

De fa@n concete, ce groupeapend biens” du choix effecte’pour lese¢les de coset. Cependant, on montre
gue deux groupes quelconques ainsi consteufartir du ngime sous-groupk” sont isomorphes. cela veut dire
gu’ils peuvenglire mis en bijection en respectant l@ption interne : image de la somme = somme des images,
I'image de I'€lement neutre estdlément neutre et I'image de I'opp®sst I'oppos’de I'image.

Par consquent, la factorisation d’'un groupe par un sous-growgimid essentiellement une seule nouvelle
structure de groupe, qu’on note eargfal (G/ K, +) ou simplemen&/ K.

Exemples.

1. (Z/2Z,+) désigne la factorisation dgZ, +) par le sous-groupe des nombres pairs. Ce groupe est cempos’
de deuxeléments (lesefes des cosets des nombres pairs et impairs respectivement). Ce nouveau groupe est
isomorphe au groups, &-).

2. Plus gréralement, pour un entier possitifjuelconque, la factorisation d&. +) par le sous-group@Z, +)
est un groupe isomorpleeZ,, : Z/pZ = Z,.

E.2.5 Congruence modulo p

On dit que deux entiers sont congruents égaux)modulop si leur difference est un multiple entier gec’est-
a-dire si ces nombres appartiennent anmcoset dg~.

On note cela par
r=y,
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en laissant implicite la valeur de |l est clair que cette relation est une relatioraliivalence (syetrique,
réflexive et transitive). Elleefinit par consquent une partition dg. Cette partition esévidemment la rafne
que celle @finie par les cosets modutd’. Elle partitionneZ enp classes disjointes deemie taille.

E.2.6 Produit cartésien de groupes

Soient(G1,+1) et (G2, +2) deux groupes. Consdons, la structuréG, +) définie par le produit caesien
G = G x G, c'esta-dire 'ensembld (1, x2) |x1 € G1, 22 € G2} muni d'une ogration d’addition+ induite
a partir des oprations+; et+ par la egle

(21, 22) + (y1,92) = (T1 +1 Y1, 22 +2 42).

On peut se convaincre que cetteeogition Epond biera'tous les desiderata pouwgfiiir une structure de groupe.
L elément neutre d&' est(04, 02), c’esta-dire la paire dfinie par lesléments neutres des grougeset G, de
départ.

De toute€vidence le groupe produi, x Gy est isomorphe au pédent et il n'y a donc pas de raison de
distinguer ces deux objets (on dira que le produitesiet de groupes est commutatif).

Par induction, on efinit alors le produit caeSien d’'un nombre quelconque de groupes, et en particulier des
groupes de laformé&™ = G x - - - x GG définisa partir d’un seul groupe deegart. Leelements de ces groupes
sont &sigres par le terme de vecteaimn dimensions. Nous reviendrons sur ce type de structure un peu plus loin.

E.3 ANNEAUX ET CORPS

Ces structures sonteflhiesa I'aide de deux ogrations internes qu’onedigne habituellement par les termes
d’addition+ et de multiplication {ou juxtaposition). Il s’agit de structures algriques essentiellemerdgchilqEes
sur le corps des nombresals.

Notre objectif est ici d&honcer les propeiés axiomatiques de ces structures, puis de discuter plustaitsd”
le cas de ces structures lorsqu’elles saftrdés sur un ensemblimi. Elles jouent unale trés important dans le
cadre de la thorie des codes correcteurs d’erreurs.

E.3.1 Corps

Un corps est un ensembfé(terme anglaisield) muni de deux ogrations binaires- et- telles que
1. (F, +) est un groupe commutatif aveelEment neutreekigre par0.

2. (F\{0}, ) est un groupe commutatiéi€ment neutre esigre parl).

3. - est distributive par rappoa+: z - (y +2) = (z-y) + (z - 2) SUrF.

On voit que toute la carence entre addition et multiplication est assupar la simple propeté de distributivi€.
Ce type de structureepond aux axiomes suivants

associative’pour les deux agration internes

commutativi€ pour les deux ggration internes

distributivité

existence dlements neutreset 1 pour les deux oprations internes

existence d'opp@s (par rappor +)

o g &~ w NP

existence d'inverses (par rappart et sauf pouf)

E.3.2 Anneaux

Comme de nombreuses structuresalifues epondent’tous ces axiomes sauf au dernier, eserve le terme
d’anneaur ces structures. Un corps est donc un anneau tel quelaueht non nul dispose d’un inverse.
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E.3.3 Quelques propriétés élémentaires

1. Dans un corps on peugfiiir les ogrations de soustraction (resp. de division) par I'addition de I'opjfEsp.
la multiplication par l'inverse).

2. Comme(F\{0},-) est un groupe, cela implique que le produit de del&ments non-nuls est wément
non-nul. Cependant, la structure refidit pas explicitement la multiplication par Montrons que la seule fao

cohérente détendre la multiplication au casid’un des deux termes est nulest 0 = 0 - 2 = 0. En effet,
la distributivit¢ implique quer(0 + y) = 20 + xy, Vz,y; par ailleurs comm® + y = y on doit donc avoir
zy = 20 + zy ce qui implique quer0 = 0. Une dEmonstration identique implique aussi que= 0, quelque
soitz non-nul. Si0z = 0 alors I'associativié'implique quéd(0 +y) =0-0+0-y = 0, et donc qué - 0 = 0.

Inversement, ayant ainsténdu I'o@ration de multiplicatiom 0, on en @&duitquery = 0= 2 =0V y = 0.

3. Simplification :[a # 0] A [ax = ay] = x = y. Eneffetar = ay = a(z ©y) =0= [z =y] V [a =0].

4. ex=(el) zcar(l+(el)- 2=+ (1) -2=0-2=0.

Exemples.

1. R muni des opfations usuelles forme un corps, dem® que’'.

2. L'ensemble{0, 1} muni de I'addition modulo 2 et de la multiplicatian- 1 = 1 (le groupe(F'\{0}, -) est
trivial) forme un corps. On avidemmen0-0=0-1=1-0.

3. LensembleZ ne forme pas un corps (les deux seuls entiers qui admettent une inverse sont 1 et -1). Il s’agit
cependant d’'un anneau.

E.3.4 Les anneaux et corps 7,

Soit un anneal” etp un élément non-nul dé”. Nous pouvons construire 'ensemtigpF = F,, constitl€ par
les €tes des cosets @é” (les multiples de).

Commentetendre les ogrations d’addition et de multiplication de la maré suivante : soient,y deux
éléments de, (c’est-a-dire deuxeles (choisies arbitrairement) de deux cosetsdg alors

T+y est &fini comme laéte du coset + y + pF (E.2)
Ty est &fini comme laéte du cosety + pF (E.3)

Il est ai€ de se convaincre que cette structure jouit des p@sriequises powaté un anneau.

Exemple.
DansZ, I'addition est @finie par I'additiormodulop (¢,) et de n€me pour la multiplication (ne€®,). C'est-
a-dire que si nous choissons les entigdsl,... ,p <1} comme €tes de cosets, alors®, y dansZ, est

obtenu par:y modulop dansZ. On voit bien que cettedlinition pserve la distributivé” = &, © = 2 @, =,
TDpTDpr=3QpT...
Théoreme.
Si, et seulement giest un nombre premier alots, est un corps.
Preuve.

Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de se convaincre que chiéguent non-nul de&Z,
dispose d’'une inverse lorsqueest premier. Nous allons predér par induction (le cas de base est trivial, car
1~! = 1) : supposons avoir la preuve queddsments, 2, . .. ,i<1 disposentdesinverses!, 21, ... (i<1) 7!
montrons qué doit alors aussi avoir une inverse.

I suffit d’effectuer la division engre dep pari : on ap <r = ig, quiimpliquesr = i ® g (dansZ,). Comme
r est plus petit queé (c’est le reste de la division depari) et ne peuefre nul (cap est un nombre premier) son
inverse doit exister par hypagke. Soit alors = (1) @ ¢ @ r~1. On trouve

ior=io () egqerti=(e)e(icger=ror =1

A contrario, sip n'est pas premier alorg,, ne peut pagtre un corps : en effet comnpeest non premier il
peut sEcrire sous la forme = rirs (avecO < ry,r2 < p). Mais alorsr; ®, 12 = 0, ce qui est incompatible
avec la structure de corps, sauf-si= 0 our, = 0 ce qui contredit notre hypodise.
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Nous sommes donequipss des corp€s, Z3, Z5 ... . Dans la suite, nous allons construire des corps ayant
p* éléments avep un nombre premier dt un entier positif quelconque (vu ce qui vienetré dit, ces corps sont
differents (non isomorpheg deZ ), sauf sik = 1. Il s'agit des corps de Gallois dis@sa la sectiorE.5.

Par contre, il n'existe pas de corps fini ayant si&ments. En fait on peutedfiontrer qu’un corps fini doit
nécessairement comporter un nombrel@&Mentsgala une puissance eateé d’un nombre premier. On montre
enfin que les seuls corps finis sont les corps de Gallois.

La structure de corps fini impose donc des restrictions sur le choix de la tafile de

E.4 ESPACES LINEAIRES

Soit (F, 4, ®) un corps (dont legléments sont apped’scalaireg et soit L un ensemble (dont lesl€éments
sont appeadsvecteury muni de deux oefations+ (interne) et (externe : multiplication par un scalaire). Cette
structure conjointeefinit un espace ligdire (leslements dd. en sont les vecteurs) si

. (L,+) estun groupe
. t -2 estun vecteurefini pour tout scalaire et tout vecteur.

1

2

3. Associativi€: (s @t) -z =s- (t-x).

4. Distributivité : ¢ - (z +y)=(t-2)+ (t-y)et(set)r=s- -+t
5

. 1.z = x pour tout vecteus.
De ces axiomes on peugdire les corejuences suivantes :

1. 02 = 0 (le produit d’un vecteur par le scalaire nul donne le vecteur nul).
2. (&l) -z = en;

3.t-0=0.

Exemples.

1. F™ ('ensemble de tous les-tuples de scalaires du corpd et muni des oprations+ et - induites par celles
de F' comme suit

(1, o yxn) + W1,y Yn) = (@1 DY1,... , 0 DYn) (E.4)
t-(z1,-..,2n) (t@xy,...,t@2y) (E.5)

est un espace vectoriel #aire. On convient dans ce cas d'utiliser lesm&s symboles pouredigner les
opérations vectorielles et celles sur le corps des scalaires.

2. R? est de cette maare un espace vectoriel 8aire a&fini surRR.
3. 7} est de cette maeie un espace vectoriel &aire &fini surZ, (p étant premier). Cet espacefitiit en galite

I'ensemble des mots construits sur un alphabet sgmboles, ce dernietant muni d’une structure de corps. En
particulier, lorsque» = 2 on parle de mots binaires de longueur

E.4.1 Sous-espaces linéaires

Un sous-ensembl&” d’'un espace lipaireL est ditsous-espacsi toute combinaison ligdire de vecteurs d&
appartient encora K (on peut avoirk = L avec cette dfinition). En particulier, pour tout espace le singleton
{0} forme un sous-espace (dit trivial). Ce sous-espace est aussi dit minimal, caralidi@timentftre inclus
dans tout autres sous-espacdde

Les sous-espaces énires deZ) forment ce qu’'on appellera 'ensemble des codes (binairesjilies de
longueum. Voyons comment on peut construire de tels codes.

Espace engendré.

Soit{xy, ...,z } un ensemble de vecteurs. Alors, 'ensemble des combinais@asris de ces vecteurs est
nécessairement un sous-espacedirg del.. Il s’agit du plus petit sous-espacediaite qui contient ces vecteurs.
On dit que les vecteurs engendrent ce sous-espace.
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Indépendance linéaire et base vectorielle.

Les vecteurdx,... ,x; } sont dits (par dfinition) linéairement indpendants si aucun d’entre-eux ne peut
s'exprimer sous la forme d’'une combinaisord@ife des autres.
Les vecteurdxy,... ,x;} forment une base d’'un sous-espacediné s'ils engendrent cet espace et sont

lineairement indpendants. En particulier, ils forment une baseldgils sont lirdairement indpendants et
engendrent. S'il existe une base avec un nombre fini de vecteurs alors I'espace est dit de dimension finie (voir
appendicé-.4 pour une discussion plus fine de ce concept).

Les espaces™ définisa partir d'un corpd” sont tous de dimensicgalean. lls sont en effet engenes’par
les vecteurs; (composantes; ;), quel que soit le corps’ et ces vecteurs sont Bairement indpendants quel
gue soit le corpg’.

On montre que sk. est &fini sur un corps fini, alors il est de dimension finie si et seulement s'il est fini. (C'est
le cas poutr™ si F est fini).

On peut d'ailleurs mettre un espace de dimension fin@éfini sur le corpsF en bijection aved™. En
effet, soitL cet espace €fey, ..., ey} une base dé. Alors, il est facile de montrer quéz € L il existe une
combinaison lieaire unique

n
r = Z tiei.
i=1

Inversement, pour tout choix des on a)_" , t;e; € L et lest; identifient un vecteur unique (l&ati€). Donc

la donr€e d’'un vecteur esiquivalentea’la donee d'unn-tuple de scalaires d€. Dans cette correspondance
bijective, I'addition vectorielle se traduit par I'addition dafi8 et la multiplication par un scalaigecelle surF™.

Si R est le nombre @léments d&, le nombre d€lements dé™ et donc de vecteurs devaut R"™.

La morale de cette histoire est que si nous nous focalisons sur les espaces de dimensiefinisisud un
corpsF’, nous pouvons aussi bien limiter notredréf aux espaces™.

Dimension.
Soit L un espace de dimensi@n(il dispose d’'un base compesdek vecteurs). Alors

Chaque base dedispose exactement devecteurs.
Chaque ensemble comga$ek vecteurs liwairement indpendants forme une base.

k est le nombre maximal de vecteursaifement indpendants.

R

Chaque sous-espace propre/de une dimension strictement exféurea & (ce qui implique aussi que &'
est un sous-espace dele dimensiork, il doit &tre identiquea ).

E.4.2 Orthogonalité

Nous restreignons notedtlide aux espacds® définis sur e’ partir d'un corps fin( F, &, ®). Essayons de voir
si la notion d’orthogonalé peut encorette utilise comme usuellement.

Produit scalaire.

Etant dones deux vecteurs = (x1,... ,2,),y = (y1,.-. ,yn) € F™ nous c&finissons leur produit scalaire
par :
(T,y) =21 QY1 D DTy @ Yn-

On dit que deux vecteurs sont orthogonaux si leur produit scalaire est nul.

Ce produit scalaireefinit donc une application dE™ x F™ dansF, et \€rifie (c'est asseevident) les pro-
priétés suivantes

(0,y) =0.

(z,y) = (y,z), Yo,y € F".

w nNoE
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4. (z,t-y) =t ® (x,y),Vr,y € F*",Vt € F.
Malheureusement, nous n’avons pas erégal

(x,2) =0= [z = 0],

et le produit scalaire nedfihit donc pas eacessairement une norme gut. D’ailleurs, la structure de corps fini
est d’'une certaine magié incompatible avec la structure d’ordre qui estessaira la dfinition d’'une norme.

Par exemple, bien qu’on puissefifiir une structure d’ordre sur un corps fini (p.ex. giron peut utiliser
I'ordre “naturel”), il n'est pas possible deefinir une structure d’ordre qui reste compatible (au sens usuel) avec
les ofErations d’addition et de multiplication. Il faudrait pour cela que (par exemple)

r,y>0=>2zx+y >0,

et
r>y=>zcey >0,

guels que soient,y € F'.

Afin de bien clarifier cette distinction qu'’il faut faire par rappata 'notion usuelle de produit scalaire prenons
comme exemplé&2, et prenons deux vecteurs dgy € Z3. On trouve que

((0,0),(0,0)) = 0 (E.6)
((0,0),(0,1)) = 0 (E.7)
((0,0),(1,0)) = 0 (E.8)
((0,0),(1,1)) = 0 (E.9)
((0,1),(0,1)) = 1 (E.10)
((0,1),(1,0)) = 0 (E.11)
((0,1),(1,1)) = 1 (E.12)
((1,0),(1,0)) = 1 (E.13)
((1,0),(1,1)) = 1 (E.14)
((1,1),(1,1)) = 0 (E.15)

On voit donc en particulier que certains vecteurs non-nuls pewsnifthogonaus eux-némes, ce qui est
impossible lorsqué” = R.

Complément orthogonal.

Soit L un sous-espace kire def'”. Le compEment orthogonal d& (noté L) est par éfinition, I'ensemble
des vecteurs d&™ orthogonawatous les vecteurs de

Par exemple, dans considrons I'ensemblé = {(0,0), (1,1)}. Cet ensemble est un sous-espacedirg,
comme on peut leerifier ai€ment. Il est identique (% Son compm@ment orthogonal.

Proposition.

On a reanmoins leé&sultat important suivant pour un sous-espacee F" :

1. Lt estlui-néme un sous-espaceéiire.

2. Siz est orthogonawd chacun des vecteurs d’une baseldealors il figure dansL', ce qui veut dire en
fait que’ quelle que soit la base de, L+ se eduit exactement aux vecteurs qui sont orthogorzatous les
vecteurs de cette base.

3. Sik estla dimension d&, n <k est la dimension dé-.

4. Corollairement(L*)" = L.
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E.4.3 Matrices

Nous introduisons ici les matrices non pas commerafgurs mais parce que nous nousriessons aux solutions
de systmes homognes déquations lieaires. Ce type de syshes est utilis’'notamment en #orie des codes
lineaires et nous verrons que I'ensemble des solutions de tedsrmsforme un sous-espacekire (compmment
orthogonal de I'espace engerdrar les vecteurs quidihissent les coefficients des @ifEnteguations).

Un tel syseme peut €crire en alede sous la forme

(r,a1) = 0 (E.16)
co(zyam) = 0 (E.17)

ou lesa; sont des vecteurs dé” etx désigne l'inconnue.

Soitk; I'indice du premierlément non-nul du vecteur. Nous pouvonsvidemmentearranger cesquations
de famna ce que les vecteuds soient trés par ordre croissant &g Dans ce cas, les vecteursnuls viennent en
derngre position, et peuveetreéliminés. Comme I'ensemble de solutions ne change pas lorsque nous ajoutons
(ou retranchons) Un des vecteurs un multiple d’'un des autres vecteurs, on peut s’arranger pour que les indices
k; soient en ordre strictemenedroissant. La propeté principale de ceedrrangement est de conduaeun
ensemble de vecteurs éairement indpendants.

Le rang du sysime est par efinition le nombre de vecteurs éairement indpendants de ce sgsbe. Il est
évident que ce nombre ne varie pas lors des transformations @etiqurdessus. Donc le nombre de vecteurs
(non nuls) qui subsistent esgjal au rang du sysitie, et les vecteurs solutions du gyse sont orthogonaux aux
vecteurs qui subsistent : ils forment le coeplént orthogonal de I'espace engenplat les vecteurs du sgshe.

Un syseme de rangn peut doneltre repesent” par une matrice de vecteurs ligairement indpendants de
™,

E.5 CORPS DE GALLOIS

Note. Cette section ne figure pas dans la version digtealeun 1998-99.

Notes

1. Nous utilisons un symbole déféent pour I'ogtation interne efinie surG /K pour bien la distinguer de I'ggéation internet définie
SurG.

2. Compte tenu de laedihition deL .






F EsPACES LINEAIRES
TOPOLOGIQUES

F.1 INTRODUCTION

Les deux sections suivantes couvrent une enathon ensei@€ en candidature iegieur,a savoir degléments
de topologie et d’espaces vectorielslaires ghéraux.

Notre but est de fournir une introduction aux espaces de Hilbert, mais nous en profitons pour fournir au lecteur
intéresg’quelquegléments de topologie abstraitegthie matematique qui soutend les notions de convergence
et de continui”de fonctions. Nous espdns ainsi mettre eavidence comment les notionsa@tetriques et
analytiques classiques daR® apparaissent comme des cas particuliers de notions phésaiés.

F.2 ELEMENTS DE TOPOLOGIE

Nous indiquons tout d’abord laediarche ghérale qui conduiti’la dfinition d’une topologie sur un ensemble
guelconque, puis nous particulariserons aux espaetgués. Nous encourageons le lectealEment intress”
par les questions abagds dans les sections qui suivent de consulenfi73.

Soit 2 un ensemble dit universel. Une topologiesur Q2 est un ensemble de parties (ou sous-enserjbles
ditesouvertsde (i.e. 7 = {...V, ...} C 29) qui jouit des propefés axiomatiques suivantes :

1. 0eT,

2. QeT,

3. Une union quelconqt{gﬁ V3 d’ouverts est encore un ouvert.
4

. Une intersection finie d’ouverts est encore un ouvert.

Le couple(Q?, T) est apped’espace topologique.

Nous verrons que si on rempkitla condition 4. par “une intersection quelconque d’ouverts est encore un
ouvert” on impose une restriction trop forde’ensemble], qui ne conduirait qud 'des topologies relativement
inintéressantes (par exemple la topologie diseEcrite ci apes).

Exemples.
1. Il est clair que2®’ (c’est-a-dire 'ensemble de toutes les partiest@ledéfinit une topologie. Cette topologie
s'appelle la topologie disete.

Fi1
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2. Latopologie fornee des seuls ouvelrset () est appede topologie indis@te.

3. Nous verrons ci-dessous que la notion de boule ouverteRfaas sens d’'une certaine distanaidit une
topologie : les ouverts y sont les sous-ensembleRrdgqui contiennent au moins une boule ouverte @mEh
chacun de leurs points.

F.2.1 Comparaison et construction de topologies

Il est clair que pour un ensemble universel derihést possible degfinir plusieurs topologies (voire une infia)t”

Etant done’deux topologie$; et 7, définies sur un ramef?, on dit queT; est plus faible qués; si7; C 72. On

voit que la topologie indisete est la plus faible et la topologie distz est la plus forte. Cependant, cette relation

ne fournit qu’un ordre partiel sur 'ensemble de topologies. Comme nous le verrons, plus une topologie est forte,
plus elle structure fortement I'ensemble universel du point de vue des notions de convergence et deecontinuit”

Notion de base topologique. On appelle base topologique tout sous-enseifibte7, tel que

WeT :V=|JBs, (F.1)
3

avecBg € B,Vg. Il s’agit donc d’'un ensemble particulier d’ouverts qui permet de reconstruire tous les autres
ouverts par union, nonatessairemengetiombrable.

Une sous-base topologiquede 7 est un sous-ensemble dg tel qu'il existe une bas® qui puisseetre
obtenue par intersections finies de partiesde

L'id'ee derrére ces notions est de syatlser avec un “petit” nombre d’ouverts la topologie. Nous verrons
ci-dessous que dans un espaagnile, I'ensemble des boules ouvertes est une base.

Construction d’une topologie. A partir d’'un ensemble quelconque de partiede (2, on peut construire
la topologie la plus petite qui contienne tous les ensembletdiela margre suivante. Il suffit d’ajoutex A les
ensemble$) et (s'ils n'y figuraient pas dja), ensuite nousatlarons cet ensemble cometant une sous-base.

T est alors obtenue en formant d’abord toutes les intersections finies des ensembles ainsi obtenus, ce qui donne
une base, puis en formant toutes les unions des ensembles de cette base.

Par exemple, nous pouvons construire une topologiéRsein partant de I'ensemble de tous les intervalles
ouverts|a, b[. Nous verrons ci-dessous gu'il s'agit de la topologie naturelle induite par la distance “module de la
difference” dan®.

Topologie relative. Soit A C . Alors 'ensembleT 4 2 {VNA :V e T} définit une topologie sud.
On parle de la topologie relative de(ou projection de la topologie sut).

Topologie produit. Soient(Q2, 7) et(QY', T') deux espaces topologiques. Alors on appelle espace topologique
produit(Q x Q.7 x T'), o0 T x T' est 'ensemble compedie toutes les unions possibles d’ensembles qui
peuvent £crire sous laformé& = A x B,avecA € T etB € T'.

Notons que cela ne veut pas dire que
VGeTxT' :3AeT,BeT'|G=AxB.

Ces ensembles figurent bien dans la topologie produit, mais celle-ci contient bien d’autres ensembles qui ne
peuvent pas g¢rire sous cette forme. La figuFel montre des exemples d’ouverts dd&fsobtenusa’partir du

produit carésien de deux topologies sRinduites par les intervalles ouverts. On voit que les ouaéraéntaires

G'; sont bien obtenus par produit cestén du typed; x B;. Mais, par exemple 'ouvelt; U G» U G5 ne peut

pasétre mis sous cette forme.



ESPACES LINEAIRES TOPOLOGIQUES F.3

G1
Bl G3
B, Go
Ay As
Figure F.1.

F.2.2 Voisinage d'un point

Un voisinaged’un pointw €  est un ouvert qui contient ce point. Les unions quelconques et les intersections
finies de voisinages d’'un emie point sont encore des voisinages de ce point. Parfois on utiliseefingiati
legerement plus @érale, en appelant voisinage tout ensemble qui contient un ouvert contenant le point.

On a la cara@fisation importante suivante des ouverts : les ouverts sont les ensembles de points qui contien-
nent au moins un voisinage de chacun de leurs points. En effet, tout point d'un Buesttertainement inclus
dans un tel voisinagé/{lui-méme). D’autre part, si un ensembliepos®de la propefte alors on peutcrire

V=] Vw), (F.2)

weV

ou V(w) désigne un voisinage de qui est inclus dan¥. Comme il s’agit d’'une union d’ouverts doit étre
ouvertdd

F.2.3 Points isolés et points d’accumulation

Etant done’un sous-ensemblé C 2, un pointw € A est dit un point is@’de A s'il existe un voisinagé’ (w)
dew telqueANV(w) = {w}.

A contrario,€tant done’un sous-ensemblé C 2, un pointw € Q est dit un point d’accumulation dé
si tout voisinagd” de ce point est tel qued N V(w)) < {w} # 0 (intersection comprend au moins un point
different dev). Un point d’accumulation del n'appartient pasecessairemertA.

F.2.4 Ensembles fermés

L'ensembleF est dit fern& s'il contient tous ses points d’accumulation, ou de m@gquivalente, s'il est le
compEmentaire d’'un ensemble ouvert.

Montrons que ces deux caradgations sont en effeiquivalentes.

D’une part siV’ est ouvert, alors:V' doit contenir tous ses points d’accumulation. Sinon, supposons qai
un point d’accumulation deV’ qui appartienn@ V'; commeVl est ouvert et que est un point d’accumulation
de—V on devrait avoi” N =V # (}, ce qui est impossible.

D’autre part, soitF’ un ensemble qui contient tous ses points d’accumulatidn.doit étre ouvert car il doit
contenir pour chacun de ces points au moins un voisinage. Sinon, cela voudrait dire qu’il existe un pdint de
tel que chacun de ses voisinages interségtet ce point serait alors un point d’accumulationdeexclu de
celui-ciO

On a alors les propeiés duales suivantes pour les ensemblesdsrnfi’et 2 sont ferngs, toute union finie de
fermés est ferraé, et toute intersection de feemést ferraé.

En particulier, on voit que certains ensembles peugaed la fois ouverts et feres.

On montre qu’un ensemble fea@'st exactement forerpar ses points d’accumulation et ses pointeisol”
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Un ensemble ferm@ui ne contient que ses points d’accumulation (et negaiesgdnc aucun point isg) et dit
parfait.

F.2.5 Intérieur, fermeture, frontiére

L'intlerieur A° d’un ensembled est le plus grand ouvert inclus dans cet ensemble, ou deeneatjuivalente,
l'union de tous les ouverts inclus dans cet ensembllest ouvert si, et seulement s'il esggdla son in€tieur.

De famn duale, la fermeturd d’un ensemble est l'intersection de tous les fesmontenant cet ensemble. Il
s'agit donc du plus petit ferequi contienne notre ensemble. Un point apparteatfermeture si, et seulement
si tous ses voisinages coupehtlLa fermeture del est I'union deA et de ses points d’accumulation.

Enfin, la frontere A d’'un ensemble estadinie par
A=As4° (F.3)

il s’agit d'un ensemble ferm”

F.2.6 Convergence

Une des raisons principales de munir un ensemble d’'une topologie est de p&diviila hotion de convergence,
qui comme on le sait joue uol€ important aussi bien endbfie qu’en pratique.

Une suitew,, d'un espace topologique est convergente vers la limjts et seulement si
VV(w),dK >0 |Vn > K :w, € V(w). (F.4)

On dit que la suite finit par entrer et rester dans tout voisinage @eon le note palim,, ., w, = w. Une suite
est dite convergente, s'il existetel que la suite converge vers celui-ci. On peut dire aussi, deareggjuivalente,
que tout voisinage d’'une limite contient presque tous les points de la adiex¢eption d’'un nombre fini).

De famn gérérale, il ne faut pas confondre la notion de limite d’une suite avec la notion de point d’accumulation.
Mais, on peut dire que si la suite contient un nombre infini de points distincts et est convergente, alors une limite
est un point d’accumulation de I'ensemble des points de la suite eBra; la limite n'est pasecessairement
unique.

F.2.7 Continuité

Soit f(-) une fonction d’'un espace topologiq(, 7') vers un espace topologiqy®’, 7'). Cette fonction est
dite continue (relativement aux deux topologies), si et seulement si

WeT (fHV)={weQf(w) eV'}eT, (F.5)

en d’autres mots, si 'image inverse d’un ouvert est un ouvert.
On a la prop@® importante suivante qui lie continei€t convergence :

L'image d’'un suite convergente par une fonction continue est encore une suite convergente. La suite image
converge vers I'image de toute limite de la suite épalt.

F.2.8 Types d’espaces topologiques

Espaces de Hausdorff. Un espace est dit de Hausdorff,\&y # ws € @ : IV (wy), V(w2)|V(w1) N
V(w2) = 0. En d’autres mots, dans un tel espace il est possibleplarsf les points en les emballant par des
voisinages.

Montrons que dans un espace de Hausdorff toute suite convergente a une limite unique.

En effet, supposons qu'il existe une suitg et deux points limites distincts et w’. Alors il existe deux
voisinaged’ (w) etV (w') disjoints et il existe ausdi (V' (w)) et K'(V (') tels quevm > max{K,K'} :w, €
V(w) NV (w'), ce qui est en contradiction avec le fait ces voisinages sont disjaints.

En anticipant sur la suite, mentionnons que tout espasteiguie est un espace de Hausdorff (voir ci-dessous).
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Espace connexe. Un espace topologique est dit connexe s'il est impossible defdarst en deux ouverts
disjoints non vides; en d’autres mots, si

VVl,V2 Z%U‘/QZQZ>V10V27£®.

Densité et espaces séparables. Un ensemblel C Q est dit dense sit = Q. Un espace topologique est
dit séparable si et seulement s'il contient un sous-ensenanerdbrable dense.

Par exemple, on sait que daRstout nombre eel peutetre obtenu (et est en faiefini par cette propet)
comme la limite d’une suite de nombre rationnels. Il s’en suit que la fermeture de I'ensemble des nombres ra-
tionnels esegaleaR. Comme les rationnels soredémbrable® est €parable. Le produit casien d’ensembles
dénombrablestant encore@iombable, les vecteurs &8 a composantes rationnelles soehdmbrables, et ils
permettenevVidemment de construire les vecteursitfepar passaga la limite. DoncR? est aussiaparable.
Cette propef reste encore vraie si nous corgsiolis 'ensemble des suitesfafiies surR.

Si un espace topologique contient une base topologignerdbrable, il esteparable.

En effet, soitB; les ensembles de la base, et sgitce B; une suite de points choisis dans ces ensembles.
Cet ensemble doétfe dense car, si nous donnons un voisinage (non Vi¢le) d’'un point quelconque dg, ce
voisinage £crit nécessairement sous la forme d’'une union de certain8desn-vides (propeté de la base).
SoitalorsB; C V(w) un de ceux-ci : on enatluit quew; € V(w). Donc, tout voisinage de coupe I'ensemble
{...w;...} etw estdonc un point d’'accumulation de cet ensembleothibrable

Espace et ensembles compacts. Un espace est dit compact, si tout ensemble d’ouverts qui couvre
'espace (dont I'union vaut I'espace) contient un sous-ensemble fini qui couvre encore I'espace.

Un ensemblel C Q est dit compact, s'il est compact dans sa topologie relative.
Si un espace est compact, alors tout ensemblegf€ast aussi automatiquement.
Dans un espace de Hausdorff tout ensemble compact es.ferm”

Exemples.

1. Dans la topologie disete tout ensemble eatla fois ouvert et ferm.” Tout point d’'un ensemble est un point
isolé de cet ensemble. Aucun point n’est un point d’accumulation d’'un ensemble quelcbndoespace muni
de sa topologie disete est : Hausdorff, non connexepsrable seulement s'il estddmbrable.

2. Dans la topologie indisete, toute suite est convergente et tout poinfdest une limite de toute suite. Cela
confirme bien que la limite n’est pagcéssairement unique. Ce type d’espace : n'est pas de Hausdorff, est non
connexe maiseparable (tout singleton est dense).

F.2.9 Espaces métriques et topologie naturelle

Un espace mirique est un espace muni d’'une distance (une applicdtion) deQ) x Q dansR qui vérifie les
axiomes de la distance doemdans I'appendid®). Une mesure de distance induit une topologie de la arani’
Suivante.

On d&finit tout d’abord la notion de boule ouverte de rayas 0 cent€e en un poinb par
Se(w) ={w' € Qld(w,w') < €}. (F.6)
Il s’agit donc des points d& e-pres dew, au sens de la distandé, -).

Soit V' une partie d'un espaceatrique(Q,d(-,-)). Alors V' est un ensemble ouvert au sens de la topologie
induite pard(-, -) si, et seulement s’il contient une boule cert€n chacun de ses points. La topologie induite
pard(-,-) est 'ensemble des parties fequi répondent’cette @finition. En particulier, toute boule est un
ouvert. On ¥rifie ai¥ment que I'ensemble d’ouverts aingffithis Bpond bien aux 4 axiomes defiiition d’'une
topologie. On appelle cette topologie la topologéturellede I'espace ratrique.

Inverg€ment, on dit qu’'un espace topologique esitnisable s'il existe une distance qui induit la topologie.
Tous les espaces topologiques ne sont petsisables (par exemple, la topologie indetern’est pas etrisable).
Mais, si une topologie estatrisable alors il existe en fait une infiaitle distances qui induisent cette topologie.

Une &Efinition équivalente d’'un ensemble ouvert est la suivanie ensemble est ouvert si et seulement s'il
est une uniongventuellement infinie) de boules ouvertes.
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Théoréme. Tout espace &trique est un espace thtausdorff
En effet, soientv; , w, deux points distinct de cet espace. On a

w1 # wy = d(wy,w2) =1 > 0. (F.7)

Soient alors les boules de raysa (w: ) et Sz (w2), deux ouverts qui contiennent respectivemenetw,. Ces
deux boules ne peuvent pas avoir d'intersection, car si nous supposans=gtie (w1) N Sn (w2), on en é&duit
que

2
d(wr,w2) < d(wr,w) + d(w,wz) < 3’ (F.8)

ce qui contreditk.7).0
Il s’en suit que dans tout espacetmdue, les limites des suites convergentes sont uniques.
Notons que laeCiproque de ce #oEme est fausse, car il existe des espaces de Hausdorffetosables.
Dans un espaceetrique tout ensemble fini est un ensemble feompos uniquement de points iss!
Exemples.
1. R? muni d’une distance induite par une des normes d’ondre 1 est un espace etrique.

2. Soit[a, b] (aveca etb finis) un intervalle boradeR muni de sa topologie usuellefitiie par la distance: <y|
. Alors on peut éfinir I'ensemble des fonctiorssvaleurs eelles (ou complexes) et continues gub] par rapport
a cette topologie, et le munir de la distance

do(f,9) = sup {[f(x) ©g(2)[}, (F.9)

z€a,b]

dont on peut se convaincre qu'il s’agit bien d’'une distance. €sigiie cet espace p@fa,b]. Par exemple, la

suite de fonctiond,,(z) = z/n est convergente au sens de la topologie induite par cette distance, et converge
dans cet espace vers la fonction constgiite = 0. Nous en profitons pour insister ici sur la @if€nce entre la

notion de convergence dans un espace fonctionnel (dont nous venons de donner un exemple) et la convergence
ponctuelle. La convergence ponctuelle signifie ques [a, b], la suitef,, () deR converge, i.e.

Vo € [a,b] 3f (x)|VeIK (z,€) :n > K(x,€) = |fo(x) & f(z)] <e. (F.10)

Limportantici est de noter qu&™ peutétre fonction der, et que rien ne garantit en principe que les valgijrg
caracérisent une fonction continue s, b]. 1l est d'ailleurs facile de construire des exemples de fonctions qui
convergent ainsi ponctuellement vers une fonction discontinue. Par exemple l&'sadisverge ponctuellement
sur[0, 1] vers la fonctionf () qui vaut 1 e = 1 et est nulle partout ailleurs dafts 1].

Terminons, en disant que si la convergence ponctuelle est uniformid {sipeutétre choisi inépendant de
x), alors la convergence fonctionnelle s’esddit.

3. La distance de Dirac (aussi appeldistance diseté) dfinie par
6(&)17 LUQ) = 6w1,wz7 (Fll)

(estégalea un quels s, = w,y et vaut £ro sinon) induit la topologie disete. En effet, dans cette topologie tout
singleton est un ouvert (car il esgala une boule ouverte de rayegala 1), et donc tout ensemble est un ouvert.

Continuité dans les espaces métriques. La définition gérérale de la continuit’d’'une fonction par
rapporta deux topologies est que I'image inverse d’'un ouvert est un ouvert. Montrons que cette condition est
équivalente, dans le cas tes deux topologies sontetriquesa’la condition suivante :

Si f(+) est une fonction d’'un espaceetrique() dans un autre espaceatrique(?’, alors elle continue si, et
seulement siywg € Q etVS.(f(wo)) il existed > 0 tel quew € Ss(wp) = f(w) € Sc(f(wo)).

En effet, si la fonction est continue alors I'image inverse d’un ouvert est un ouvert. Donc I'image inverse de
Se(f(wo)) est un ouvert qui contienty. Celui-ci contient alors une boule ouverte cestsurwg, et I'image de
cette boule est incluse dafs(f(wo)).

Invergment, supposons que la fonctioarifie la condition ci-dessus et soit un ouvert Wé dont nous
désignons pard I'image inverse. Montrons qué contient une boule ouverte ceeéren chacun de ses points.
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Soitw un point deA, son image appartient par hypetea V'. Il existe donc une boul§.(f(w)) centée en
f(w) incluse dand’’, puisque cet ensemble est ouvert. On edudf qu'il existe une boulé;(w) cent€e surw
telle que I'image de cette boule soit incluse dap&f (w)), et donc aussi daris’. CommeA est I'image inverse
de V' tous les points de cette boule doiveirie"dansd. Comme ceci est vrai quelque soeite A, A est ouvert.
O

Dans les espacesatriques continué’et convergence sont redi$ de fagn treés forte comme suit :

Une fonction d'un espaceétrique dans un autre espaceetrique est continue sgt seulement diimage de
toute suite convergente est une suite convergente. La limite de I'image est urégadedt!'image de la limite.

Théoréeme. Un espace @trique est compact si et seulement si toute suite contient une sous-suite convergente

Diameétre et espaces bornés. On dfinit le dian€tre d’un espace etfique par

() 2 sup{d(x,y) :z,y € Q}, (F.12)

Un espace mtrique est bora'si son diaratre est fini.

Compacité, bornation, et séparabilité. On a les relations suivantes :

1. Dans un espacea@trique tout ensemble compact estassairement bagr{mais la €ciproque n’est pas vraie
en ggréral).

2. Tout espace gtfique compact (donc boghest sparable.

Espaces métriques complets. Un espace mitrique est dit complet si et seulement si toute suite de Cauchy
converge. Une suite,, d'un espace mtrique est dite de Cauchy, si et seulement si

Ve > 0,3M () > 0|Vn,m > M(e) : d(wp,wm) < €. (F.13)

Les espaces atfiques complets ont “beaucoup” de suites convergentes, et jouent pour cela impdrtant
en analyse fonctionnelle.

Un sous-espace d’'un espacetnjue complet est complet si, et seulement s'il est &erm”

On montre en analyseelle queR muni de la distancger <y| est complet. On montregalement que I'espace
R? muni de la distance euclidienne est complet. Il en est dmenpouiC?.

L'ensembleR> de suites de caerSommable suR et I'ensemblaC’> sont complets.

Enfin, tout ce qui vient dfre dit sur les normes euclidiennes reste vrai pour une norme dprdré quel-
conque.

Complétion. Puisque nous avons fait la promotion des espacetsiguies complets, voyons comment pro-
duirea partir d'un espace etfique “incomplet” un espace complet.

Tout d’abord, si I'espace est un sous-espace d’'un espace cofhgletuffit pour le compéter de prendre
sa fermeture dans I'espace paréntce qui a pour effet d'y inclure toutes les limites des suites de Cauchy (qui
existent dang’) et donc de rendre le sous-espace complet.

On montre qu’il est possible d’effectuer cettecogtion de comgtion dans le casegéral.

Théoréme du point fixe. Un probEme souvent recom®@st la €solution d’'uneegiuation du type
T(w) =w, (F.14)

ou T'(-) est une fonction d& dans(2. Le théome du point fixe dit que §'(-) est une contraction, alors cette
équation admet une solution unique si I'espace est complet.

On dit queT'(-) deQ2 — Q (ot 2 est un espace etrique) est uneontractionsi

Ja <1 |Vw,w' € Q :d(T(w), T(W")) < ad(w,w"). (F.15)
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Alors, siT'(-) est une contraction, et § est complet]’(-) admet un et un seul point fixe. Ce point petre”
approcle’au moyen de la suite sfirdéfinie par

wo € Q,wi+1 = T(w,),VZ (F16)

dont le premier terme est un point dep#rt quelconque, et les points suivants sont obtenus par applications
successives dE(-).

Il suffit de prouver que la suite converge et que la limite satisfait en effet 'equation du point fixe. Pour prouver
gue la suite converge il suffit de montrer qu’elle est de Cauchy, puisque I'espace est complet. Comme la fonction
est une contraction, on a

d(wit1,wit2) < ad(wi, witr) (F17)
ce qui implique que
d(wn, wnt1) < a"d(wo,wr) (F.18)

dont on tire par applications multiples de Bgéli€ triangulaire

(W wnir) < (@4 ...+ o DYd(wg, wy), (F.19)
Oou encore
am Satk a”
< — < . F.2
d(wn,wWnit) < loa d(wo,w1) < 1(:)aal(wom) (F.20)

La borne supfieure peut alorstfe rendue aussi faible que voulu en rendastffisamment grand, et la suite
est bien de Cauchy. Soit, la limite. Observons tout d’abord qUg(-) est continue. En effet, le fait que cette
fonction soit une contraction implique qvé > 0 on a

d(wo,w) < § = d(T(wp), T(w)) < e < ad, (F.21)
et la fonction est bien continue en tout paint (En fait 7 () est méme absolument continue, cane dpend

gue dec et pas du poinby.)
Comme la fonction est continue, on a

lim T'(wy,) =T (w). (F.22)

n—roo

D’autre part, par dfinition de la suitev,, on a

lim T(w,) = lim w41 =w (F.23)
n—oo n—oo

et comme la limite est unique o w) = w. O

F.3 ESPACES LINEAIRES TOPOLOGIQUES

Nous allons maintenant combiner les notions de topologie avec celles issues d’une structure d’espace vectoriel.
Un espace liraire (ou vectoriel) introduit essentiellement une structueaiig’entre lesléments de I'ensemble

(aussi app@s vecteurs ou points), qui permet ddidir & partir de la notion de norme une distance. Cette distance

est alors utilise pour induire une topologie.

F.3.1 Espaces linéaires

Un espace vectoriel sur un corp$ (dit de scalaires (dans la suite nous nous @mEssons au casid = R

ou K’ = () est un ensemble muni de deux lois : produit par un scalaire et addition interne. Rappelons que ces
opérations doivent &fifier les propgts suivantes (nousedignons par des lettres latines les vecteurs et par des
lettres grecques les scalaires) :
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1. Laddition vectorielle est commutative, associative et dispose elémént neutre, appele vecteur nul (qui
est for&ément unique). Celui-ci est red’

2. Pour tout vecteur il existe un vecteur opedgli donne par addition le vecteur nul).

3. La multiplication par un scalaire d€ est associativea(S3z) = (af)z.

4, 1z =x.

5. L'addition scalaire (resp. vectorielle) est distributive par rappdat multiplication par un scalaire (resp. par
rapporta I'addition vectorielle).

Exemples.

1. Le singleton contenandlément nulb est un espace legire (dit trivial).

2. R? (surR) etC? (surC) munis de I'addition vectorielle usuelle et de la multiplication par un scalaire sont des
espaces lieaires.

3. LensembleR> des suites de nombresals (ou complexeg;>°) munis de somme terneeterme, et du produit
des termes par un nombieai’(resp. complexe) est un espacedéiné.

4. L'ensemble des fonctiore valeurs eelles (ou complexes)efihies sur un rafme ensembl&’ quelconque,
munis de I'addition et de la multiplication “ponctuelles”

(f+9)@) = fla)+g() (F.24)
(af)(@) 2 a(f(x)) (F.25)
(F.26)

est un espace vectoriel dontlEment neutre est la fonction identiquement nullesur

5. L'ensemble des matricesx n (réelles ou complexes) avec addition et multiplication par un scalefieies
commea la section prdédente est un espacedaife.

6. Soit £ un espace ligéire sur le corpdd (notons quek™ est un espace legire par rappora lui-méme).
Alors I'ensemble de toutes les transformationgéimés del vers K est encore un espacedaire. Il s'agit de
I'espace dual de& et il est no€ £*. ? Dans cet espace I'addition vectorielle et la multiplication saeftriés
ponctuellement par

(tl + tQ)(SC) = 1 (.CC) + ts (l‘) (F27)

(at)(z) = alt(@)), (F.28)

th,t2,t € E*,Vl' S £
7. Lensemble des polyes @finis surR est un espace lagire.

F.3.2 Propriétés importantes

Les notions de épendance ligdire, de dimension, de bases, et de sous-espaces vectoriels introduites dans
'appendiceD surR? se ggréralisentides espaces vectoriels quelconques, avec quelqespions sur lesquelles
nous allons insister.

Sous-espaces linéaires. Un sous-ensembl&1 C £ est un sous-espacediaire (c’esta-dire qu'il obEit aux
axiomes ci-dessus), si, et seulement si

Ve, y € M\Va,B € K :ax+ By € M. (F.29)

On peut se convaincre que cela est bien suffisant poutds®it un espace ledire.

Un espacel est dit somme directe de deux de ses sous-esplatest M-, si tout pointz de £ peutétre
décompoe’de faon unique e = z; + x5 avecr; € M; etxy € My, Onécrit alorsC = M; & M,. Dans
ce casM; N M, = {0}, ou 0 désigne [Blément neutre d€ (& ne pas confondre avédzéro) I'élément neutre
de I'addition de.)

On montre que si tout vecteur depeutétre expring comme une somme de deux vecteurs respectivement de
M, etdeM,, alorsC = M, & M, si, et seulement sivt; N M, = {0}.
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Indépendance linéaire. Onditqu’'unensemble finide vectedrs, ... ,z; } deL estlindairementindpendant
Si

Zaixi =0=Vi :a; =0. (F.30)

(3

On dit qu’un ensemble infini (pasenéssairementetiombrable) de vecteurs estdaifement indpendant, si
toute partie finie de cet ensemble esehivement indpendant.

L'interét principal de cette notion est de rendre les combinaisogaili@s uniques. En effet, si leg sont
lineairement indpendants, alors

Zaixi = Zﬂlitl => o = ﬁi,Vi. (F31)

Notons que pour le moment nous ne sommes en mesure de parler que de combin@amas Bméc un nombre
fini de termes. Nous serons en mesure de parler de combinaiseasdmavec un nombre infinedombrable
de termes seulement lorsque nous aurons edagfructure d’espace Baire avec une topologie qui donnera un
sensa la notion de convergence et de limite. Cela sera fait ci-desslausectiorf-.3.4

Dimension. Un espacé est dit de dimensioadalean s'il contient un ensemble devecteurs ligairement
indépendants, et ne contient aucun ensemble g€l vecteurs limairement indpendants.

Un espace est dit de dimension infinie s'il est possible de trouver un ensemblgeatteurs ligairement
indépendantsyn > 0.

Ces dfinitions s’appliquenévidemment aussi aux sous-espaces.de

L'ensembled est un sous-espace conten@necteurs likairement indpendants. Il est de dimensiegdlea
zéro.

(On a coutume deefinir la dimension comme la cardinait’'un ensemble de taille maximale de vecteurs
lineairement indpendants, ce qui permet en principe de distinguer entre les dimensiomsbrables et non-
dénombrables.)

Enveloppes linéaires. Soit {x1,... 2} une collection finie de vecteurs. Alors, 'ensemble ferper
toutes les combinaisons éaires de ces vecteurs est un sous-espageiten’On I'appelle enveloppe aire des
points. On dittgalement que ce sous-espace est enggradrles vecteurs.

Notons que nous avons restreint notedicition & une collection finie de vecteurs. La raison en est que nous
ne sommes pas en mesure, sans faire appelnotion de convergence (voir ci-dessous), de dire ce que nous
entendons par une somme infinie de termes.

Nous pouvons cependaetendre la notion d’espace engemgar une collection infinie de vecteurs de la
mangre suivante : nous dirons qu’une combinaisoediné de vecteurs ..z, ... } est une combinaison lgaire
quelconque d’un sous-ensemble quelconque de taille finfe.de,, .. . }.

F.3.3 Bases vectorielles

Un ensemble lipdirement indpendant de vecteur3 qui engendre un sous-espat¢ est apped’base deM.
(En particulier s'il engendre tout I'espagk il s’agit d'une base dé&.)

Tout vecteur deM peut alors gcrire sous la forme d’une combinaisordaire unique de vecteurs de la base,
ce qui permet de rameneetlide des vecteues!|'etude des coefficients des combinaisonsdinés (que nous
appellerons les composantes).

Voici quelques teorEmes relatifs aux bases.

Théoréme d’extension. SiS est un ensemble de vecteurselairfement indpendants d&€ alors il existe
une base dé€ qui contients.

En congquence, puisquéxr} est un ensemble legirement indpendant d&, siz # 0, on a le tlfoEeme
suivant.
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Théoréme d’existence. Tout espace liedire admet au moins une base.

Dimension finie. Toute base d’'un espace de dimension finmporte exactementvecteurs.

On peut donc dire que la dimension d’'un espace de dimension finegakt au nombre de vecteurs de ses
bases.

Tout ensemble de vecteurs liairement indpendants est une base.

Cardinalité. Toutes les bases ontame cardinalg:

Dans un espace de dimension infinie il n’est pas suffisant pour un ensendgad@dmeént indpendant de
comporter suffisammenteléments pour former une base.

Notons que les bases ne sont pasassairement de dimension finie.
Exemple.

DansR>* I'ensemble de suites; dont tous les termes sont nwdsl’exception dui-eme qui vaut 1, forme un
ensemble livairement indpendant de taille infinie (cardina@itEnombrable). Mais la dimension de cet espace
n‘est pas “@nhombrable”. Par exemple, seit € R et non nul alors la suite dont le-éme terme vaut* fait
évidemment partie d&>. En faisant variemx dansR on obtient un nombre infini et nonedombrable de
suites, et cet ensemble estdaifement indpendant. En effet, supposons qu'il existe un sous-ensemble de taille
k lineairement dpendant. Cela voudrait dire qu'il exiske, ..., A\ non tous nuls etv, ... , o non nuls et
distincts tels que

k
Vi>1:Y Nal=0. (F.32)

i=1

Mais comme lesy; sont non-nuls, cela implique que
k: .
Vi oY Nalt=o. (F.33)

ce qui veut dire qu’il existe une combinaisondaife entre les lignes du tableaw &

k—1
1 aq -+ aof

k—1
1 ay -+ ay

(F.34)

1 Qg TN a2‘271

donc aussi entre ses colonnes. On eduit qu'il existeus, . .. , i, Non tous nuls tels que
k .
Vi=1k :Y pjol ' =0, (F.35)
j=1

ce qui veut dire que le polamiej; + oz + ... + ppz~! au plus de degrk <1 pos®dek zéros distincts, ce
qui est impossible puisque lgs sont non tous nulsd

De cet exemple nous pouvons tirer quelques enseignements. Nous avons R ques&de un ensem-
ble lindairement indpendant ayant une infirithon-&gnombrable de vecteurs. Cet ensemble p&etendu
pour former une base. Donc il existe une base ayant au moins uneenfoit@&nombrable dléments. Par
congquent, 'ensemble de suites(qui est &gnombrable) ne peut pas constituer une basétlecar toutes les
bases doivent avoir emie cardinalg. Enfin, il est facile de se convaincre que I'ensemble de vecteurs ci-dessus
n'est pas une base, car les termes pairs de toute combinaisairdinle ces suites sont strictement positifs, et il
n'est donc pas possible couviif® avec ces vecteurs.

Lensemble{ey, .. .e;, ... } ne permet degr¥rer par combinaison leggire que des suites comportant un nom-
bre fini (mais quelconque) de termes non-nuls. Notons que I'ensemble de ces suites est bien un sous-espace
lineaire deR> mais est beaucoup plus petit que ce dernier. {egs. . .¢;, ... } formentévidemment une base
de ce sous-espace.
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F.3.4 Espaces linéaires topologiques

Soit £ une espace ligdire (un ensemble de vecteurs munis d’'une structure d’espaeérdrcomme éfinie ci-
dessus). Soif{ le corps sur lequef est d&fini. Soit7 une topologie dfinie sur 'ensemble des vecteurs;Jat
une topologie dfinie surk’. Ces topologies induisent des topologies8u L et surk’ x L.

On dit que I'ensemble forme un espace topologiquedirg si

1. la somme vectorielle est continue (par rapport aux topologigsxle et de”l),

2. le produit par un scalaire est continu (par rapport aux topologiés sel et del).

Nous excluons donc les espacegéires munis de topologies qui seraient incompatibles avec &atigis
lineaires (au sens de la contirg)it’ Pour motiver ce choix, disons que si les deux structures (espaedréret
espace topologique) ne sont pas compatibles (au moins sous une certaine forme) alors il n’y a pas de raison que
leur étude conjointe donne lieardes €sultats nouveaux ietéssants. Or le but de cette section est justement de
mettre erevidence lee5ultat d’un couplage et non d’un juxtaposition.

Exemple. Sinous munissons de la topologie indisate alors toute fonction est continue. Nous avons donc
un espace lieaire topologique (non etfisable).

Contre-exemple. Sinous munissoné de la topologie dis@te alors on peut montrer que le produit par un
scalaire ne peut pare continu. Cela ne donne donc pas un espace topologigaérén Toutes les distances
n'induisent donc certainement pas une topologie compatible, puisque la distanetedigtrise cet espace.

F.3.5 Espaces linéaires normés

Un espace vectoriel est dit noes’il y aéte defini une fonctiom(-) de cet espace daiitsqui vérifie les axiomes
de la norme, c’esa-dire

1
2
3. n
4

On voit que les deux deraies propefes n'ont de sens que si la multiplication par un scalaire et I'addition
vectorielle onete dfinies et si le corp&” est norng lui-méme.

Toute norme induit une distancesfitiie pard(z, y) 2 n(x &), et par consquent induit aussi une topologie
meétrique (elle est invariante par translation). On montre qu'’il y a compadlalitre la topologie et la structure
d’espace liraire, c'esta dire que les ogrations de somme vectorielle et de produit par un scalaire sont bien
continues par rappoat une topologie induite par une norme quelconque. Donc toute norme induit une topologie
compatible.

Nous appelerons denavant espace topologiquedaife un espace kg&ire norne’muni de sa topologie na-
turelle.

F.3.6 Sous-espace linéaire topologique

Nous appelerons sous-espacedimé topologique tout sous-espaceséime ferng. Donc, si nous prenons la
fermeture d’'un sous-espacediife, nous obtenons un sous-espaasiie topologique.

Esquissons que ce type d’espace est bien un espae@géinNous devons montrer que:®ty appartiennerda
M (o0l M est un sous-espacediaire de’), alors toute combinaison kgireas + 3y y appartient aussi. Comme
I'espace est fermsur I'espace liedire de dpart, on peut construire deux suitesigety; de M qui convergent
versz ety. Par continui, on en éduit queax; + Sy;, suite deM converge verswr + [y, et cette limite est
forcément dans\Vi. O
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Pouréclairer la subtile distinction entre ces deux notions (sous-espaeérBret sous-espacediaire topologique)
prenons un exemple. Sdit muni de sa topologie habituelle; il s’agit d'un espace topologiqeaine. Prenons
le sous-ensemble des nombres rationnels : cet ensemble contient toutes ses combireag@sgnls-entendu,
d’'un nombre fini de rationnels). Il s’agit donc d’'un sous-espaasii@ qui n’est pas feren(ni d’ailleurs ouvert).
Comme il est dense daifs le sous-espace topologiquedaifre correspondant et

Dans la suite nous utiliserons le terme de sous-espace (les tergaediat topologiquetant sous-entendus).

Nous poursuivons notre raisonnement en voyant comment la topologie permet de faire le pont entre combi-
naisons likaires (nombre fini de termes) etr&s (nombre infini de termes).

Exemples.

Nous donnons ci-dessous les exemples les plus importants d’espaageimiormas rencon&$ en pratique,
en laissant le soin au lecteur derifier que les espaces sont bien des espaces topologigeasdm” Nous
reviendrons sur ces exemples tout au long de la suite.

1. Espacesg? : il s'agit de I'espace des vecteurgéls ou complexegquipgs de la norme

2|l = <Z|xi|p> : (F.36)
i=1

Le cas particulier poys = 2 donne I'espace euclidien (dont la norme est induite par le produit scalaire).
On notel:* I'espace des vecteuesjlipg de la norme infinie

[|z|| = max |z (F.37)
=1,...,p

)

2. Espace#? : il s'agit de I'espace des suites telles que

o0

D JwilP < oo, (F.38)

i=1

c'est-a-dire convergentes en norme d’orgiele cas particulier pous = 2 donne I'espace euclidieft (dont la
norme est induite par le produit scalaire).

On notel> I'espace des suitesquipe de la norme infinie

||| = sup [z (F.39)

3. Espaced.? : il s'agit d’'une ggréralisation de/? aux espaces de fonction& (peutétre vu comme un es-
pace de fonctionsefinies sulN). Soit (X, 3, 1) un espace mesefr Consicrons les fonctions mesurablgs)
définies surX et telles quef(-)|? soit inttgrable par rappoet i. Cet espace est roL” (X, i) et est un espace
topologique lirgaire lorsqu’il esequie de la norme

1= (/. Ifl”du);‘ (F.40)

En réalitt nous devons consdér commeeléments de cet ensemble de fonctionsaasses cquivalencesle
fonctionségales presque partout (au sens de la megure

Le cas particulier le plus @&guemment rencor@@st celui a(X, 5, i) est la droite eelle munie de la mesure
de Lebesgue ou d’un distribution de probabhilit”

Généralisation de la notion de combinaison linéaire. Gracea la topologie nous pouvons maintenant
géréraliser au cas infini ce que nous allons dans la suite entendre par combinasine JinSpace engemdet
base.

Soit V' un ensemble de vecteurs (finiemdmbrable, ou nonetiombrable). Nous disons qdé engendre
I'espacel (ou un sous-espackt!) si, et seulement & (ou.M) est la fermeture du sous-espacedire engendr”
parV (c’esta-dire contenant toutes les combinaisonsdiinés finies de vecteurs @9.
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Clairement, siC est engendr’par un ensemble fifii’, I'ancienne et la nouvelleadinition cancident. Si
maintenan?” est dEnombrable, nous voyons que la notion signifie duest engendrparV” si tout vecteur de
est soit une combinaison Baire finie, soit la limite (au sens de la topologie) d’'une suite telle que

> agay. (F.41)
k=1

On peut montrer que € est engendrparl” alors il est possible d’exprimer € £° (un point in€rieur de
L) sous forme d’'un combinaison Baire finie (mais le nombre de termes petre arbitrairement grand, et est
géréralement diffrent d’un poinfa'un autre). Ce ne sont donc que les poilts frontére deL qui nécessitent
une combinaison ligaire infinie, néime sil” est non-énombrable.

Généralisation de la notion de base vectorielle. Nous dirons qu'un ensemble (fini, dénombrable,
ou non-&&hombrable) est une base vectorielle@éou de M) s'il est linéairement indpendant et engendre
'espacel (ouM) .

Rappelons qu’une collection infinie de vecteurs esdirdment indpendante si toutes ses parties finies le
sont. Nous gardons cettefiiition.

F.3.7 Espaces de Banach

Un espace vectoriel nomrgst dit de Banach, si la topologie induite est catgl C'est donc un cas particulier
d’espace complet.

Tout espace normde dimension finie est un espace de Banach. En effet, on montre que tout espacdaorm’
dimension finien est essentiellement identique (topologiquement isomomHg)quel que soip. On en &duit
que tous ces espaces sont complets.

Dans tout espace nomte dimension finie, tout ensemble fervorre est compact.

Tout sous-espace topologiquedaife d’'un espace de Banach est encore un espace de Banach. C'est une
congquence directe du fait que tout sous-espace topologique f#tm ‘espace complet est complet.

Rappelons ici que tout espaceemmque incomplet peuetfe compt. La question est de savoir si cette
opération est compatible avec la structure d’espaceaine. La eponse est affirmative, et cela veut dire qu’'un
espace liraire topologique norepeutstre compété pour donner un espace de Banach.

Théoreme. SiB estun espace de Banach(et) un suite de vecteurs detels que

> Ml < oo (F.42)
i=1
alors la suite de vecteurs
Un =Y (F.43)
=1

converge vers un vecteur éfe On peut donecrire la limite sous la forme

v=Y (F.44)
=1

Exemples.

1. Tous les espacég sont des espaces de Banach, puisqu’ils sont esehtomplets.

2. Les espace®’, pourp < oo fixé sont tous des espaces de Banach. (Nous saejs|aé c'est le cas pour
p=2)

3. Les espaceE? (X, B, 1), ou (X, 3, ) désigne un espace mesypar exemple un espace probakilisuR?

équipg de la mesure de Lebesgue), fesrpar les ensembles de fonctigits) définies surX et telles qud f|?
soit u-intégrable. Ce type d’espace est un espace de Banach.
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4. L'espaceB(X) des fonctions bores @finies sur un ensemble quelcondXieet I'espace”’(X') des fonctions
continues suX, quelles que soient les normes uBks. De cette pro@# gérérale on @duit que les espaces
(2 et (> sont des espaces de Banach. dlenient de/2° est en effet une fonction boee’'deX = {1,... ,n}
dansC'; de méme urelément d&> est une fonction bowee deN dansC'.

F.3.8 Produit scalaire et espaces de Hilbert

Etant done’un espace ledire L, un produit scalaire est une fonction eet", -) de £ x £ dansC (nombres
complexes) qui gfifie les propet¥s suivantes :

1. (z,z) € Ret(x,z) > 0,Vae #0.

2. (0,0) =0

3. (z,y) = (y,z)* (complexe conjuge).

4. (x,y+2) = (x,y) + (x,2) et(z,ay) = alz,y) (linearie: = (0,y) = 0).

On voit qu'il s'agit bien d’'une ghéralisation du produit scalaire daRg.

Inégalité de Schwarz. Dans tout espace kdire£ muni d’un produit scalaire on a

[z, ) |* < (z,2)(y,y) (F.45)

Va,y € L, etl'egaliga lieu si, et seulement si les vecteursty sont lintairement dpendants.

Norme induite. Un produit scalaire induit une norme de la menei Suivante :

n(x) = +/(x,x). (F.46)

Il est assez aesde \Erifier qu'il s’agit bien d’'une norme.

Par consquent, un espace muni d’'un produit scalaire est pardmendccasion muni d’'une norme, d'une
distance et d’une topologie. Cet espace devient donc un espaagdinopologique gxial.

>

Orthogonalité. Au-deld de la topologie qu'il induit, I'inéfét principal du produit scalaire est de permettre
la définition de la notion d’orthogonaét” Deux vecteurs sont dits orthogonaux si leur produit scalaire est nul.
Un ensemble de vecteurs est dit orthogonal si les vecteurs de cet ensemble pasiéerdsont orthogonaux.
L'ensemble est orthonoren’si la norme des vecteurs vaut 1. |l esident qu'un ensemble orthonoeme peut

pas contenir le vecteur nul et gupartir d'un ensemble orthogonal on peut construire un ensemble orthenorm’
si, et seulement si le vecteur nul ne fait pas partie de I'ensemble.

On ala propte ggrérale suivante : tout ensemble orthonerde vecteurs est g@irement indpendant, qu'il
soit fini, ddnombrable ou non.

Réciproguement, tout ensembledaifement indpendant eteliombrable pewgtfe orthonorra’

Théoréme. Six;, est un ensemblesthiombrable de vecteurs orthon@sneta;, un ensemble correspondant
decoordonreesde K, tel que)_, o;z; admette une limite, alors

Dol =1 aiil. (F.47)
i i

Tout espace induit par un produit scalaire gpa’able contient une base orthoneent€nombrable. En fait
tout ensemble orthonomry est @nombrable. Tout vecteur pelgsilorsetre repesent’sous la forme d’'unessie.

Par ailleurs, un espaae produit scalaire esteparable si, et seulement s'il pesie une base orthonoea”
dénombrable.
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Espaces de Hilbert. Un espace linaire muni d’un produit scalaire dont la topologie est catgést appel
espace de Hilbert. Donc, tout espace de Hilbert est aussi un espace de Banach. Linveeséd@eshént pas
vrai en gréral.

Exemples.

1. Lespacel? (c’esta-direR™ muni de la norme euclidienne induite par le produit scalaire) est un espace de
Hilbert.

2. Lespace’? est un espace de Hilbert (suites de emommable).
3. Lespacel ?(X, B, i) de fonctions de cagrintégrable est un espace de Hilbert.
4. Désignons paf?(X) I'ensemble de fonctiong(-) définies sur 'ensemble quelcongiXeet telles que

B N(f(-)) ={z € X|f(x) # 0} soit dnombrable (noyauetiombrable),

> pex |f(@)]? < oo (car® sommable)

Cet ensemble est un espace de Hilbert.

F.4 ANALYSE FONCTIONNELLE EN ESPACES DE HILBERT

Les sections @&@&dentes on morgrcomment en combinant trois types de notions on aarlasstructure d’espace

de Hilbert : (i) une structure addprique d'espace legire; (ii) un produit scalaire munissant celui-ci de la notion
d’orthogonali€ et de norme; (iii) un structure topologiquertée du produit scalaire (induisant une norme, donc
une distance, donc une topologietrique). Ce type de structure porte le nom d’espace pre-hilbertien, et si
celui-ci est complet, d’espace de Hilbert.

Dans ce qui suit nous allonsstmer les propei€s les plus importantes de ce type d’espace, en utilisant comme
exemples les espaces en dimension finie (pR¥X. et les espaces de fonctions de eantegrable utiliges en
théorie des sysimes et en traitement du signal.

Notes

1. Nous utilisons indiffement les termes partie et sous-ensemble. Une partie ou un sous-ensendife@gaie I'ensemble universel;
si nous voulons insister sur le fait qu'’il ne I'est pas, nous dirons qu'il s’agit d’'un sous-ensemble propre.

2. Un corps est un ensemble muni de deuerapions internes (usuellement ames addition et multiplication) tel que les deux
opérations conduisera Un groupe commutatif, que la multiplication soit distributive par rapadeddition, et que chaquel€ment non-nul
admette un inverse par rapparta multiplication. Le corps est muni de la topologie induite par la distance usuelle.

3. Une transformation liedire del; vers L (espaces ligaires sur un erhe corps) est une transformationelaire si 'image d'une
combinaison lieaire est la combinaison &aire des images.

4. X estunensemblés un ensemble betien de parties d& (cela veut dire qué est fern& par union @éhombrable, et comgihentation),
ety est une fonctioneélle et positive efinie surs3, telle quen(¢) = 0 et (IJ B;) = > w(B;) pour toute suite ehombrable d’ensembles
B; € Bdisjoints deuwa'deux.
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