Devoir : compressive sensing
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Théeoreme de Shannon-Nyquist

La frequence d'echantillonnage (f ) doit étre 2 fois
plus grande que la largeur de bande (B)
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Théeoreme de Shannon-Nyquist
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Changement de base

« But : exprimer f sous
une forme creuse

* Projeter f sur les X = LP*(nxn) f

vecteurs de |la base

* Exemples : Fourier,
ondelettes, cosinus... x=(f,¥,)
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Compression

 But : Réduire la taille
des données

e Jeter l'information
jugée inutile -

 Exemple : JPEG,
MP3...
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Compression

 But : Réduire la taille
des données

e Jeter l'information
jugée inutile -

 Exemple : JPEG,
MP3...

> Gaspillage lors de
I'acquisition
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Compressive sensing

* Principe
 Reconstruction

e Robustesse
* Applications
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Principe

* Acquisition en une
étape

 Changement de base

e Cas classique : C=|

Frangois Schnitzler
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Principe

 Changement de base

» Cas classique : C=l

 Echantillonnage de
matrice C — ®(m,n
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Principe

 Changement de base
» Cas classique : C=l

* Echantillonnage de la
matrice C — ®(m,n) y.=(f,p,)

e Reconstruction ?

— Infinité de solutions
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Reconstruction

* Hypothese : il existe une base W, dans laquelle
le signal f admet une représentation creuse x

Définition : signal S-creux «» S composantes non-nulles

f
v ®

x Ay
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Reconstruction

» On va chercher le signal x_le plus creux :

min||x,|, telque y=@' f =P 'V x,
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Reconstruction :
interpretation graphique

* En pratique : norme 0 trop compliquee
> On utilise la norme |,
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Reconstruction :
Interaction entre les bases

e Facteur de cohérence entre les bases :

u=vnmax|(¢p,, )l

* Represente la projection des vecteurs d'une
base sur l'autre

e La cohérence doit étre aussi faible que possible

 |Intuitivement : il faut recupérer un peu
d'information sur tous les vecteurs de ¥
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Reconstruction : exemples de

* Fourier et echantillonnage normal : y = 1

» Bases aleatoires (gaussienne, Bernoulli...) :
faible cohérence avec une representation fixe

> Acquérir les données en les projetant sur du
bruit gaussien est quasi-optimal !
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Reconstruction :
taille de la matrice @ aléatoire

* Probabilite de reconstruction = 1-0 si

m=C pu’Slog(nls)
* Moins d'échantillons que Shannon-Nyquist (n)
» Reconstruction exacte si le signal est creux

> Faire tourner l'algorithme, et voir si on réecupere
un signal creux
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Propriete d'isometrie restreinte (PIR)

- Pour une matrice A, definir o_ tel que pour tout
X S-Creux :

(1_5S)Htzzz<HAxHi<(l+5S)||x|‘122
o Si 68 < 1, alors A vérifie la PIR d'ordre S

> Aucun X n'appartient au noyau de A (Ax # 0)

> Tous les ensembles de S colonnes de A sont
plus ou moins orthogonales
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Lien entre PIR et CS

 On cherche a échantillonner x S-creux, avec A
qui veérifie la PIR d'ordre 2S

(1_528)Hx1_x2”122<HA<x1_x2)||122

> X1 et x2 sont projetés a deux endroits differents
sur A

> |ntuitivement, il doit y avoir moyen de les
discerner, et de retrouver x
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Robustesse

* Les signhaux reels ne sont pas idéaux

« 2 problemes : non-creux, et bruit

X Non-Ccreux — compression X

sl x—x,

> lx—x,

Frangois Schnitzler
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Robustesse

* Les signaux réels ne sont pas idéaux
« 2 problemes : non-creux, et bruit

signal bruité : y =Ax + e
>l x—x, ||, <C, ¢

> Adapter la contrainte de reconstruction:
ly—Ax |, <€
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Applications

» Acquisition de signaux tres hautes frequences

- Si les signaux sont creux, on peut les recupérer
apres les avoir echantillonnés a basse frequence
(méme si la bande passante est large)

« Compression
e Réduction du matériel nécessaire
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Applications

 Compression d'images: meilleur rapport
signal/bruit (vert) que JPEG-2000 (rouge)

0 500 1000 1500 2000 2500
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Applications

* Acquisition d'images

Low-cost, fasl, sensitive
oplical detection

Xmilr

Compressed, encoded
image data sent via RF
Image ancoded by DMD for reconstruction

and random basis " ] (
o ((
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Résumeé

minx ||, tel que y=a' f,=b"¥x,
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