
Mathema'cally 

•  Two formula'ons 
– Maximum variance: find the direc'ons that 
maximize the variance of the projected data 

– Minimum‐error formula'on: minimizes the 
reconstruc'on error of the projected data  



Mathema'cally 

•  Consider a set of observa'ons                           
with       a vector of dimension    . 

• We want to find the unit direc'on       that 
maximizes the variance of the projec'on: 

{xn}, n = 1, . . . , N

xn D

u1

||u1|| = uT
1 u1 = 1

arg max
u1

1
N

N∑

n=1

||uT
1 xn − uT

1 x̄||2 = uT
1 Cu1

C =
1
N

N∑

n=1

(xn − x̄)(xn − x̄)T

with 



Mathema'cally 

•  Introducing lagrange mul'plier: 

•  SeEng the deriva've with respect to       equal to 
zero: 

⇒         must be an eigenvector of      . 
•  The variance is given by: 

⇒         is the eigenvector corresponding to the 
highest eigenvalue    
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Mathema'cally 
•  The (M+1)th component is obtained by maximizing: 

•  Using lagragian mul'plier: 

•  At the op'mum: 

•  Mul'plying by       at the leM, one gets               and thus 

⇒             is the eigenvector with M+1 largest eigenvalue   
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Mathema'cally 
•  The ith principal component for objects      is 
computed by 

•  The reconstructed input is thus: 

•  PCA also minimizes the reconstruc'on error: 
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