Chapitre 3

Systéemes linéaires
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Structure du chapitre

@ Méthodes directes
Elimination de Gauss, résolution de systémes triangulaires
o Etudes des erreurs de calcul
Conditionnement d'un systéme, erreurs d’arrondis
@ Méthodes itératives
Similaire a la résolution de systémes non linéaires, efficace pour des matrices creuses
o Calcul des valeurs propres d'une matrice
@ Optimisation linéaire - algorithme du simplexe
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Introduction

o 75% des problémes scientifiques font intervenir des opérateurs linéaires : problemes
trés courants

o Grande différence entre théorie et pratique
Théorie : connue depuis des siecles mais pas toujours adaptée.
Exemple : régles de Cramer : complexité n!
Pratique : connue plus récemment
Bon comportement de I'élimination de Gauss, décomposition LU.
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Introduction

o 75% des problémes scientifiques font intervenir des opérateurs linéaires : problémes

trés courants

@ Grande différence entre théorie et pratique
Théorie : connue depuis des siecles mais pas toujours adaptée.
Exemple : régles de Cramer : complexité n!
Pratique : connue plus récemment
Bon comportement de I'élimination de Gauss, décomposition LU.

@ Obtenir un bon logiciel linéaire pour la grande échelle : précision d'horloger
Prix de logiciels (académique) :
Matlab (généraliste) : 1000 €
Cplex (optimisation linéaire) : 1000 €
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Méthodes directes

Systeme triangulaire

Particulierement simple a résoudre :

1 2 3 4 x 1
03 2 1 x | | 2
001 2 xs | | 3
000 -1 X 4
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Méthodes directes

Systeme triangulaire

Particulierement simple a résoudre :

1 2 3 4 x 1
03 2 1 x | | 2
001 2 xs | | 3
000 -1 X 4

Xs = —4

Quentin Louveaux (ULg - Institut Montefiore) Introduction a I'Analyse Numérique 2009 4 /27



Méthodes directes

Systeme triangulaire

Particulierement simple a résoudre :

1 2 3 4 x 1
03 2 1 x | | 2
001 2 xs || 3
000 -1 X 4

X4:—4
x3=3—-2x4 = x3 =11
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Méthodes directes

Systeme triangulaire

Particulierement simple a résoudre :

o OO+

X4:—4
x3=3—-2x4 = x3 =11
3X2=2—2X3—X4:>x2:—

o O Ww

16

3

3 4 X1
2 1 X2
1 2 X3
0 -1 Xa

AW N
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Méthodes directes

Systeme triangulaire

Particulierement simple a résoudre :

1 2 3 4 X1 1
0 3 2 1 X2 _ 2
0 0 1 2 X3 - 3
0 0 0 -1 Xy 4
Xs = —4
x3=3—-2x4 = x3 =11
3X2=2—2X3—X4:>X2=—%
x1:1—2xz—3X3—4X4:>x1:—1—36
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Méthodes directes

Systeme triangulaire

Particulierement simple a résoudre :

1 2 3 4 X1 1
0 3 2 1 X2 _ 2
0 0 1 2 X3 - 3
0 0 0 -1 Xy 4
Xs = —4
x3=3—-2x4 = x3 =11
3X2=2—2X3—X4:>X2=—%
x1:1—2xz—3X3—4X4:>x1:—1—36

Principe de la substitution arriere
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Systemes triangulaires
Calcul du nombre d'opérations a effectuer pour résoudre un systéme triangulaire :

uix1 4+ upxe + - 4+ UnXe = b
upx2 + -+ umxa = b
Unpp Xn = bn
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Systemes triangulaires
Calcul du nombre d'opérations a effectuer pour résoudre un systéme triangulaire :

uix1 4+ upxe + - 4+ UnXe = b
upx2 + -+ umxa = b
Unpp Xn = bn
b,
Xp = —
unn
bn—l — Un—1,nXn
Xp—1] == ——————
Up—1,n—1
. — b1 — UtnXp — UL,n—1Xn—1 — *++ — U2 X2
1=

un

2009
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Systemes triangulaires
Calcul du nombre d'opérations a effectuer pour résoudre un systéme triangulaire :

uixi 4+ upxe + o 4+ Uinxa = b
upxy + -+ + UpXa = b
UpnXn = bp

n
bi — E Uik Xk
k=it1 .
Xi=——"""  j=nn-—1,.,1
uii

(n— 1) additions , (n — i) multiplications, 1 soustraction, 1 division
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Systemes triangulaires
Calcul du nombre d'opérations a effectuer pour résoudre un systéme triangulaire :

uix1 4+ upxe + - 4+ UnXe = b
upx2 + -+ umxa = b
Unpp Xn = bn

n
b; — Z Uik Xk
xi=—t= i pn-1,.,1
Ui
(n— 1) additions , (n — i) multiplications, 1 soustraction, 1 division
Nombre total d'opérations :

n

Z(2n—2i+2):2n2+2n—22n:i

i=1 i=1

=2 +2n—n(n+1)=n"+n

O(n?) opérations
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Elimination de Gauss

Principe : Transformer les lignes de la matrice afin d’obtenir un systéme triangulaire que
I'on résout ensuite par la substitution arriere.

1 2 3 4 x 1
1 0 10 x | | 2
0 1 2 2 xs || 3
1 -1 20 s 4
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Elimination de Gauss

Principe : Transformer les lignes de la matrice afin d’obtenir un systéme triangulaire que
I'on résout ensuite par la substitution arriere.

1 2 3 4 x 1
1 0 10 x | | 2
0 1 2 2 xs || 3
1 -1 20 s 4

le étape : On crée des 0 en dessous de I'élément A(1,1)

Ly —L— L
Ly — Ls— Ly
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Elimination de Gauss

Principe : Transformer les lignes de la matrice afin d’obtenir un systéme triangulaire que
I'on résout ensuite par la substitution arriere.

1 2 3 4 x 1
0 —2 —2 -4 w | | -1
0 1 2 2 x| | 3
0 -3 -1 -4 Xa 3

le étape : On crée des 0 en dessous de I'élément A(1,1)

Lo —L— L
Ly — Ls— Ly
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Elimination de Gauss

Principe : Transformer les lignes de la matrice afin d’obtenir un systéme triangulaire que
I'on résout ensuite par la substitution arriere.

1 2 3 4 x 1
0 —2 —2 -4 w | | -1
0 1 2 2 x| | 3
0 -3 -1 -4 Xa 3

2e étape : On crée des 0 en dessous de |'élément A(2, 2)

L3<—L3+%L2
3
L4<—L4—§L2
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Elimination de Gauss

Principe : Transformer les lignes de la matrice afin d’obtenir un systéme triangulaire que
I'on résout ensuite par la substitution arriere.

1 2 3 4 x 1
0 -2 —2 —4 x | | -1
00 1 0 s || 2
o0 2 2 xa :

2e étape : On crée des 0 en dessous de I'élément A(2, 2)

L3<—L3+%L2
3
L4<—L4—§L2

Quentin Louveaux (ULg - Institut Montefiore) Introduction a I'Analyse Numérique 2009 6 /27



Elimination de Gauss

Principe : Transformer les lignes de la matrice afin d’obtenir un systéme triangulaire que
I'on résout ensuite par la substitution arriere.

1 2 3 4 x 1
0 -2 —2 —4 x | | -1
00 1 0 s || 2
o0 2 2 xa :

3e étape : On crée un 0 en dessous de I'élément A(3,3)

Ly — L4y — 213
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Elimination de Gauss

Principe : Transformer les lignes de la matrice afin d’obtenir un systéme triangulaire que
I'on résout ensuite par la substitution arriere.

1 2 3 4 x1 1
0 -2 -2 —4 x | | -1
00 1 0 xs || 2

0 0 0 2 Xa -3

3e étape : On crée un 0 en dessous de I'élément A(3,3)

Ly — Ly — 213
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Elimination de Gauss

Principe : Transformer les lignes de la matrice afin d’obtenir un systeme triangulaire que
I'on résout ensuite par la substitution arriere.

1 2 3 4 x1 1
0 -2 -2 —4 x | | -1
00 1 0 xs || 2

0 0 0 2 Xa -3

On obtient un systéme triangulaire que I'on peut résoudre par substitution arriere
Solution :

X1 —%
X2 _ -3
X3 o g

X4 —%
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Complexité de I'élimination de Gauss

Théoreme

Considérons le systeme Ax = b. Si on effectue I'élimination de Gauss pour obtenir un
systeme triangulaire, le nombre d'opérations nécessaires est
2, 1, 7
="+ zn" — —n.
3 2 6

Quentin Louveaux (ULg - Institut Montefiore) Introduction a I'Analyse Numérique 2009 7/27



Complexité de I'élimination de Gauss

Théoreme

Considérons le systeme Ax = b. Si on effectue I'élimination de Gauss pour obtenir un
systeme triangulaire, le nombre d'opérations nécessaires est
2, 1, 7
="+ zn" — —n.
3 2 6

Preuve : A I'étape i, on effectue, pour chaque ligne a éliminer
1 division
(n— i+ 1) multiplications
(n— i+ 1) soustractions

Il reste, a ce stade, (n — i) lignes a éliminer
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Elimination de Gauss

@ Le pivot est I'élément en dessous duquel on crée des zéros !
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Elimination de Gauss

@ Le pivot est I'élément en dessous duquel on crée des zéros !

@ Probleme : si le pivot =0

1 1 1 X1 1
1 1 2 X2 = 2
1 2 2 X3 1
1 1 1 X1 1
0 0 1 X2 = 1
0 1 1 X3 0
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Elimination de Gauss

@ Le pivot est I'élément en dessous duquel on crée des zéros !

@ Probleme : si le pivot =0

1 1 1 X1 1
1 1 2 X2 = 2
1 2 2 X3 1
1 1 1 X1 1
0 0 1 X2 = 1
0 1 1 X3 0

o Nécessité d'échanger des lignes
Parmi tous les éléments en dessous du pivot, au moins un doit étre non nul, sinon la
matrice est singuliére.
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Elimination de Gauss : choix des pivots

@ Risque d'instabilité numérique si un des pivots est trop proche de 0.
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Elimination de Gauss : choix des pivots

@ Risque d'instabilité numérique si un des pivots est trop proche de 0.

o Exemple :
1 1 1 X1 1
1 1.0001 2 X2 =1 2
1 2 2 X3 1
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Elimination de Gauss : choix des pivots

@ Risque d'instabilité numérique si un des pivots est trop proche de 0.

o Exemple :
1 1 1 X1 1
1 1.0001 2 X2 =1 2
1 2 2 X3 1

@ Sans permutation des lignes, on obtient :

1 1 1 X1 1
0 0.0001 1 x2 | = 1
0 0 9999 X3 10000

et une solution (avec quatre chiffres de précision)
(X17 X2, X3) ~ (07 0, 1)

au lieu de la vraie solution

(x1, %2, x3) ~ (1, —1.0001, 1.0001).
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Elimination de Gauss : choix des pivots

@ Risque d'instabilité numérique si un des pivots est trop proche de 0.

o Exemple :
1 1 1 X1 1
1 1.0001 2 X2 =1 2
1 2 2 X3 1

@ Sans permutation des lignes, on obtient :

1 1 1 X1 1
0 0.0001 1 x2 | = 1
0 0 9999 X3 10000

et une solution (avec quatre chiffres de précision)
(X17 X2, X3) ~ (07 0, 1)

au lieu de la vraie solution

(x1, %2, x3) ~ (1, —1.0001, 1.0001).

@ Pivotage partiel : choisir I'élément le plus grand de la colonne en cours
Pivotage complet : choisir I'élément le plus grand de la sous-matrice restante
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Décomposition LU

Principe

On factorise la matrice A en

A=LU

ou L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure.

systemes triangulaires

Ly=b et Ux=y.

On résout

les deux
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Décomposition LU

Principe
On factorise la matrice A en
A=LU

ou L est triangulaire inférieure et U est triangulaire supérieure. On résout les deux
systemes triangulaires
Ly=b et Ux=y.

V.
o Complexité : 2n?
o Elimination de Gauss : %n3 + %nz — %n
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Décomposition LU et élimination de Gauss

Théoréme

Soit A une matrice donnée d'ordre n pour laquelle I'élimination de Gauss peut étre
effectuée sans permutation de lignes. Alors cette matrice a une décomposition LU dont
les éléments de L et U sont donnés par les éléments de |'élimination de Gauss.
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Décomposition LU et élimination de Gauss

Théoréme

Soit A une matrice donnée d'ordre n pour laquelle I'élimination de Gauss peut étre
effectuée sans permutation de lignes. Alors cette matrice a une décomposition LU dont
les éléments de L et U sont donnés par les éléments de |'élimination de Gauss.

En pratique
o k -
L=(m), izk, U=(af), «<j
ailr an - an 35'11) agg) T 35’,7:)1—1 3571)
ari ar ce a2n mo1 agg) 0oo ag",),d agr;))
. 5
anl an2 ann mp1 Mp2 Mp n—1 ag’;,)
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Analyse des erreurs

Sensibilité aux erreurs des données

Certains problemes linéaires sont mal conditionnés.
Une petite perturbation des données entraine une grosse variation de la solution.
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Analyse des erreurs

Sensibilité aux erreurs des données

Certains problemes linéaires sont mal conditionnés.

Une petite perturbation des données entraine une grosse variation de la solution.
Exemple :

Considérons le systeme

51 30 50 X1 1
102 59 100 X2 =10
152 90 149 X3 4
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Analyse des erreurs

Sensibilité aux erreurs des données

Certains problemes linéaires sont mal conditionnés.

Une petite perturbation des données entraine une grosse variation de la solution.
Exemple :

Considérons le systeme

51 30 50 X1 1
102 59 100 X2 =10
152 90 149 X3 4

Solution :x = (—928)7.
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Analyse des erreurs

Sensibilité aux erreurs des données

Certains problemes linéaires sont mal conditionnés.

Une petite perturbation des données entraine une grosse variation de la solution.
Exemple :

Considérons le systeme

51 30 50 X1 1
102 59 100 X2 =10
152 90 149 X3 4

Solution :x = (—928)7.
Petite erreur dans la matrice :

50.99 30 50 X1 1
102 59 100 xx |=| 0
152 90 149 X3 4
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Analyse des erreurs

Sensibilité aux erreurs des données

Certains problemes linéaires sont mal conditionnés.

Une petite perturbation des données entraine une grosse variation de la solution.
Exemple :

Considérons le systeme

51 30 50 X1 1
102 59 100 X2 =10
152 90 149 X3 4

Solution :x = (—928)7.
Petite erreur dans la matrice :

50.99 30 50 X1 1
102 59 100 xx |=| 0
152 90 149 X3 4

Nouvelle solution x = (—2.91 1.94 1.83)"
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Normes matricielles

Définition

On dit que ||x|| est une norme vectorielle si les axiomes suivants sont satisfaits.
@ ||x]| > 0 pour tout x # 0 et ||x|| = 0 implique x =0
o [Ix+yll < IIxIl + iyl
o |lax|| = |a|||x]| pour tout @ € R
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Normes matricielles

Définition

On dit que ||x|| est une norme vectorielle si les axiomes suivants sont satisfaits.
@ ||x]| > 0 pour tout x # 0 et ||x|| = 0 implique x =0
o [Ix + yll < lIxIl + Iyl
o |lax]|| = |a|||x]|| pour tout & € R

Définition
On dit que ||A|| est une norme matricielle si les axiomes suivants sont satisfaits.
@ ||A]| > 0 pour toute A # 0, et ||A|| = 0 implique A=10
o 1A+ BIl < [IA]l + 1B
o ||aA| = |a|||A|| pour tout « € R
Si de plus, les deux axiomes supplémentaires suivants sont satisfaits
o [[Ax]| < J|Allix]
o [|ABI| < [IAllB]

alors on dit que la norme matricielle ||A|| est compatible avec la norme vectorielle ||x||.
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Normes matricielles : exemples
4 normes matricielles les plus courantes
o [|Allx = maxicjcn 2014 i
o ||A]|2 = (valeur propre maximum de AT A)Y/2

o [|Allec = maxi<i<n 274 |ayl

1/2
o IAlle = (X7, lasF)
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Normes matricielles : exemples
4 normes matricielles les plus courantes

o ||Allx = maxi<j<n >, |ai]

o ||A]|2 = (valeur propre maximum de AT A)Y/2

0 [[Alloc = maxi<i<n D7 |aj

1/2
o IAlle = (X7, lasF)

Exemple

Al = max{1+4+7,24+5+8,3+6+9} =18,
|All2 = max{val. propre de AT A}*/?

= max{0,1.07,16.85} ~ 16.85
|Alloo = max{l+2+3,4+5+6,7+8+9} =24
JAlF=v1+4+9+16+ -+ 81 ~ 16.88.
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Effet des perturbations sur les données

Nombre de conditionnement

K(A) = |AlIIATY
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Effet des perturbations sur les données

Nombre de conditionnement

K(A) = |AlIIATY

Proposition

Soit A € R"™" une matrice non singuliere, b € R" et la solution x € R” de Ax = b. On
peut borner I'erreur relative faite sur x, lorsque I'on résout Ax = (b + db) au lieu de
Ax = b, par

Iéxll 135l
A
EIRALE
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Effet des perturbations sur les données

Nombre de conditionnement

K(A) = |AlIIATY

Proposition

Soit A € R" " une matrice non singuliere, b € R" et la solution x € R" de Ax = b. On
peut borner I'erreur relative faite sur x, lorsque I'on résout Ax = (b + 0b) au lieu de
Ax = b, par

Iéxll 135l
A
EIRALE

Proposition

Soit A € R"™ " une matrice non singuliére, b € R" et la solution x € R" de Ax = b. On
peut borner I'erreur relative faite sur x, lorsque I'on résout (A + dA)x = b au lieu de
Ax = b, par

[[6x]] (A )H5A||
FE [IAll

v
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Exemple de matrice mal conditionnée

51 30 50
A= 102 59 100
152 90 149
lAllo = 391
—209 30 50
Al = 2 -1 0
212 -30 -51
A" oo = 293

K(A) = 391 x 293 = 114563
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Exemple de matrice mal conditionnée

51 30 50
A= 102 59 100
152 90 149
lAllo = 391
—209 30 50
Al = 2 -1 0
212 -30 -51
A" oo = 293

K(A) = 391 x 293 = 114563

3 don =
X

_ 70 <28

T+ o] <
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Exemple de matrice mal conditionnée

51 30 50
A= 102 59 100
152 90 149
lAllo = 391
—209 30 50
Al = 2 -1 0
212 -30 -51
A" oo = 293

K(A) = 391 x 293 = 114563

beal = % ~25107°
e Jox]
X
— <28
[Ix +ox|| —
Or, on avait x =(—928)" et ox ~ (7 0.16)7
lox| . 9
— &~ — x0.75
x|l 12
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Erreurs d'arrondi dans I'élimination de Gauss

Proposition

Soit L = (my) et U = (é(kj.’)) les facteurs triangulaires calculés par I'algorithme
d’élimination de Gauss. Alors il existe une matrice E telle que L U est la décomposition
exacte de A+ E, c’est-a-dire

LU=A+E

Si I'on a utilisé une stratégie de pivotage (partiel ou complet) et une arithmétique en
virgule flottante avec un epsilon machine €y alors la matrice E est bornée par

IEllos < n’gnem|Alloo

~(K)
_T%P“
&= Tmax(ay]
1)
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Erreurs d'arrondi dans la résolution d'un systeme triangulaire

Proposition

Soit le systéme linéaire Lx = b ol la matrice L = (/;;) est triangulaire inférieure. Le
vecteur X calculé par substitution avant est la solution exacte du systeme triangulaire
perturbé

(L+dL)x=0b
ou la matrice de perturbation JL est bornée par
1
62100 < F D chymax|
i
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Changements d'échelle des équations

o Changement d’échelle d’une inconnue : x; = a;x;

o Changement d'unité du second membre : multiplication de la j¢ équation par f;

o Nouveau systeme : A'x’ = b" ol x{ = 2L cad D,AD1x" = Drb

ﬁl a1 X{

ﬁn Qp X,/,

Théoreme
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Changements d'échelle des équations

o Changement d’échelle d’une inconnue : x; = a;x;
o Changement d'unité du second membre : multiplication de la j¢ équation par f;

o Nouveau systeme : A'x’ = b" ol x{ = 2L cad D,AD1x" = Drb

/ by
B a X1 B
A =
/ b,
ﬂn Oén Xn 67’:1

Théoréme

Soient X et X' les solutions calculées des deux systémes Ax = bet (D2AD1)x" = D, b. Si
D et D, sont des matrices diagonales dont les éléments sont des puissances entieres de
la base du systeme de numération utilisé, de sorte que les changements d'échelles
n'introduisent pas d’erreurs d'arrondi, alors I'élimination de Gauss effectuée en
arithmétique a virgule flottante sur les deux systemes produira, a condition que I'on
choisisse les mémes pivots dans les deux cas, des résultats qui ne different que par leurs
exposants, et I'on aura exactement X = D; X'.
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Changements d'échelle des équations

o Changement d’échelle d’une inconnue : x; = a;x;
o Changement d'unité du second membre : multiplication de la j¢ équation par f;

o Nouveau systeme : A'x’ = b" ol x{ = 2L cad D,AD1x" = Drb

/ by
51 o1 Xq B

/ b
e X =i
ﬂn n n Bn

Théoréme

Soient X et X' les solutions calculées des deux systémes Ax = bet (D2AD1)x" = D, b. Si
D et D, sont des matrices diagonales dont les éléments sont des puissances entieres de
la base du systeme de numération utilisé, de sorte que les changements d'échelles
n'introduisent pas d’erreurs d'arrondi, alors I'élimination de Gauss effectuée en
arithmétique a virgule flottante sur les deux systemes produira, a condition que I'on
choisisse les mémes pivots dans les deux cas, des résultats qui ne different que par leurs
exposants, et I'on aura exactement X = D; X'.

Attention si les changements d'échelle induisent d'autres choix de pivots !
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Méthodes itératives

@ Dans certains cas, on a des systemes linéaires énormes mais trés creux

o Elimination de Gauss peu appropriée a cause du fill in :
Matrice initiale :

X X X X
X X

X X

X X

Taux de remplissage : %
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Méthodes itératives

@ Dans certains cas, on a des systemes linéaires énormes mais trés creux

o Elimination de Gauss peu appropriée a cause du fill in :
Aprés une itération de I'élimination de Gauss :

X X X X
X X X X
X X X X
X X X X

Taux de remplissage : potentiellement 100 %
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Méthodes itératives

@ Dans certains cas, on a des systemes linéaires énormes mais trés creux

o Elimination de Gauss peu appropriée a cause du fill in :
Apres une itération de I'élimination de Gauss :

X X X X
X X X X
X X X X
X X X X

Taux de remplissage : potentiellement 100 %

@ On voudrait conserver une matrice creuse et effectuer des opérations bon marché.
Exemple : multiplication matrice - vecteur.

@ Principe des méthodes itératives.
Probleme : ne converge pas toujours !
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Méthodes itératives : principe

Idée : utiliser la méthode de point fixe vue pour les systemes non linéaires !
On réécrit Ax = b comme

Qx = Qx—Ax+b (1)

Pour un choix judicieux de Q, le systeme (1),
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Méthodes itératives : principe

Idée : utiliser la méthode de point fixe vue pour les systemes non linéaires !
On réécrit Ax = b comme

Qx = Qx—Ax+b (1)

Pour un choix judicieux de Q, le systeme (1),

X(k+1) _ Q—l ((Q _ A)X[k) + b)

@ est facile a résoudre a chaque itération

o xU) converge vers la solution de Ax = b
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Méthodes itératives : convergence

le question : comment garantir la convergence ?

Proposition

Soit un systeme Ax = b dont la solution est X. Si on applique le processus (1) a partir
d'un point de départ x| I'erreur e := x) — x suit la regle

eW = (1 — Q7tA)e .
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Méthodes itératives : convergence

le question : comment garantir la convergence ?

Proposition

Soit un systeme Ax = b dont la solution est X. Si on applique le processus (1) a partir
d'un point de départ x| I'erreur e := x) — x suit la regle

eW = (1 — Q7tA)e .

@ Choix de la matrice Q :

@ Le mieux : Q = A (convergence en une itération) mais nécessite de résoudre le
systeme

@ On choisira @ proche de A
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Méthodes itératives : méthode de Jacobi

@ Premier type de systéeme facile a résoudre : systéemes diagonaux
Meéne a la méthode de Jacobi.

o Choix de la matrice diagonale : Q = D = diag(A)

o Résolution directe du systéme linéaire (en O(n))
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Méthodes itératives : méthode de Jacobi

@ Premier type de systéeme facile a résoudre : systéemes diagonaux
Meéne a la méthode de Jacobi.

o Choix de la matrice diagonale : Q = D = diag(A)
o Résolution directe du systéme linéaire (en O(n))
o x) = (1 = D7'A)XW + D7 1p

n . b
Xl(k+1) _ Z _ﬂxgk) + 2

a a
= 11 11
n—1
(k1) _ anj (k) b
Xp = - + —
. ann ann
Jj=1
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Méthodes itératives : méthode de Jacobi

@ Premier type de systéeme facile a résoudre : systéemes diagonaux
Mene a la méthode de Jacobi.

o Choix de la matrice diagonale : Q = D = diag(A)
o Résolution directe du systéme linéaire (en O(n))
o x) = (1 = D7'A)XW + D7 1p

n . b
Xl(k+1) _ Z _ﬂxgk) + 2

a a
= 11 11
n—1
(k1) _ anj (k) b
Xp = - + —
. ann ann
Jj=1

o Utilise exclusivement les valeurs calculées a I'itération précédente
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Méthodes itératives : méthode de Gauss-Seidel

@ Deuxiéme type de systéme facile a résoudre : systeme triangulaire
Meéne a la méthode de Gauss-Seidel
e SiA=L+D+U,onprend Q=L+ D
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Méthodes itératives : méthode de Gauss-Seidel

@ Deuxiéme type de systéme facile a résoudre : systeme triangulaire
Meéne a la méthode de Gauss-Seidel

e SiA=L+D+U,onprend Q=L+ D

o Systéme a résoudre : Qx(*Y) = (Q — A)x¥ + b

k
ail 0 0 0 X; +1)
a ax O 0 xék“)
a1 ax  as 0 Xé"“) _
danl an2 an3 e ann X,(,k+1)
K
0 —an —awz -+ —am Xl( : by
0 0 —ax3 -+ —aop Xz(k) by
0 0] 0 te —asn Xék) + b3
0 0 0 0 erk) bn
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Méthodes itératives : méthode de Gauss-Seidel
o Systéme a résoudre : Qx(“Y) = (Q — A)x¥) + b

ai 0 0 ce. 0 X§k+1)
a1 a» 0 - 0 xék“)
a1 ax a - 0 x§k+1) _
anl an2 an3 A dnn X,Sk'+1)
K
0 —a —aiz -+ —an Xl(k) b1
0 0 —as -+ —axn X9 by
0 0 0 ce —asn Xék) + bs
0 0 0 0 X b,

n

(k+1) a;j k  bh
X, = — — X + —
! 12:2: an ’ ai

J

XD = 32 G 52 b

a a2 a2

Jj=3
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Méthode de Gauss-Seidel

Si on écrit explicitement, on obtient finalement

n i b
O

a a
=2 11 11
a " a b,
k+1 21  (k+1 2j (k
g = Sl R 2
ax» — 922 ax»
Jj=3
a a "\ a b
k+1 il (k+1 ii—1 (k+1 ij (k i
X,»(”z—éxl(”—---—in(j)— Z ;ij( )4 2
aii aij P aijj ajj
Jj=i+1
n—1 3 b
k+1 nj (k+1 n
) = SN Sl
; ann ann
j=1
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Méthode de Gauss-Seidel

Si on écrit explicitement, on obtient finalement

n i b
O

a a
= 11 11
a “ a b2
k+1 21 (k+1 2j (k
x§+)_——x1(+)— —ij‘)+—
an — ax» ax
j=3
n
N WY . T Y I S Y
aii aii i ii
j=i+l
n—1 a2 b
k+1 j k+1
I SE- MU
N ann ann
j=1

Tres similaire a la méthode de Jacobi.
Mais on utilise a chaque calcul les valeurs déja calculées lors de |'itération courante!
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Accélération de la méthode

Dans certains cas, on peut accélérer la méthode en appliquant un facteur d’accélération
w bien choisi
Q=L+ wD.
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Accélération de la méthode

w bien choisi

w > 1 : surrelaxation

Dans certains cas, on peut accélérer la méthode en appliquant un facteur d’accélération
w < 1 : sous-relaxation

Q=L+ wD.
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Accélération de la méthode

Dans certains cas, on peut accélérer la méthode en appliquant un facteur d’accélération
w bien choisi
Q=L+ wD.

w > 1 : surrelaxation
w < 1 : sous-relaxation
Equivalent a
xkD) = (1- w)x(k) + wg(x(k))

ol g(x) correspond a I'itéré calculé par Gauss-Seidel.

Si w =1, correspond exactement a Gauss-Seidel.

Quentin Louveaux (ULg - Institut Montefiore) Introduction a I'Analyse Numérique 2009 26 /27



Conditions de convergence
Proposition

Si les valeurs propres )\; de | — Q@A sont telles que |\;| < 1 pour tout i, alors la méthode
itérative converge vars la solution x du systeme Ax = b pour tout point de départ x),
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Conditions de convergence
Proposition

Si les valeurs propres )\; de | — Q@A sont telles que |\;| < 1 pour tout i, alors la méthode
itérative converge vars la solution x du systeme Ax = b pour tout point de départ x),

Proposition

Soit M = (mj;) € R"*" une matrice qui a n vecteurs propres linéairement indépendants.
Alors, pour chaque i =1,...,n, il existe t € {1,...,n} tel que

n
X <D Imy
j=1

ou \; est une valeur propre de M.
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Conditions de convergence
Proposition

Si les valeurs propres )\; de | — Q@A sont telles que |\;| < 1 pour tout i, alors la méthode
itérative converge vars la solution x du systeme Ax = b pour tout point de départ x),

Proposition

Soit M = (mj;) € R"*" une matrice qui a n vecteurs propres linéairement indépendants.
Alors, pour chaque i =1,...,n, il existe t € {1,...,n} tel que

n
X <D Imy
j=1

ou \; est une valeur propre de M.

Proposition
On considére la systeme Ax = b. Si A est a diagonale dominante, c’est-a-dire si

> lagl < lail

JF#i

pour tout i =1,...,n, alors les méthode de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent pour
tout point de départ x(V).
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