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Introduction et motivation

Objectifs d’apprentissage

LL'étudiant sera capable de reconnaitre des problemes probabilistes simples
et les variables aléatoires correspondantes. Il pourra résoudre ces
probleémes et écrire les programmes informatiques appropriés.

Seule la théorie indispensable est introduite, apres qu’'elle ait été motivée
par des exercices.

Réeférences

http://www.montefiore.ulg.ac.be/“gribomon/cours/cours.html



Quatre problemes classiques

Ces problemes permettent d'appréhender concretement les notions
probabilistes.

Chacun d'eux est résolu de trois maniéres différentes.
Ils permettent aussi d'introduire les concepts théoriques nécessaires pour

la résolution fiable et systématique de problemes probabilistes plus
généraux.



Le probleme du casino

On propose a un casino une machine a sous dont le fonctionnement est le
suivant. Le joueur introduit sa mise. L'automate jette six pieces. S'il y a
trois Pile et trois Face, le joueur récupeéere trois fois sa mise. Sinon, il perd
sa mise. Cette machine est-elle intéressante 7

Nous allons étudier le probleme, ainsi que les suivants, par trois méthodes :
— Simulation informatique
— Recherche exhaustive (pour les trois premiers problemes)
— Analyse combinatoire (pour les trois premiers problemes)



Probleme du casino : simulation informatique

Tous les systemes de programmation comportent une fonction random(n) qui renvoie un
nombre choisi au hasard dans I'ensemble des naturels compris entre O (inclus) et n
(exclu). En codant Pile par 0 et Face par 1, des appels a random(2) permettent de
simuler des jets de piéeces et en particulier de simuler le comportement de ['automate. On
dispose d'un programme simulant une série de 300 parties; il renvoie le nombre de parties
gagnées par le joueur. On exécute dix fois le programme et on note les résultats suivants :

95,86,91,87,81,105,97,87,84,89.

Un seul joueur a gagné plus du tiers de parties et a réalisé un bénéfice.

Le jeu est favorable au casino, mais ‘“pas trop” ... ce qui évite le découragement
prématuré des joueurs.

Les joueurs ont remporté en tout 902 parties; la probabilité approximative de gain d'une
partie par le joueur est de 902/3000, c'est-a-dire 30.07 %.

On devine que plus le nombre de parties simulées est grand, meilleure sera
I'approximation.



Probleme du casino : recherche exhaustive

Le résultat d'une partie se représente par un “mot” de six lettres P (pour
Pile) et F (pour Face). On peut, par programme ou méme a la main,
écrire tous les mots possibles et compter ceux qui comportent trois fois

chaque lettre.

Il y a 64 mots possibles, dont 20 comportent trois occurrences de P et
trois occurrences de F.

La probabilité exacte de gain d'une partie par un joueur est donc de
20/64, soit 31.25%.



Probleme du casino : analyse combinatoire

On sait que le nombre total de mots de n lettres écrits avec un alphabet
de p lettres est p™. Dans notre cas, n =6 et p = 2, d'ou ce nombre total
est 2% = 64.

Le nombre de moyens de choisir trois positions (pour placer des F, par
exemple) dans un ensemble de 6 positions est Cg’ = 20.

On retrouve le résultat précédent 20/64 ou 31.25 %.



Probleme du tricheur
Deux joueurs s'affrontent a pile ou face en utilisant des pieces d'or.
Chaque joueur a son tour fournit la piece, qui est acquise au gagnant.

A |la fin de |la partie, durant lagquelle 1 000 piéces ont été lancées, le
perdant observe qu'il a perdu 643 a 357 (I'écart est donc de 286). Il
affirme alors qu’une perte aussi sévere ne peut étre due au hasard.

Que penser de cette affirmation ?



Probleme du tricheur : simulation informatique

Un programme simule le jet de mille pieces et renvoie I'écart entre les
nombres de P et de F. Dix exécutions fournissent les résultats suivants :

32.56,4,6,22,20,62,16, 10, 28.

Le plus gros écart observé, 62, est loin d’'atteindre 286, c'est suspect!

Un second programme appelle m fois le premier et fournit le plus gros
écart observé lors des m parties.

Un appel avec m = 1000 fournit 112 ; un appel avec m = 10000 fournit
138 ... on est loin du compte! La probabilité d’'obtenir un écart de 286
semble nettement inférieure a 1/10000 ; la tricherie est donc
extrémement probable!



Probleme du tricheur : recherche exhaustive

MEme avec un ordinateur puissant, écrire tous les mots de 1 000 lettres sur
'alphabet {F,P} est impossible car 21900 est un nombre bien plus vaste
que le nombre estimé de particules élémentaires dans l'univers observable !

Le nombre 21000 comporte 302 chiffres: le nombre de particules élémentaires dans
I"'univers observable n'est évidemment pas connu mais selon les estimations des
astrophysiciens, il comporterait entre 80 et 95 chiffres ‘seulement’ .
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Probleme du tricheur : analyse combinatoire
Le nombre total de parties distinctes est 21000

Le nombre de parties comportant exactement ¢ fois Pile (et donc,
1000 — ¢ fois Face) est A = Cj 5qp-

Pour que |'écart soit de 286 ou plus, il faut que 1 <357 ou 7 > 643 ; le
nombre de parties “extréeémes’ est donc

357 _ 1000 357 )
= 3> Clooo+ X Cloogo = 22(31000
1=0 1—643

LLa probabilité d’'une partie “extreéme” est le quotient du second nombre B
(qui comporte 283 chiffres) et du premier A (qui en comporte 302). Cette
probabilité est donc infime : environ 1.141 1019, soit pas plus que la
probabilité de gagner au rang 1 a Euromillions deux fois consécutives!

LLa tricherie est donc quasi certaine.
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Probleme de la compeétition 1

Compétition entre les équipes de M. Lerond (17 membres)
et de Mme Lacroix (13 membres).

Résultat du concours, représenté par un 17-13-mot :
O 0O X 00X X O0X 000X O00XO0O0O0O0O0OXOOXKXOXIOXIXXIXO
Qui a gagné 7

Score de Wilcoxon : des 17 x 13 = 221 "duels’ simultanés,
les Ronds en remportent 133 et les Croix en remportent 88.

[score des Croix : (+ 11112358 10 13 14 14 15)]
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Probleme de la compéetition 11
La victoire des Ronds (133-88 : écart de 45) est-elle significative ?

Un score est temporairement dit extréme si |'écart est de 45 au moins;

il est dit équilibré si I'écart est de 44 au plus.
Si la proportion de scores extréeémes est faible, on peut penser que la

victoire de M. Lerond est significative; sinon, on est tenté de croire qu’elle
est due au hasard.

13



Compétition : simulation

Un programme construit un 17-13-mot au hasard et calcule son score de
Wilcoxon. On constate que, assez frequemment, ce score est extréme,
c'est-a-dire que |I'écart entre I'équipe gagnante et |'équipe perdante est de
45 au moins.

Essais : en appelant le programme

— dix fois, on obtient deux scores extrémes ;

— cent fois, on obtient 43 scores extrémes;

— mille fois, on obtient 361 scores extrémes.
Une probabilité estimée a 36.1 % n’est en rien négligeable.
LLa victoire des Ronds est ‘statistiguement non significative’ .
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Compeétition @ recherche exhaustive

Un programme génere I'ensemble des 17-13-mots et calcule les scores
correspondants; il y a exactement 119759 850 mots, parmi lesquels
43433 256 donnent lieu a des scores “extrémes’.

Les scores “extrémes’ se produisent fréguemment ; ils ne méritent pas
leur nom et ne sont donc pas réellement significatifs. Mme Lacroix peut

ainsi prétendre que la victoire de M. Lerond est due au hasard.

Le rapport 43433256 /119759850 équivaut a 36.27 %

15



Compeétition : analyse combinatoire 1

Méthode exhaustive : impraticable des que n et p deviennent assez
grands : le nombre de n-p-mots devient énorme.

Analyse combinatoire : solution simple et générale.

On définit la fonction numérique w a trois arguments : w(n,p,7) est le
nombre de n-p-mots dont le score de Wilcoxon est ¢ pour les Croix (et
donc np — ¢ pour les Ronds).

— w(n,p,i) =0sii<0oui>np,
— w(n,0,0) =1=w(0,p,0);

w(n,p, Z) — w(n7p7 np — 7’) — ’w(p,n, Z) — ’lU(p,’I’L, np — 7’) (SymétrieS).
np
p

— Z';Ow(n,p,i) = CZ—H@ = Cn—l—p
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Compétition : analyse combinatoire 11

Comment calculer les valeurs non triviales w(n,p,7) i n,p >0, 0<i<np?

Un n-p-mot de score ¢ (pour les Croix) commence par x ou par o.
Dans le premier cas, le suffixe est un n-(p — 1)-mot de score i — n et dans
le second, un (n — 1)-p-mot de score 7; on a donc, si 0 <7 < np,

w(n,p,z) — w(n,p— 177’ _n) —|—?,U(7’L T 17p77’)

et la fonction w se tabule par *“couches” indexées, la couche d'index r

contenant les éléments w(n,p,i) tels que n + p = r. On observe que les
éléments de la couche r s'obtiennent facilement a partir de ceux de la

couche » — 1.
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Phénomenes aléatoires continus

Les trois premiers probléemes concernaient des phénomenes aléatoires
discrets, dont chaque occurrence peut €tre représentée par un nombre
entier. Un jet de piece peut étre représenté par exemple par 0 (Pile) ou 1
(Face) ; le jet d'un dé par un nombre de 1 a 6; le score de Wilcoxon d'un
17-13-mot par un nombre entre O et 221.

L'issue de certains phénomenes aléatoires est représentée plutot par un
nombre réel, par exemple la taille d'un individu choisi au hasard dans une
certaine population, ou |la durée de vie d'une lampe d’'un certain type, etc.

On peut étudier de tels phénomeénes par simulation informatique, en
utilisant une fonction random sans argument qui renvoie un nombre
quelconque r dans l'intervalle semi-ouvert [0 : 1[. On suppose qu’'a chaque
appel, la probabilité que le nombre renvoyé soit dans le sous-intervalle

[a : b] (avec 0 <a <b < 1) est exactement b — a.
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Test du géneérateur aléeatoire 1

On se propose de tester le fait que, dans un systeme donné, random Se
comporte conformément a ses spécifications, résumeées en |la distribution
de probabilité et |la fonction de répartition.
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Test du géneérateur aléatoire II

Fonctions de répartition correpondant a des ensembles de n = 4 et
n — 8 nombres issus du générateur aléatoire. Les abscisses des sauts
correspondent aux n nombres ; les ordonnées sont les nombres k/n
pour k=20,1,...,n.

Piecewise function sampling Piecewise function sampling

1.2 : : - : 1.2 ‘ —
"a4.data" using 1:2 "a8.data" using 1:2
F(x) F(x)
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 | 0.2
0 ‘ 0 (
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8

On observe que ces fonctions de répartition approximent grossierement la
fonction de répartition théorique.
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Test du géeneérateur aléeatoire III

L'approximation devient meilleure quand n augmente (ici, n = 30 et

n = 100).
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Un probleme continu simple 1

On voudrait obtenir un générateur de nombres aléatoires (toujours
uniformément répartis) compris entre 0 et 2. Une solution évidente
consiste a doubler les valeurs fournies par random. Quelgqu’un propose de
plutdot additionner deux a deux les valeurs fournies par random. Est-ce
acceptable ? La simulation avec 100 paires de nombres fournis par random
semble indiquer que non, ce gqu’'une nouvelle simulation avec 300 paires
confirme :

Piecewise function sampling Piecewise function sampling

1.2 : 1.2

——— "b100.data" using 1:2 ——— "p300.data" using 1:2
F(x) F(x)
1 — 1
e S
0.8 T 08 et
0.6 Hjﬁ 0.6 /
Eﬁ %

0.4 = 0.4 ”;/J

| J/ | //
0.2 — 0.2 /

ij //
0 : 0
0 0.5 15 2 0 0.5 15 2
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Un probleme continu simple 1II

En anticipant sur une étude théorique : la somme de deux variables
aléatoires indépendantes uniformément distribuées sur [0 : 1] n'est pas
uniformément distribuée mais admet |la distribution de probabilité et la
fonction de répartition ci-dessous

Piecewise function sampling Piecewise function sampling

1.2 ‘ ‘ ‘ 1.2 ‘ : :
X<1?x:2-X X<1?2X*%/2:2*-x*x/2-1

1 1 o
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
O . 2 0 . 2 ///

0 0 o

0 0.5 15 2 0 0.5 15
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Un probleme continu simple III

Ceci est bien en accord avec les simulations :
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Bilan : besoins en théorie

— Vocabulaire des probabilités;

— Analyse combinatoire (probléemes discrets) ;

— Analyse mathématique (problemes continus) ;

— Distributions de probabilité (théoriques et expérimentales) ;
— Fonctions de répartition (théoriques et expérimentales) ;
— Liens entre théorie et expérimentation/observation.
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VVocabulaire des probabilitées 1

LL'étude de tout phénomene aléatoire présuppose un espace, c'est-a-dire
un ensemble dont les éléments représentent les issues possibles du
phénomene. L'espace peut étre {P, F'} (jet d'une piece), ou I'ensemble des
mots de six lettres, ou de mille lettres, sur I'alphabet {P, F'} (probleme du
casino, probleme du tricheur), ou I'ensemble des 13-17-mots de Wilcoxon
(probléeme de la compétition).

Chaque sous-ensemble de I'espace est un éevénement. Par exemple, dans le
probleme du casino, I'événement “gain du joueur” est un sous-ensemble
de taille 20 d'un espace comportant 64 éléments.

La probabilite d'un événement est (souvent) le rapport de la mesure de
I'’événement par rapport a la mesure de l'espace, ou simplement |la mesure
de I'événement si on suppose que la mesure de |'espace est 1.
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VVocabulaire des probabilités 11

Un événement est un ensemble : on peut utiliser les opérations
ensemblistes (intersection, réunion, différence, complémentation) pour
définir des événements compliqués a partir d’événements simples.

LLes espaces évoqueés jusqu'ici sont finis et les événements élementaires
(correspondant a des singletons) ont été supposés equiprobables; ce sera
souvent le cas en pratique pour les espaces finis, avec un grand avantage :
les problemes de probabilités se rameénent a des problemes d'analyse
combinatoire.

Si I'espace est infini, dénombrable ou non, cet avantage disparait.
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VVocabulaire des probabilitées III

A chaque événement FE est associée une probabilite, notée P(FE). Quelles
conditions impose-t-on a la fonction P 7 On souhaite que P(F)
corresponde a la fréquence de E, censée converger quand le phénomeéne se
répete. On observe une telle convergence en pratique mais il est délicat de

I'exiger d'emblée. Cependant, on peut exiger ceci de toute notion de
probabilité :

— 0 P(E)< 1T,

— si les E; sont mutuellement exclusifs, deux a deux disjoints,
alors P(UZ-EZ-) =Y, P(E;);

— si S est I'espace entier, alors P(S) = 1.

Conséquences (a démontrer) :

— Si Fq{ C FE», alors P(E1) < P(E>»);
— P(@) =0, P(E)=1- P(E);
— P(E1UE») = P(E1) + P(E2) — P(E1N Ey).
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Vocabulaire des probabilitées 1V

LL'étude d'un phénomeéne aléatoire peut donner lieu a l'introduction de
diverses variables aléatoires, dont la valeur (souvent numérique) dépend
fonctionnellement de la réalisation du phénomeéne (exemples du casino et
du tricheur). Plutdt que d’étudier séparément chaque variable aléatoire,
on peut développer une théorie qui permettrait, a partir des propriétés
(évidentes) du phénomene “jet d'une piece”, d'obtenir les propriétés des
v.a. correspondant au jet de six ou mille pieces, ou a la variable “nombre
d’essais nécessaires pour obtenir deux fois Face’, etc. Cela implique
I'étude des probabilités conditionnelles.
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Analyse combinatoire 1

Il s’agit de I'art (science, technique, ...) de dénombrer des ensembles,
finis mais souvent trés grands, sans devoir énumeérer les éléments. Cette
branche des mathématiques comporte des techniques difficiles mais nous
n'aurons besoin que de techniques faciles dans le cadre de ce cours.

La taille de I'ensemble A x B est le produit des tailles des ensembles A
et B: |AXx B|=|A|.|B]|.

Un premier résultat de base concerne les permutations : un ensemble de n
éléments comporte n! permutations.

Un second résultat de base concerne les combinaisons : un ensemble de n
éléments admet C% sous-ensembles de p éléments (on suppose 0 < p < n),

avecC
p_ n . n!
o = (p ) ~ pl(n—p)!
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Analyse combinatoire 11

Le second résultat découle du premier : si on coupe une permutation en
un préfixe de taille p et un suffixe de taille n — p, on détermine un
sous-ensemble de taille p, en considérant que les éléments du préfixe sont
ceux du sous-ensemble. Cependant, chaque sous-ensemble est obtenu
pl(n — p)! fois, puisque le préfixe peut étre ordonné de p! maniéres
différentes et le suffixe de (n — p)! manieres différentes.

Ces résultats peuvent aussi se demontrer par récurrence. Notamment, a
partir d'une permutation d'un ensemble E de n éléments, on obtient n+ 1
permutations de I'ensemble F U {x} de n 4+ 1 éléments, puisque = peut
s’'insérer de n + 1 maniéres difféerentes. Cela correspond a

(n+ 1)!=n'(n+1).
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Analyse combinatoire III

Quelques résultats importants sur les combinaisons (ou coefficients
binomiaux) :

Cl=Cll=1, Ch=Cp P,
Sio<p<n, alors Ch=CP_, 4+ CP_1.

. p p—1, .
Si0<p<mn,alors Cp =nC__7/p;

(1+2)" = z”: ChaP.
=0
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Analyse combinatoire IV

Comptage de parentheéses, de groupements, d’'arbres . ..

((0)»  0) 000 O OO0)

((ab)c)d  (a(be))d  (ab)(cd) a((be)d) a(b(cd))

PO N SN

http://en.wikipedia.org/wiki/Catalan_number

33



Analyse combinatoire V
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Analyse combinatoire VIII

—1
C,=C8 —Ci-1
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Analyse combinatoire IX

Exercices :

C, = an/(n—l- 1);

CO = 1, Cn—l—l = (4n+2)C,/(n+2);

Cn—l—l — Z:O CiCn—i'
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Analyse combinatoire X

S'il existe des billes de n couleurs, C% est le nombre de possibilités de
composer un sac de p billes de couleurs deux a deux distinctes.

Si on autorise les répétitions de couleurs, le nombre de possibilités,
noté KP  devient

Cn—l—p 1 = Cn—l—p 1-

En effet, un sac de billes peut étre représenté par une chaine de bits
comportant p ‘0" (les billes) et n—1 ‘1’ (les séparateurs), le nombre de ‘0’
précédant immédiatement le :eme ‘1’ représentant le nombre de billes de
la i&€me couleur. (NB. On n'impose plus p < n.)

Le nombre K% est aussi le nombre de listes de naturels de longueur n
dont la somme vaut p, ou encore le nombre de solutions dans N de
I"'équation x1 +--- 4+ xp =p. Si On impose que chaque x; soit non nul (ce
qui implique p > n) le nombre de solutions est Kp_ = C C
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Analyse combinatoire XI

Le nombre de maniéres de répartir un ensemble de n objets (distincts) en
p groupes de tailles respectives ni,...,np (aveCc n =ny 4+ --- 4+ nyp) est
donné par les coefficients multinomiaux :

N1,.-sNp n!
er —

La démonstration directe est évidente ; on peut aussi développer la relation

ni,... n1 no
n ’ C’I’L Cn ’nl y
elle aussi évidente.
. : : - ~kn—k
Le cas p = 2 correspond aux coefficients binomiaux; Cp, est

simplement abrégé en Cﬁ.
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Analyse combinatoire XII

De combien de maniéres peut-on répartir un ensemble de n objets
(distincts) en p groupes (non vides) ? Les nombres D(n,p) vérifient
clairement ceci :

D(n,0) =0 [n>0], D(n,n)=1;
D(n,k) = Dn—1,k—1)+kD(n—-1,k) [n>k > 0].

ce qui permet un calcul facile.

Quel est le nombre B,, de partitions d'un ensemble de n objets? On a :

n
Bo=1, B, = Y D(n,k) [n>0].
k=1

n n

Bo=1, Bop1 = > CkB, , = > CkB,.
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Principe d’'inclusion-exclusion 1

La formule P(E1 U E>) = P(E1) + P(E>) — P(E1 N E>) se généralise a un
nombre quelconque d'événements. On a par exemple
P(E1UEy U E3) = [P(Eq1) + P(E2) + P(E3)]

— [P(E1NE2) + P(E1NE3)+ P(EyN E3)]
+ P(E1NE>NE3).

Les diagrammes de Venn rendent ces formules ‘‘graphiquement évidentes’ .
La forme générale peut s'écrire :

P(E1UE>U---UEp) = [P(E1) + -+ P(ER)]
— [P(E1NE2)+P(E1NE3)+ -+ P(Ey_1N Ep)]
+ [P(E1NE;NE3)+ -+ P(E,_2NE,_1NEy)]

— (=D)"*"P(E1NE>nN---NEy).

On observe que, dans le membre de droite, la eme ligne comporte C;Ll
termes ; elle est positive si ¢ est impair et négative si ¢ est pair.
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Principe d’inclusion-exclusion II

LLa preuve par récurrence sur n est facile mais laborieuse a cause des
notations, aussi, plutdt que de traiter le cas inductif général (passage de n
a n-+ 1) on montre seulement le passage de 2 a 3 :

P(E1UE>;UE3) = P(E1UE>) + P(E3) — P((E1UE2) NE3) =
P(E1) + P(Ez) — P(E1 N Ez) + P(E3) — P((E1NE3)U(ExNE3)) =
P(E1)+P(E2)—P(E1NE)+P(E3)—P(E1NE3)—P(E>2NE3)+P(E1NEXNER).
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Probabilités conditionnelles

P(A|B) = P(ANB)/P(B); P(B)P(AIB) = P(ANB).
P(E1NE>N---NER) = P(E1)P(E2|E1)P(E3|E1NER) - P(Ep|E1N---NEL_1) .

P(E) = P(E|F)P(F) + P(E|F)P(F) .
Si les F; partitionnent |I'espace,

P(E) = 3" P(E|F)P(F).
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Formule de Bayes

Si les F; partitionnent S, alors

P(E) = Y. P(E|F)P(F).

On en déduit la formule
P(Fj NE) . P(E|Fj)P(Fj)

P(Fj|E) =

Evénements indépendants
E et I indépendants si P(ENF) = P(E)P(F).

Dans ce cas, P(E|F) = P(E), P(F|E) = P(F).

P(E) S P(E|F)P(F)
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Les trois cartes

Trois cartes : une a deux faces rouges, une a deux faces noires et une a
une face de chaque couleur. Une carte est choisie au hasard et posée. On
note une face rouge. Quelle est la probabilité que |I'autre face soit noire ?

P(RB|IR) = P<§38R>

. P(R|RB)P(RB)
— P(R[RR)P(RR)+P(R|RB)P(RB)+P(R|BB)P(BB)
— 73

3123103

1
1
3
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Distributions de probabilité, cas discret 1

Variables aléatoires, points relatifs au jet d'un et de deux dés.
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Distributions de probabilité, cas discret 11

Variables aléatoires, points relatifs au jet de cing ou de dix dés.
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Distribution binomiale (Bernoulli)
Elle dépend de deux parametres, n et p.
Probabilité de succeés d'un essai : p.

Nombre de succes en n essais indépendants : X

P(X =i) = Cip'(1—p)"".

L'expression “distribution de Bernouilli” est employée pour le cas n=1;
Onaalors P(X=0)=1—-pet P(X=1)=np.
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Distribution de Poisson 1
“Evénements rares”
)\'L'
P(X =i) = e_>‘_—|.
1!

X désigne par exemple le nombre d’'accidents par an sur telle route, si en
moyenne ce nombre est A\, le parametre (réel positif) de la distribution.

Additivité. Si X et Y sont indépendantes et admettent des distributions de
Poisson de parametres respectifs A et u, alors X 4+ Y admet une
distribution de Poisson de parametre \ + u.
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Distribution de Poisson

Parametre 1.5 et parameétre 4
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0.3

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

I1

0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

10

51

12




Distribution de Poisson III

Parametre 8 et parametre 30
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Produit de convolution de distributions

Si deux variables aléatoires indépendantes X et Y admettent les
distributions de probabilité f et g, alors la variable aléatoire X 4+ Y admet
la distribution de probabilité h = f x g (produit de convolution). Dans le
cas particulier ou les distributions fxy et gy admettent pour support
I'ensemble des naturels, avec P(X =n) = f, et P(Y =n) = gn, ON a
P(X+Y =n) = h, avec

n
hp = Z fign—i -

1=0
LLa preuve est immeédiate. Ce résultat permet de prouver facilement
I'additivité de la distribution de Poisson.
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Espérance mathéematique et moyenne 1

Définition.
1

Binomiale, parametres n et p. L'ensemble des valeurs possibles de X est
{0,...,n}; P(X =1i) est C} p*(1 —p)" .

E[x] = Y iCLp(1—p)" " = np.
1=0
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Espérance mathematique et moyenne II

E[f(X)] = > y;P(f(X) = yj)
J
=Yy > PX=u)

7 uf(x)=y;

=2 2 yPX =)
7 i f(x)=y;

=Y Y  [flz)P(X =ua)
7 i f(x)=y;

= Zf(wi)P(X = x;).

En général, E[f(X)] # f(F[X]) mais E[laX + b] = aFE[X] 4+ b.
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Espéerance mathematique et moyenne III

Binomiale, parametres n et p.

E[x* = Y CLpi(1 —p)"?
1=0

1=1
n :
= np Z Zk:—l C;Lz_ll pz—l(l . p)n—z
1=1
n—1 . . _
=np Y G+ IC A —p)n i
7=0

= npE((Y 4+ 1)¥=1) ou Y est binomiale de paramétres n — 1 et p.
En particulier,

E[X?] = np[(n — 1)p+ 1] = (np)? + np(1 —p).
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Espérance mathematique et moyenne 1V

Poisson, parametre A\

FE[X] = Zze >‘>\Z

)\z 1
= A Z e —
)\i—l
(%— 1)!

_AAJ

HM8 EM
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Espérance mathematique et moyenne V

Poisson, parameéetre A\

EXx?] =Y fz;Qe—N—l
i=0 v
00 )\i—l
= A e T —
& En
= A Z (J+1)e "—
j=0 J
= )\ L ]G_A.—l + Z €_>\—I
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Variance 1
var(X) = E[(X — E[X])?].
On a aussi, en posant E[X] = pu,

var(X) = E[(X — u)?]

Z(afz' — p)?P(X = ;)

— Z(m% — 2ux; + ,MQ)P(X = x;)

ZCEQP(X = ;) — Q/LZQBZP(X =x;)+u ZP(X = x;)
= B[X?] - 242 + 1
= E[X?] - (E[X])?.

L"écart-type est la racine carrée de la variance.
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Variance 11

El(aX 4+ b— au — b)?]
Ela?(X — pu)?]
a?B[(X — p)?]
a?var(X).

var(aX 4+ b)

Pour la distribution binomiale (parametres n et p) :

var(X) = E[X°] - (E[X])? = np(1—p).

Pour la distribution de Poisson (parametre \) :

var(X) = E[X?] - (E[X])? = ).
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Distribution geometrique 1

Séquence d’'essais indépendants, probabilité de succes de chaque essai : p.
Soit X, la v.a. correspondant au rang du premier succes. On a
P(X=1)=p, P(X=2)=(1-p)p, P(X =3) =(1-p)?p, etc.

P(X=n) = 1—p)" Ip; P(X>n) = (1—p)" L.

S n(l—-p)"lp

n=1

=Y (n-1DA-p)" o+ Y @-p"p
n=1 n=1

E[X]

_ (fj k(l—p)kp> +1
k=0

= (1—p><zoo k(l—p)klp) 41 = (1-p)EX]+1
k=1
d’'ou on tire

Blx] = ©.
p

61



Distribution geometrique 11

EX?] = Y n2(1-p)" 1p

n=1
=Y (n-1)°A-p)" p+ Y 2 -1D)A-p)" o+ Y @ -p"1p
n=1 n=1 n=1

@

= (i k2(1 —p)kp> + ( 2k(1 —p)kp) +1
k=0 k=0

= (1 -p)E[X?]+2(1 -p)E[X]+ 1
d'ou on tire
1—p
p?

2—p

E[X?] = .~ et var(X) =
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Distribution geometrique III

Parameétre 1/4 et parametre 2/3

0.3 ’ r r r r 0.8 r — '
geometric 1/4 —— geometric 2/3 ——
0.7
0.25
0.6
0.2
0.5
0.15 0.4
0.3
0.1
0.2
0.05
0.1
O | I 1 M 0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 1 0 1 2 3 4 5 6
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Distribution binomiale negative I

On généralise : X est la v.a. correspondant au rang du riéme succes.
—1 .
P(X=n) = C _1p"(1—p)"".

Une v.a. binomiale négative de parametres r et p est la somme de r v.a.
binomiales négatives indépendantes de parametres 1 et p, c'est-a-dire
de r v.a. indépendantes géométriques (pourquoi 7).

Attention, plusieurs définitions alternatives se trouvent dans la littérature.
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Distribution binomiale negative II

@)

BIxXM = Y oFCLTip (1 - p)"
— g Z—: nk_1C%pr+1(1 _p)n—r
_r Z (m — 1)k—lcfn p'r—|-1(1 p)m—(r—l—l)
pmzr—l—l
= “E[(v - D)

ou Y est une v.a. binomiale négative de parametres r 4+ 1 et p.
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Distribution binomiale neégative III

Pour Kk = 1 on obtient

E[X] = ~.
p

Pour £k = 2 on obtient

E[X2] = gE[Y—l] = ;(T_;l—l).

On en déduit

2
var(X) = 5<T+1—1>—<f> — r(l;p).

p p p p
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Distribution binomiale negative 1V

Parametre r : 4 et 10; parametre p : 1/4

0.08 e v 0.05 —— ~— r
binomial negative 4, 1/4 —— binomial negative 10, 1/4 ——
0.07
0.04
0.06
0.05 0.03
0.04
0.03 0.02
0.02
0.01
| |
O I | | 0 'l I |
5 10 15 20 25 30 10 20 30 40 50
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Distribution binomiale negative V

Parametre r : 30 et 100; parametre p : 1/4

0.025 ’ . r r r ‘ : : :
binorpial negative 30, 1/4 —— 0.012 binomial negative 100, 1/4 ———
0.02 0.01 ‘
0.015 _ - 0.008 ‘ ‘
: 0.006
0.01 | | ‘ ‘
0.004 |
0.005 ‘ ‘
‘ ‘ 0.002 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0
60 80 100 120 140 160 180 200 300 350 400 450 500 550
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Distribution hypergeometrique 1

Une urne comporte N billes dont m blanches et N — m noires. On tire n
billes ; soit X le nombre de billes blanches. On a, pour tout : compris
entre O et n,

Ci n—1
P(X =i) = - N=m,
CN

Convention : C]fb est nul si £ n'est pas compris entre 0O et w.
Les parametres sont n, N et m.

P(X = 1) est nul si la condition n — (N —m) <7< min(n,m) n'est pas
respectée.
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Distribution hypergeometrique II

n Cz n—1
Elxk = Y Gk Nom
i=0(1) N
1—1 n—1
N =1 CR—4
1 J n—1—j
— @nz ( | 1)k—1cm—1CN—m

N J C?”L—l

7=0 N—-1

= P + DR

ou Y est une v.a. hypergéométriqgue de parametres n—1, N —1 et m — 1.

70



Distribution hypergeometrique III

Pour Kk = 1 on obtient
nm

BlX] = =

Pour £k = 2 on obtient

5, __ nm _mm ((n—1)(m—1)
EX = gV +1l = 3 ( N -1
On en déduit
nm({(n—1)(m—1) nm

En posant p = m/N, cela se récrit en

var(X) = np(1—p) (1— ”_1> |

+1).
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Test exact de Fisher 1

Chez X patients ayant subi le traitement I,

on a observé A succés et B échecs, et

chez Y patients ayant subi le traitement 1I,

on a observé C succes et D échecs.

(On a naturellement A+ B=X etC+D=Y;
on pose N=X+Y.)

Peut-on, en fonction de A, B, C et D, mettre en évidence une

différence statistiquement significative entre les traitements I et I 7
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Test exact de Fisher I1

Pour répondre a cette question, on va, selon |I'expression consacrée,
“tester I'hypotheése nulle (Hp)", et déterminer dans quelle mesure la
situation observée, représentée par la matrice (ég), suggere

statistiquement le rejet de Hy. On note S le nombre de succes et E le
nombre d'échecs; onadonc S+ E=X+Y =N,S=A+4+Cet E= B+ D.

Si réellement le choix du traitement n'a pas d’'influence sur la proportion
de guérisons, la matrice (ég) est une variable aléatoire correspondant a
I'expérience du tirage exhaustif de X = A 4+ B boules hors d'une urne
contenant S = A+ C boules blanches et E = B + D boules rouges; les
malades ayant subi le traitement I correspondent aux boules sorties de
lI'urne, et la guérison correspond a la couleur blanche.
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Test exact de Fisher III

La loi de distribution hypergéométrique s'appligue donc ici et on a

A ~C A C
(ABy _ Cx Cy  C4iBCchnp
N A+B+C+D
On pourrait tout aussi bien poser que les malades ayant subi le
traitement I correspondent aux boules blanches, et la guérison au fait

d’'étre sorti de l'urne. On aurait alors

A ~B A B
(ABy _ CsCe  C4icCgip
N AL BFO+D

On note que, nécessairement

max(0,S —Y) < A< min(S,X).
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Test exact de Fisher 1V

Ces deux modeles sont naturellement équivalents. En choisissant le
premier, on reconnait (pour la variable A) la distribution
hypergéométrique de parametres n, N et m :

Ci,Chi
P(A=1i) = T,
CN

a condition de choisirn=S=A+C et m = A + B.

Exemple. On a N = 28 patients, dont X = 11 subissent le traitement I et
Y = 17 subissent le traitement II; on obtient S = 7 réponses favorables et
21 échecs. Il y a huit répartitions possibles des succes; la répartition

observée est A = 4, c'est-a-dire (3 14) Que peut-on en penser?

Clairement, le traitement I a été plus favorable (taux de succés 4/11) que
le traitement II (taux de succes 3/17).
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Test exact de Fisher V

0.35 _
Fisher’s exact test =
0.3 SR S—

0.25

0.2

0.15

0.1

0.05

0
; 011 110 29 38 47 56 65 74
Matrice 710 611 512 413 314 215 116 017
Probabilité (%) 1.64 11.50 28.74 33.17 1895 5.31 0.66 0.03
Cumul (%) 164 13.14 41.88 75.05 94.00 99.31 99.97 100.
Cumul inverse (%) | 100. 98.36 86.86 58.12 24.95 6.00 0.69 0.03
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Test exact de Fisher VI

4 7
314

significatif pour le traitement I puisque, a supposer que les deux
traitements soient identiques, un tel “avantage’” apparaitrait dans pres de
25 % des cas/|

On constate que la situation ( ) est loin d'indiquer un avantage

En fait, seuls les résultats extrémes (615 156) et (g 147) auraient permis de

conclure a un avantage statistiqguement significatif du traitement I; a

I'inverse, seul le résultat (3 13) aurait indiqué un avantage significatif du

traitement II.

Cependant, des données plus abondantes (par exemple cing fois plus
nombreuses) permettent de tirer plus facilement une conclusion.
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Test exact de Fisher VII

~ Fisher’s exact test

La matrice (g 174) n'était pas significative (o = 24.95 %) mais la matrice
(fg 38) est significative (a = 1.12%).
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Espérance et variance d’une somme de v.a.

L'espérance d'une somme de variables aléatoires vaut la somme des
espérances des variables aléatoires (méme si elles ne sont pas
indépendantes).

E[ZXZ'] = ZE[Xi] :

Ce résultat, admis sans démonstration, est déja connu dans divers cas
particuliers. On admet aussi que si les variables aléatoires sont
indépendantes,

var[  X;] = ) var[X;].
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Variables aléatoires réelles

Les variables aléatoires discrétes prennent leurs valeurs dans un ensemble
(espace) fini ou dénombrable, souvent (assimilable a) un ensemble de
nombres entiers. Les variables aléatoires continues prennent leurs valeurs
dans un ensemble non dénombrable, en général un intervalle (fini ou non)
de I'ensemble des nombres réels. Une v.a. continue X admet |la fonction f
comme distribution de probabilité si, pour tout sous-intervalle [a : b] de
|’'espace,

Pla< X <b) = /abf(a:)dx.

Nous nous limitons aux v.a. continues pour lesquelles une telle fonction f,
nécessairement positive, existe. La primitive de f, notée F', est la fonction
de répartition ; plus précisément :

F(z) = P(X <2) = P(X < 2) = /x F(u)du.

— 0
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Espérance, moyenne, variance

Définition.

F[X] = /+OO xf(x)dx.

—O0

Théoreme (sera démontré dans le cas particulier g(x) > 0).

—+ o0
BloX)] = [ g(@)f(x)de.

Définition.

var(X)

E[(X — E[X])?] = E[X?] - (E[X])?.
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Un lemme utile

Lemme. Si' 'Y est une v.a. réelle positive,

E[Y] = /O+OOP(Y > y)dy.

Démonstration. Si f est |la d.p. de Y,

/O+OO P(Y > y)dy = /O+°O ( /y e f(w)dm) dy

:/C)+OO (/mdy) f(a:)da:Z/O_l_ooxf(w)dCB:E[Y]-

0

Utile pour démontrer le (cas particulier du) théoréme précédent.
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Démonstration du (cas particulier du) théoreme

La fonction g est supposée positive.

By = [ P(o(X) > y)ay

- /O+OO </33:g(w)>yf(x>dw> W

g9(z)
a::g(a:)>0/0

= g(z)f(z)dw

x.g(x)>0

dyf(x)dz
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Variable aléatoire uniforme sur un intervalle
Sa d.p. f vérifie f(x) =1si0<x<1et f(x) =0 sinon.

Généralisation : v.a. uniforme sur [a : b] (a < b); sa d.p. f Vérifie
f(z) =3 sia<z<bet f(z) =0 sinon.

—+ 00 b
E[X]=/_OO a:f(x)de/a bfada:=b—|2_a
b2 2 2
E[X2]=/ x dazzb +ab—+ a |
a b—a 3
(b—a)?

var(X) = E[(X — E[X])?] = -
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Paradoxe
de Bertrand

Deux cercles concentriques, de rayons 1 et 2. Quelle est la probabilité
qu’'une droite coupant le grand cercle coupe aussi le petit ? Les droites
sont uniformément réparties.
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Variable aléatoire normale (ou gaussienne)

La distribution de probabilité normale, notée N(LL,JQ) est

1 2 2
_ —(x—p)</20
f@) \/ﬁae '

ou u et o2 sont des paramétres réels (o > 0).

Cette définition est acceptable car

86



Calcul de l'intégrale

Substitution y = (x — u) /o :

L /+ X e-m?/20%g, = L [T 22,
V2mo J—oo V2T J—o0

et

2
/"‘OO 6_y2/2dy _ /"‘OO /"‘OO 6_(x2+y2)/2dgjdy
—00 —oco0 J—o0

+oo 27 +o00
= /O /O e_r2/2rdrd0 = 27T/O re_r2/2dr = 27.
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Transformation linéaire

Si X est N(u,02), alors Y =
(a > 0; a <0 analogue.)

aX + b est N(ap + b,a?52).

Fy(e) = P(Y <2) = P(X< ™0 = Fx(" ).
@) = Six() = (- - ?/20%)

1
o VvV 2Tmao

exp{—(x —b— a,u)2/2(a0)2} :

Conséquence : il suffit d'étudier N(O,1).
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Calcul de la moyenne

Bz = [ xfy(a)da

@)

1 +oo
= —/ ze " /2dy
V21 J—o0
=0
La moyenne de N(0,1) est 0; la moyenne de N(u,o?) est pu.
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Calcul de la variance

var(Z) = E[Z?]
= —_127T _—:O 22e=%/2dy
1 2 +o0o o0 >
— = | _.—x7/2 —x</2
V2T ( e ]—oo T /—oo y dx)
1 00 2
— —x</2
—\/% (O + /_OO e da:)
=1
var(X) = o?var(Z) = o2

La variance de N(0,1) est 1; la variance de N(u,o?) est o2.
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Distribution exponentielle (v.a. réelle positive)

Parametre : réel positif \.
Distribution de probabilité : f(z) = e A%,

Fonction de répartition : F(z) = P(X <z) (z>0).

€T
/ e Udy
0

— _e—Au}x
0

— 1 e A"
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Calcul de la moyenne et de la variance

—+oc0
E[X"] = /O 2" Ae Mdg

o0
_xne—)\zc}'koo_l_/ najn—16—)\:1:(:121j
0 0
o0
= 0+ E/ A" leAMdy
AJO

= "plx"
X

Pournn=1etn=2o0n a:

1 5 2 2
EFlX| = —; ElX = —FlIX| = —
X] = (X% = TEIX] = 5
et donc
2 1\2 1
var(X) = — —(— = —
(X) A2 (A) A2
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Lol jointe pour deux v.a. discretes

Fonction de répartition jointe, distribution de probabilité jointe :

F(z,y) = P(X <zY <y), p(z,y) = P(X =2,V =y).

Distributions de probabilité marginales :

px(x) =PX =z)= )  p(z,y),
y:p(x,y)>0

py(y) =P =y)= >  p(zy).
x:p(x,y)>0
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Lol jointe pour deux v.a. discretes, exemple

(Sheldon Ross, A First Course in Probability.)
Une urne contient 3 boules rouges, 4 blanches, 5 noires;
trois boules sont tirées au hasard; X,Y : nombres de rouges, de blanches.

TABLE 6.1: P{X =i, Y = j}

[ 0 1 2 3 Row sum = P{X =i}
) 10 40 30 4 84

220 220 220 220 220
. 30 60 18 ) 108

220 220 220 220

15 12 27
2 0 20 O Y 220

1 1

3 50 0 0 0 >0

56 112 48 4
220 220 220 220

Column sum = P{Y = j}
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Variables continues, distribution conjointe

On suppose qu'’il existe f telle que

P((X,Y) € 0) = [[ f(a.y)dedy.

quel que soit le sous-ensemble mesurable C de R2. Si C = A x B, on a

P(X e AY e B) = /A/Bf(w,y)d:cdy

et en particulier

a b
F(a,b)=P(X<a,Y<b)=/_OO/_OOf(:U,y)d:de;

on a donc

82
f(a’7b) — mF(a’a b) .

P(X e A) = [4/_0:0 f(x,y)dzdy = /AfX(x)da:
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Variables aléeatoires indéependantes

Définition : X et Y respectent |la condition
P(XeAYeB)=P(XeAP( € B),

pour tous sous-ensembles A, B C R.

II suffit (cela se démontre...) d'avoir
P(X<aY<b)=P(X<a)P(Y <b),
pour tous réels a,b, ou encore
F'(a,b) = Fx(a)Fy(b).
On a aussi f(a,b) = fx(a)fy(b).
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Somme de deux v.a. indépendantes 1

Fxiy(a) = P(X+Y <a)
= [/, fx@fr@)dady
= [ [ rx@ sy (y)dady
= [~ [ rx@dafy )y

= [ Fx(a= ) fr(y)ady
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Somme de deux v.a. indépendantes 11

fxav(@) = 5 [ Fx(a—)fy()dy
= [ L Fxe- vy wady

= [~ rx(a=y)fray
= (fx * fy)(a)

Produit de convolution.
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Somme de deux v.a. indépendantes,
uniformément distribuées sur |0 : 1]

fx(a) = fy(a) =1si 0<a<1, 0 sinon.

o0 1
(Fxx )@ = [ fxla=pfywady = | fxla—y)dy.

Pour 0<a<1,o0na

a
(fX*fY)(a)=/O dy =a;
pour 1 <a<2, 0na

(Fx*f)@)=[ dy=2-a.

a—1
On retrouve le résultat obtenu précédemment par discrétisation.
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Inégalitée de Markov

Si X est une v.a. positive on a, pour tout a > 0,

P(X > a) < PXT

Démonstration. Soit I =1 si X >a et I = 0 sinon.
On a E[I] = P(X > a) et aussi

X
I <— etdonc E[I]<

Ta a

E[X]
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Inégalitée de T chebychev

Soit X une v.a. de moyenne u et de variance 2. Pour tout k> 0 on a

2
o
PUX —pl > k) < 75

Démonstration. On applique I'inégalité de Markov a la v.a. (X — p)?,
avec a = k2 ; cela donne

E[(X — p)?]

P((X —p)* > k%) < S

c'est-a-dire la these.
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Loi faible des grands nombres

Si X1, Xo,... est une suite de v.a. indépendantes et identiquement
distribuées, de moyenne u et de variance 02, alors, pour tout € > 0, on a
X R S °G
lim P(' i n—p‘Ee:):O.

Déemonstration. On applique I'inégalité de Tchebychev a la v.a.

Yn: 1+n+ n,

T no? o2

dont la moyenne est — = u et |la variance — =-——,Ce qui donne
n mn n

0.2
P([Yn—pl >e) < 2.
ne
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T héoreme central limite

Dans les mémes conditions, |la distribution de la variable aléatoire

X1+ + Xy —np
— o~

Zn

tend vers la loi de Gauss N(O,1).

(On I'admet sans démonstration.)
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Test de Wilcoxon, approximation normale 1

Les résultats précédents suggerent — et on pourrait démontrer — que pour
des grandes valeurs de n et p, la distribution d’'une variable aléatoire de
Wilcoxon W est proche de la distribution normale.

Ce résultat est important en pratique. La taille de la table de Wilcoxon est
de I'ordre de (n + p)%, ce qui rend la construction de cette table lourde
pour n + p > 200 et completement impraticable pour n 4+ p > 1 000.
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Test de Wilcoxon, approximation normale II

Variable W : distribuée symétriguement entre O et np. On a donc

np
BIX]=p="".

Le calcul de E[X?] et donc de la variance n'est pas évident mais on peut
supposer — sous réserve de vérification — que le résultat sera un polyndme
symétrique en n et p, de degré n'excédant pas 4, soit

a(n* 4+ p*) + b(n3p + np>) 4+ en?p? + d(n> + p3) + e(n?p + np?)

+f(n? +p?) +gnp+h(n+p)+i;

Le calcul direct du polynOme pour dix couples de petites valeurs de n et p
permet de trouver les dix coefficients inconnus, au moyen d’'un programme
de résolution d'équations linéaires.
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Test de Wilcoxon, approximation normale III

On trouve

np(3np+n—+p+1)
12 '

var(w) = pp—y? = "IPEL

EW?] = up =

On peut démontrer par récurrence la validité de la formule donnant us.
La récurrence porte sur £k = n + p. Le calcul direct est facile pour les
petites valeurs de k.
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Test de Wilcoxon, approximation normale 1V

Hypotheése de récurrence : la formule est vraie pour kK — 1 et donc, en
particulier, pour les couples (n—1,p) et (n,p—1).

(Sin=0 ou p=0, la formule a démontrer est évidente, pourquoi ?)

Les CZ’ mots de Wilcoxon se répartissent en deux classes, selon que leur
derniere “lettre” est “O" ou “X'". Les effectifs des deux classes sont en
proportion n et p. En faisant abstraction de la derniere lettre, les mots de
la premieére classe sont de type (n — 1,p) et ceux de la seconde de type
(n,p—1). Dans le premier cas, la derniére lettre ne change pas W, dans le

deuxieme cas, W devient W 4+ n et donc W2 devient W2 4+ 2nW + n?.

On en déduit que la valeur de u>(n,p) est

ey p2(n=1,p) + 1 (uo(n,p—1) + 2nu(n, p—1) +n?).
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Test de Wilcoxon, approximation normale V

En appliquant I'hypothése de récurrence, le premier terme se récrit en

n_(n=1)p(3(n—1)p+n+p)
n—+p 12

et le second en

P <n(p—1)(3n(p—l)+n+p) L o, 2(p=1) nz)
n—+p 12 ! 2 !

et leur somme donne bien le résultat attendu, c’est-a-dire

np(3np+n—+p—+ 1)
12 '

po(n,p) =
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Test de Wilcoxon, approximation normale VI

Données de test.
Les valeurs (communes) de n et p sont 5, 10, 15, 20, 25, 30 et 35.

(1
(2

(1
(2

(1
(2

(1
(4

(1
(2

(1
(2

(1
(2

N NP D O R e R

N DR DWW 0w dW DdW DdW
B AR OW 0W AW DdW DdW
BW DW OW W W W 00w

s\

W HW 00O1T C0O1T 0 O1T 00O

OwW OW U1 U1 OO 0O

oW OOW Ul 00N O~ 00~

oOwWw OWw 00N
Ol OOl 00N
o1 001 O

11
16

11
16

11
10

15)
18)

15
18

15
10

23 23 23)
28 30 30)

23 23 23 29 33 35 37 37)
30 30 32 34 36 36 38 38)

23 23 23 23 23 23 23 23 29 33 35 37)
26 26 28 30 30 30 32 34 36 36 38 38)

9 9 11 15 19 23 23 23 23 23 23 23 29 33 35 37)
8 8 10 12 20 26 26 28 30 30 32 34 36 36 38 38)

9 9 11 11 13 13 15 17 19 23 23 23 23 23 23 23 29 33 35 37 37)
8 8 10 10 12 14 16 18 20 26 26 28 30 30 32 34 36 36 38 38 40)
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Test de Wilcoxon, approximation normale VII

Résultats exprimés en pourcentage :

size

5
10
15
20
25
30
35

16

wil-
11.
8.
10.
13.
9.
12.

11111
27470
08397
83135
11344
08989

.88197

9

16

nwil-
10.
8.
9.
13.
.03184
11.

50375
09862
92529
66426

99250

L77287

O O O = N O

diff

. 782306
.174159
.598735
. 222877
.903381
.812077
.650445

Ces résultats tendent a montrer que l'approximation est envisageable si

n,p > 10, et largement acceptable si n,p > 25.
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