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Mathématiques appliquées - MATH-0504
Examen d’exercices

21 Aolt 2023

Seules les réponses rédigées dans les cadres seront prises en considération.

Remarques :
— Lisez attentivement les énoncés. Plus d’un élément peut étre demandé dans une sous-question.
— Essayez toutes les sous-questions, beaucoup sont indépendantes.
— Justifiez vos développements et expliquez vos démarches.
— Les calculatrices, smartphones et montres connectées sont interdits.
— L’examen dure 2h.




Enoncé et solutions

Exercices

E1 : Séparation (10 Points)

On considere 1’équation de Laplace anisotropique :

AUy + by, =0 )

ol a et b sont deux constantes réelles strictement positives.
Suivre les étapes successives ci-dessous pour résoudre ce probleme en justifiant les développements.
(a) (1 point) Classifier I’équation (7). Justifier bri¢cvement.

(b) (3 points) Utiliser la séparation de variables u(z,y) = X (x)Y (y) pour trouver toutes les solutions
séparables de I’Eq. (7).

(c) (4 points) On désire résoudre 1’équation sur un domaine rectangulaire de longueur L et de hauteur
H (i.e. Q =)0, L[x]0, H[) avec les conditions limites suivantes, ot g(y) est une fonction supposée

connue.
u(z,0) =0, Vo €]0, L],
w(z, H) =0, Ve €0, L],
(0, y) 0, vy €0, H], ©)
[

Déterminer les solutions de I’Eq. (T) qui satisfont les conditions limites homogenes de (<) et montrer

que la solution générale peut s’écrire sous la forme suivante :

“+o0

u(z,y) = Z A, sin(pny) cosh(g,x). 69}

n=1

Donner les valeurs des coefficients réels p,,, ¢, en fonction de n.

(d) (1 Point) En repartant de 'Eq (I), déterminer toutes les constantes A,, dans le cas ou g(y) =

sin(27 ).
(e) (1 Point) On désire maintenant résoudre la méme équation mais avec deux conditions limites non-
nulles :
u(z,0) =0, vz €]0, L],
uw H) = (), Vo €o,L] -
uz(0,y) =0, vy €]0, H|,
us(L,y) = g(y),  Vy €0, H][.

Sans faire de calculs, expliquer comment procéder pour résoudre ce probleme.

Solution

(a) L’équation est linéaire, homogene, elliptique et d’ordre 2 en espace.
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(b)

(©)

En introduisant ’ansatz u(x, y) = X (z)Y (y) dans I’équation, on obtient :

aX'Y +bXY" =0. (1)

Divisant par bu (simplement divisier par v ou par u est également correct) puis en faisant passer
I’expression en y a droite, I’équation devient

"

aX" Y
el 2
b X Y @)
Les deux membres de 1’égalité dépendent de variables différentes et sont donc constants. On note
\ = ax” _ _Y_”_
b X Y

On résout désormais les deux ODEs. On observe que pour chacune d’elle, la solution dépend du signe
de A.

TABLE 1 — Solutions séparables selon A

Y
A=k?>>0 Acosh,/k’ga:—l—Bsinhk\/gx G cos ky + H sin ky
A=0 C+ Dz I+ Jy
A=—k?<0 Ecos,/k%:v—l—Fsink\/gx K cosh ky + Lsinh ky

On applique les trois conditions homogenes a notre disposition.

De la troisi¢éme condition, u,(0,y) = 0, on déduit X' (x) = 0 (aprés division par Y).

Selon la valeurs de A, on déduit respectivement B = 0, D = 0 ou F' = 0. La partie en = d’une
solution est donc soit un cosinus, soit une constante, soit un cosinus hyperbolique.

On s’attaque ensuite a la partie en y. La condition homogene en (0 impose respectivement G = 0,
I =0, K = 0.On impose ensuite Y (H) = 0. Il vient respectivement :

— HsinkH = 0, soit k = %F pourn = 1,2, 3..

— JH =0, ce qui implique J = 0 et mene a une solution triviale (nulle identiquement).

— Lsinh kH = 0, qui n’est possible que si L est nul, ce qui mene aussi a une solution triviale.

En conclusion, il n’existe de solution compatible avec les conditions limites homogénes que siA >0
pour des valeurs discretes de A. Pour tout naturel n, il existe une solution pour A = "7, et elle est
de la forme (a un coefficient pres vu que 1’équation et les conditions appliquées sont homogenes) :

up(z,y) = sin mr— cosh \/>n7r— 3)

La solution générale du probleme avec les conditions homogenes appliquées est une combinaison
linéaire de ces solutions, et est donc de la forme

Z A, sin mr— cosh \/7 mr— 4)

b

. N 7z Z 1
ce qui correspond a I’énoncé (1) avec p, = ng; et g, = ny/ 2.
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(d)

(e)

On cherche désormais parmi la famille de solution de type (1) celle qui correspond a la condition
inhomogene donnée. En admettant que la série peut &tre dérivée terme a terme, on calcule u, (L, y) :

“+oo
uz L,y = Z A,q, sin n7r— sinh fnﬂ— = sin 271'% &)

Par identification (les sinnz sont linéairement indépendants) on observe immédiatement que si

tous les coefficients sont nuls sauf A,, qui est tel que

Asqo sinh \/7n7r— =1, (6)

on obtient la solution au probleme complet.

Par linéarité, il suffit d’additionner une solution pour chacune des deux conditions inhomogenes. On
a déja calculé la solution dans le cas f = 0. Il suffit d’y ajouter une solution au probléme
u(z,0) =0, Va €]0, L],
u(z, H) = f(x), Va €]0, L], -
u,(0,y) =0, Yy €]0, H,
uq(L,y) = 0, vy €10, H],

En utilisant une approche similaire a la précédente.

Tenter d’appliquer les deux conditions simultanément ne fonctionne pas : ’ensemble de solutions
avec les deux conditions homogenes est trop vaste. Il faut donc découper le probleme en deux sous-
problemes.
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E2 : Solution de Green (10 Points)

Considérer I’équation de Schrodinger en espace libre

h2
huy = —— T ,t) € R x [0, O
Ly 2m0u (z,t) [0, o0] ()]
ou h et m sont des constantes réelles strictement positives (respectivement la constante de Planck réduite
et la masse) et i> = —1 est le nombre imaginaire pur.
Considérer aussi la condition initiale
(@.0) = L[ole +0) + o(a— ) avee o(x) = — - b
u(z,0) = - |p(x+a T—a avec r)=—exp| ——
T Jrd TP\ T

ou d et a sont des constantes réelles strictement positives. En suivant les étapes successives ci-dessous,
résoudre I’Eq.(LJ) avec la condition initiale Eq.(f).

(a) (2 Points) Montrer que l’Eq.(D) peut s’écrire sous la forme
Up — l%um =0. ()

Donner I’expression de k en fonction de % et my. Quelle est la différence principale avec 1’équation
de diffusion classique (u; — kug,)?

(b) (5 Points) Résoudre I’Eq.(l) avec la condition initiale

(e, 0) = blx) — ﬁ exp (—Z—i) |

Exprimer la solution en fonction de o (t) £ \/d? + 4kt.
Rappel : La fonction de Green associée a I’équation Eq.(l) est

1 x?
S(z,t) = \/mexp i
T

Indice : L’identité suivante peut s’avérer utile

EUE | (Y —at -+ 6

Q_L(ﬂf _<L)2x . 5_(1)2
T\ d ) 7T\ IOV
Indice : L’intégrale de Poisson

/ exp (—omQ) dn = \/E

R !

(c) (3 Points) En utilisant les résultats des deux sous-questions précédentes, donner, en justifiant votre
démarche, la solution de I’Eq.(L]) avec la condition initiale Eq.(T). Exprimer la solution en fonction

avec

peut s’avérer utile.

de a, o et k.
Indice : Décomposer la solution et la condition initiale en deux, i.e. u+ <+ ¢(x £ a). Utiliser ensuite
le changement de variable ' = x + a afin de pouvoir utiliser le résultat de la sous-question (b).

Justifier la validité de cette décomposition.
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Solution :

(a) De maniere immédiate

h2
2m0
h2
thuy + —— gy = 0 (8)
2m0
h
12my
R
wp— g, =0 (10)
2m0

7. A iR
etk:—2

(b) En utilisant le principe de superposition, la solution générale de 1'Eq.(M) est

2
/+ exp —[w_:”] (y)dy, (11)
—o0 vV 4kt

uo(x, t) =

1
Varkt
+o0 T —y 2 ( Y 2) 4

ex — = exp| — |= , (12)
\Fm vl [@] P(-la]) @
+o0
ﬂfd/ exp (—aly —1)* = 8) dy, (13)

1 +o00 ,
exp (— )/ exp (—an?) dn, (14)

Mfd
\/H\/_dexp( )\/g, (15)
)

1 T
_ _ 16
Vaa(t) < L(t) 1o
(c) Appelons u4 les solutions des problemes

(8, — kdpa)usr =0 avec ui(x,0) = ¢(x +a). (17)

Par linéarité, il apparait que u(z,t) = (u+ +u_) est la solution de I’Eq.(CJ) avec la condition initiale
Eq.(1). En utilisant le changement de Varlable ¥!, = x % a, ces sous-problemes se réduisent a

(0 — kdyo)us =0 avec ui(z',0) = (') (18)

dont la solution a été calculée a la sous-question (b). La solution finale est donc

1

u(z,t) = §(u+ +u_) (19)
1
- %(uo(x—i-a,t) + up(z — a,t)) 21D

o))

6
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E3 : Caractéristiques (10 Points)

Considérer I’équation
Auy + tu, + Au =0,

définie pour (x,t) € R x [0,400], avec A une fonction quelconque, et assortie de la condition initiale
u(z,0) = x/2.
Répondre aux questions suivantes :
(a) (2 Points) Appliquer la méthode des caractéristiques pour transformer I’équation aux dérivées par-
tielles donnée en deux équations différentielles ordinaires. Justifier.
(b) (4 Points) Pour A =1/x.:
— classifier I’équation (linéarité, homogénéité, ordre),
— calculer I’équation des caractéristiques x(¢) et la solution de ce probleme,
— equisser les lignes caractéristiques pour z(0) = —1,0, 1.
(c) (4 Points) Pour A =1/u :
— classifier I’équation (linéarité, homogénéité, ordre),
— calculer I’équation des caractéristiques x(t) et la solution de ce probléeme.

Solution :

(a) A partir de la définition de la dérivée totale

d ou dzx Ou
Slule(t).0] = S5+ 2 22 (23)

I’équation aux dérivées partielles peut s’écrire de fagcon équivalente en deux équations différentielles
ordinaires. La premiere est donnée par I’expression ci-dessous

d
Splula(®),8)] = —u, 24)

1 en considérant les dérivées partielles u, et u; définies sur les lignes z(t).
Par conséquent, les lignes caractéristiques sont données par la seconde équation différentielle ordi-

naire p .
T
- 25
dt A (25)
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(b) EDP linéaire, homogene, d’ordre 1.
Deés lors, la solution devient

Ccll—? = u, (26)

= Inlul=—-t+C;, C€R, 27)

= lu| = Kexp(—t), K €Ry§, (28)

= u(z(t),t) = £K exp(—t), (29)
= u(z(t),t) = Kyexp(—t), K; € Ry. (30)

En résolvant 1’Eq.(25), les lignes caractéristiques sont données par I’équation

dx
i t/x, (3D
= z(t) = Cyexp(t?/2), Cy €R (32)
(33)

La constante C' est déterminée par 1’équation de la ligne caractéristique en x = 0,

z(0) = o = Cy, (34)
= Cy = 1z (35)
Les lignes caractéristiques deviennent
x(t) = wo exp(t?/2), (36)
= 1o = xexp(—t?/2), 37)
(38)

En utilisant les conditions initiales, on détermine la constante /;

u(2(0),0) = K; exp(0) = /2, (39)
Finalement, la solution est
u(z,y) = gexp(—tQ/Q) exp(—t), (41)
— 42
= %exp (7 — t) . (42)
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(c) EDP non linéaire, homogene, d’ordre 1.
De facon équivalente, on obtient en remplacant I’expression de u dans I’Eq.(25)

Cé—f = Ktexp(—t),

= z(t)=—K(t+1)exp(—t)+C3, C3€R

et la solution

(43)

(44)
(45)

(46)



