Bachelier ingénieur civil
Mathématiques appliquées - MATH-0504
Examen d’exercices

18 Janvier 2022

Seules les réponses rédigées sur les pages numérotées seront prises en considération. Il est interdit de dégra-
fer les feuilles.

Remarques :
— Lisez attentivement les énoncés. Plus d’un élément peut étre demandé dans une sous-question.
— Essayez toutes les sous-questions, beaucoup sont indépendantes.
— Justifiez vos développements et expliquez vos démarches.
— Les calculatrices, smartphones et montres connectées sont interdites.
— L’examen dure deux heures.




Enoncé et solutions

Exercices

E1 : Von Neumann (10 Points)

Considérer I’équation de diffusion
Ut — Ugy = Oa

et appliquer le schéma de Crank-Nicolson avec les discrétisations suivantes

utt —
TR g E—
)
At
n+1 n+1 n+1 n n
~ g T 2uj™ Ui 1_g) Lt — 2uj + Uiy
Uy ~ 2 +( - ) 2 )
Ax Ax

avec 6 € [0, 1].
(a) (2 Points) Ce schéma est-il explicite ou implicite ? Justifier.
(b) (6 Points) Etablir le critere de stabilité en utilisant une analyse de Von Neumann.

(c) (2 Points) Discuter la valeur du parametre 6 et son effet sur la stabilité de ce schéma.

Solution :
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E2 : Green (10 Points)

Considérer I’équation de Black-Scholes
2
a9
U + 7x Ugr + Bty — Pu =0 (©)

ouzr € Ret0 <t < T etavec a, S qui sont des constantes quelconques et 7" une constante positive.

(a) (1 Point) Classifier 1’Eq.(<>) en justifiant brievement. En particulier, est-elle homogene ? Linéaire ? Quel
est ’ordre de cette équation ?

(b) (2 Points) Effectuer le changement de variables = = exp(X) et 7 = (T' — t), tels que
u(z,t) 2 U(X =lna,7 =T —t),
montrer que 1’équation satisfaite par la fonction U (X, 7) est donnée par
2 2
UT:a_UXX+ ﬂ—a— Ux — BU.
2 2
(c) (2 Points) Poser
U(X,7) =exp(AX + u1) G(X, 1),

et déterminer la nouvelle équation a résoudre.

(d) (2 Points) Ecrire les conditions pour que G(X,7) soit solution d’une équation de diffusion pure et
homogene de coefficient de diffusion b? Déterminer la valeur de A\ et montrer la validité de la relation

b=l - N
(e) (3 Points) En considérant la condition finale
U(ZL‘, T) = uT(x)v (1)
avec ur(x) une fonction dépendant de x, on obtient

G(X,0) = ur(e®) exp(—=AX).

Dans le cas ou G(X, 7) est solution de I’équation de diffusion pure et homogene, montrer que u(z,t)
est donné par I’expression

(o)~ SRUT D) [ (_ e
T amad(T 1) Je 202(T — t)

Rappel : La fonction de Green pour I’équation de diffusion unidimensionnelle est donnée par

1 x?
S(z,t) = _47Tbtexp )

) up(e€) exp(—\€) dE.

avec b le coefficient de diffusion.
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Solution :
(a) /
(b) En appliquant les changements de variables, les dérivées deviennent
dr
Oy = — 87' = _87'7
" dt
dX
aa? = 5 a)( :e_X 6X7
dx

@w = 63;(393) = —6_2X6X + 6_2X8X)(.

En remplacant ces expressions dans <, on obtient bien

2 2
U. = %UXX"’_ (5—%> Ux — BU.

(c) Si on applique la nouvelle expression de U (X, 7) aux dérivées, et si on pose k = e

U. =k(uG + G,),
Ux = k(A\G + Gx),
UXX = H()\2G + 2)\GX + GX)()

L’ équation devient donc

2 23)2

2 2
GTz%%&X+<MF+ﬁ—gJC&+[—u+a +(ﬁ—%)k—ﬁlG=0

2 2

(d) Pour retrouver 1’équation de diffusion, il est nécessaire d’imposer les deux conditions ci-dessous :

2
)\a2—|—5—%20,

2)\2

2
ﬂufg +(B—%)A—ﬁ:0

Celles-ci nous donnent les valeurs de \ et y

p=—gla(l= N = 5 (0 +26).

Or I’Equation (11) vérifie la relation Equation (9).
Des lors, la fonction G(X, 7) vérifie I’équation de diffusion

GT:bGXXa

avec b = &,

)

2
3)
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(1)

(12)
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(e) En utilisant le principe de superposition, la solution G(X, 7) de I’équation de diffusion est

X Y
60 = S [ (- a—)> ur(e?)em Y. (1

En effectuant le changement de variable £ = Y — X, les bornes d’intégration restent inchangées et on
obtient

G(X,7)= up(eXHE)e M X+ de, (14)

VoralT / ( 20T >
La solution générale étant exprimée comme suit :

U(X,7) =exp(AX + p7) G(X, 7).

Des lors, en appliquant 1’expression ci-dessus et en remplacant respectivement X et 7 par x et ¢, la
relation demandée est bien retrouvée

_exp(u(T —t)) ¢ (1€ ox
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E3 : Séparation de variables (10 Points)
Considérer I’équation de Laplace écrantée
Ugy + Uy — K21 =0 ()

ou k est une constante strictement positive.

(a) (2 Points) Classifier l’Eq.(<>) en justifiant brievement. En particulier, est-elle homogene ? linéaire ? para-
bolique ? elliptique ? hyperbolique ? Quel est I’ordre de cette équation ?

(b) (5.5 Points) Considérer maintenant le domaine (x,y) € [0,[] x [0,(] et les conditions de bord

u(l,y) =0 vyelo,l],
u(0,y) =0 Vye[o,l],
u(z,l) = vV € [0,1],
u(z,0) = f(x) VYxel0,l].

Montrer, en justifiant votre démarche, que la solution générale de I’Eq.(¢) sur ce domaine avec ces
conditions de bord peut s’écrire sous la forme

sinh(ky,(l —y))
sinh(k, ()

u(z,y) = Z A, sin (ky n )
n=1

avec z
A, = %/ f(z)sin (mr%) dx.
0

Donner I’expression de £, ,, et k, ,, en fonction de k et [.
Indice : L’identité trigonométrique sinh a cosh b — cosh a sinh b = sinh (a — b) peut s’avérer utile.

(c) (2.5 Points) Montrer que lorsque

T\ T
fl@)=01-2)7,
171
les constantes A,, sont données par
8 . . .
A = das si n est impair,
0 si n est pair.
Indice : L’identité
1 4 [l
2/ (1 —2")a'sin (nwa’)dx' = — | 2’ cos (nwa’) da’
0 nm Jo

peut étre utilisée sans démonstration pour raccourcir les calculs.
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Solution :

(a) L opérateur différentiel associé a cette équation est £ = 0, + 9,,, — k*. L’équation est donc

(b)

— homogene (L(u) = 0),
— linéaire (L(au + pv) = aL(u) + SL(V)),
— du second ordre spatial (0,5, 0yy),
— elliptique.
En effet, elle peut s’écrire

Augy + Bugy + Cuyy + Duy + Fuy + Fu =G (15)
Ttgy + 0 Ugy + 1 Uy + 0 ux—kOuy—k:Qu:O (16)
en conséquence
B? —4AC = -4 <0. (17)
En utilisant la décomposition u = X ()Y (y), I’équation s’écrit
X"Y + XY" - EF’XY =0 (18)
X// Y//
== 4+ = = k2 19
¥ TV 19)

Le premier terme ne dépend que de la variable spatiale x alors que le deuxieme terme ne dépend que
de la variable spatiale y. Chacun de ces deux termes doit donc étre égal a une constante (\,, A\,) dont la
somme vaut k2, i.e

X" 2X=0, Y'=)\Y=0 avec A\ +\, =k (20)

Dépendance spatiale + En fonction du signe de \,, trois types de solutions apparaissent, i.e

siA, =0 = X = A,z + By, 1)
sid, =k2>0 = X = C,cosh(k,x) + D, sinh(k,x), (22)
sidg =—k2<0 = X = FE,cos(k,x)+ F,sin(k,). (23)

Dépendance spatiale y En fonction du signe de ), trois types de solutions apparaissent, i.e

si\, =0 =Y =Ay+ B, (24)
sidy =k, >0 =Y =C,cosh(kyy) + D, sinh(kyy), (25)
sidy=—k <0 =Y = E,cos(kyy) + F,sin(k,y). (26)

Les conditions de bord homogenes donnent des conditions a appliquer sur chacune des parties spatiales,
ie.

ull,y) =X0Y(y) =0,vy=X({1) =0,
u(0,y) =X(0)Y(y) =0,Vy=X(0) =0,
u(z,l) =X(@)Y(I) =0,Vr=Y(I) =0.

Avec ces conditions, seul le cas A\, < 0 conduit a des solutions non nulles

{X(O) =0 = E, =0
(27)

X(1) =0 = Fysin(k,d) =0

7
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lorsque
sin(kol) =0 = ky, = ”T” withn =1,2,3, ... (28)
Les valeurs propres spatiales en x sont donc données par A, , = —kin = —(”T’T)2 et les fonctions
propres spatiales associées sont donc
Xo(z) = Fppsin(ky nz) = Fiup sin(mr%), Vn=1,23,.. (29)

Les valeurs propres spatiales en y correspondantes sont données par A, = k% — A\, = k% + kfm =
k% + ("l—”)2 > () et les seules fonctions propres spatiales en y a garder sont donc

Y, (y) = Cyn cosh(ky,y) + D, ,, sinh(k, ,y) (30)

avec k, , = \/k2 +k2, = \/k;2 + (P
La condition de bord en y = [ permet de déterminer une constante supplémentaire, i.e

, cosh(ky !)
Yn(l> =0= Cy,n COSh(]fy’nl) —+ Dy,n Slnh(ky’nl) =0= Dy,n = —Cymm (31)
de sorte que les fonctions propres spatiales en y sont finalement
Y, (y) = Cy, cosh(ky ,y) + D, ,, sinh(k, ,y) (32)
cosh(kynl) .
Y, (y) = C,., cosh(k, y) — C’ymm sinh(ky ny) (33)
Cyn : .
Y, (y) = m (cosh(k,ny) sinh(k, l) — cosh(ky,l) sinh(k, ,y)) (34)
Cyn . :
Y, (y) = —m (sinh(ky, ny) cosh(ky, nl) — cosh(k, ,y) sinh(k, ,[)) (35)
Par linéarité, la solution la plus générale qui vérifie les conditions homogenes est donc
u(@,y) =Y Xn(@)Yn(y) =D Fonsin (kynw)C,, sinh(kyn(y — 1)) (37)
n=1 n=1
= , sinh(k, (L —y))
= A, kyn 2 . 38
D Ausin (k) sinh (%y nl) (38)
n=1 ’
avec k,,, = "Fetky, = /k* + (“F)%
L’ application de la condition limite non homogene s’écrit donc
u(z,0) = f(z) = ZA” sin (kg ) (39)
n=1
[e'e) ' x
= Z A, sin (mrT) (40)
n=1
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Le membre de droite étant une série de Fourier en sinus, les coefficients A, peuvent étre déterminés par
la formule

I
A, = %/ f(z)sin (mr%)d;z: (41)
0

qui résulte de I’orthogonalité des fonctions de base sin (n77).

(c) En utilisant le changement de variable 2’ = z /[, I'intégrale s’écrit

1
A, = 2/ (1 — 2")2' sin (nmwa') da’. (42)
0
L’identité fournie donne ensuite
—4 [
A, =— | 2'cos(nrx’)dz’. (43)
nm J,

En utilisant I’intégration par parties, les constantes sont données par

g, = [x sin nmf} b / ssin (nra') (44)
—4 nt |, 0 nmw
_ /1 sin (nma’) Jy! 45)
0 nm
1 cos (nma') ]
g
0
1
== [cos (mrx/)](l) 47)
1
=5 (cos (nm) — 1) (48)
et finalement
A = i si n est impair, (49)
0 si n est pair.



