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Profs. Céline Esser et Pierre Geurts

Année académique 2018-2019 - Seconde session

Ce projet vise à mettre en pratique différents concepts relatifs aux processus de Markov en
temps continu et à valeurs discrètes. L’objectif du projet est d’étudier différentes alternatives
de files d’attente aux caisses d’un supermarché.

Ce travail est à réaliser seul ou par groupe de 2 étudiants. Il devra être remis via la
plateforme de soumission de Montefiore au plus tard pour le vendredi 18/08/2019 à 23h59.
L’archive soumise devra contenir les fichiers suivants :

— Votre rapport avec les réponses aux questions au format pdf.
— Le code permettant de répondre aux questions

Le rapport final ne doit pas faire plus de 10 pages au total avec un typographie et une mise en
page adéquate. En outre, le choix, la taille et le design des graphiques doivent être appropriés
pour un rapport scientifique. Le travail peut être réalisé dans le langage de programmation
de votre choix (avec une préférence pour MATLAB, R, Python, Java ou C).

Les projets, rapport et code, seront testés via un système anti-plagiat. En cas de plagiat
avéré, le groupe se verra attribué une cote nulle à l’ensemble du projet.

1 Objectifs

Le supermarché Carrefour de Boncelles utilise pour le moment un système classique de
files consistant en une file séparée pour chaque caisse. Motivé par les bons retours de certains
concurrents, le gérant de ce supermarché envisage cependant de passer prochainement à un
système à file unique. L’idée est d’avoir une seule file qui alimente les caisses selon une politique
premier arrivé premier servi. Avant de faire les transformations nécessaires, il fait néanmoins
appel à vous, en tant qu’expert en processus stochastiques, pour étudier le gain qu’il pourrait
tirer de ce système. Il souhaite que vous vous focalisiez sur le samedi, qui est le jour où
la fréquentation du magasin est la plus importante. Les données sur le fonctionnement du
magasin qu’il vous transmet sont les suivantes :

— Le magasin ouvre à 9h et ferme à 20h.
— Il y a 8 caisses ouvertes le samedi. Il y a place devant chaque caisse pour au maximum

8 clients en plus du client en train d’être servi. Dans le cas où on passerait à une file
unique, des aménagements pourraient être faits pour que 64 clients puissent prendre
place dans la file en plus des clients en train d’être servis. Lorsque la capacité maximale
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du magasin est atteinte, les clients se présentant aux caisses décident finalement de
renoncer à leurs achats et quittent le magasin.

— Le samedi, il y a approximativement 2 clients qui arrivent aux caisses par minute et il
faut en moyenne 3 minutes et 55 secondes à une caissière pour traiter un client.

Les critères qui lui semblent pertinents pour étudier l’intérêt du système à file unique par
rapport au système classique sont les suivants :

— Le temps moyen qu’attend un client avant d’être servi. Le réduire permet évidemment
d’accrôıtre la satisfaction du client.

— La variance du temps d’attente des clients à la caisse. Une grande variance signifiant
un manque d’équité entre clients, il faudrait idéalement la réduire également.

— La proportion de clients renonçant à leurs achats du à la saturation des caisses et le
nombre moyen total de clients pouvant être servis sur la journée. Le chiffre d’affaire
du gérant dépend évidemment de ces deux paramètres.

Pour répondre à la question du gérant, vous décidez de procéder en deux étapes : d’abord faire
une pré-étude théorique rapide en faisant l’hypothèse que le système est à l’état stationnaire
et ensuite une étude plus proche de la réalité basée sur des simulations numériques.

2 Étude théorique

Pour faire une première estimation des temps d’attente dans les deux cas, on fera les
hypothèses suivantes :

— Le système, que ce soit à file unique et à files séparées, est à l’état stationnaire
— Les clients arrivent selon un processus de Poisson et la durée de service d’un client suit

une loi exponentielle
— Dans le cas des files séparées, on fera l’hypothèse que les clients se répartissent de

manière uniforme entre les caisses sans prendre en compte la longueur de la file, et ne
peuvent pas changer de caisse une fois leur choix fait. Dans ce cas, chaque caisse est
indépendante des autres et on peut considérer qu’elle reçoit 1/8 du traffic global de
clients.

1. Sous ces hypothèses, calculez le temps d’attente moyen dans les deux cas de figure.
Expliquez les différentes étapes de votre calcul.

2. Concluez quant à l’intérêt a priori du système à file unique.

Suggestion : Ces deux cas correspondent à des files de type M/M/c/K, dont vous pou-
vez trouver le générateur Q via des sources extérieures (par exemple, ici :https: // en.
wikipedia. org/ wiki/ M/ M/ c_ queue ).

3 Simulations numériques

Les dérivations théoriques précédentes font plusieurs hypothèses par rapport au système
réel. D’abord, ce qui vous intéresse, ce n’est pas le comportement stationnaire mais le compor-
tement sur une journée d’une durée de 11h. Ensuite, dans le cas d’une file unique, vous vous
attendez évidemment à ce que les clients se présentent aux caisses vides en priorité, plutôt que
de choisir une caisse au hasard. Lorsqu’on relâche ces hypothèses, les dérivations analytiques
sont plus compliquées. Vous décidez donc d’estimer les différents critères de performance
mentionnés ci-dessus via des simulations numériques.
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Vous devez pour cela écrire un programme permettant de simuler sur une certaine durée
Tmax (qui sera fixée à 11h dans vos expériences) les trois systèmes suivants :

— Le système à file unique
— Le système à file séparée en faisant l’hypothèse que, s’il y a au moins une caisse vide, les

clients choisissent une d’elles en priorité (au hasard) et s’il n’y en a pas, ils choisissent
une caisse au hasard parmi toutes les caisses (indépendamment de la longueur des
files).

— Le système à file séparée en faisant l’hypothèse que les clients choisissent toujours la
caisse ayant la file la plus courte (en cas d’égalité de longueurs de file entre plusieurs
caisses, une caisse est choisie au hasard parmi celles dont les files sont les plus courtes)

Comme au point précédent, on supposera que les clients arrivent selon un processus de Poisson
et que les temps de service à la caisse suivent une loi exponentielle. Les files seront supposées
vides initialement. On supposera que les clients pourront rejoindre une file jusqu’à l’heure de
fermeture du magasin et que tous les clients présents dans la (les) file(s) avant la fermeture
seront servis. Votre programme devra fournir en sortie une liste des clients s’étant présentés
aux caisses, avec pour chacun d’eux, au minimum, son temps d’arrivée, une valeur booléenne
indiquant si oui ou non il a pu être servi, et le cas échéant, son temps de début de prise en
charge à la caisse et le moment auquel il a quitté le magasin, et le nombre total de clients
présents dans le système à l’arrivée de ce client (ce client non compris).

Sur base de votre programme, on vous demande de répondre aux questions suivantes :

1. Tracez sur un graphe l’évolution du nombre de clients dans le système (files+caisses)
au cours d’une journée dans les trois scénarios.

2. Calculez dans chacun des cas les quatres critères de performance mentionnés ci-dessus
(temps d’attente moyen, variance du temps d’attente, proportion de clients renonçant
à leurs achats et nombre total de clients traités sur la journée) en moyennant ces
critères sur plusieurs réalisations aléatoires d’une journée (au moins 100).

3. Comparez ces résultats entre eux et avec les résultats théoriques obtenus à la section
précédente. Expliquez intuitivement les différences éventuelles que vous observez.

4. Concluez quant à l’intérêt pour le gérant de passer à un système à file unique.

5. Sans l’implémenter, quels seraient les temps d’attente observés si les clients étaient
autorisés à changer de file dès qu’une caisse se libére ?
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