
Introduction aux processus stochastiques

Examen — 2007
Durée : 4h. Pas de gsm ni de calculatrice.

1 Chaînes de Markov

Acides aminés distincts présents dans une séquence.

On considère des séquences de longueur N d’acides aminés, avec M acides aminés différents pos-
sibles. On dispose d’un modèle chaîne de Markov (π,Π) qui reflète les règles de succession entre
deux acides aminés de la séquence. Pour rappel, π est un vecteur ligne dont l’élément j vaut la proba-
bilité que le premier acide aminé soit j, et Π une matrice dont l’élément ij vaut la probabilité que le
(n + 1)-ème acide aminé soit j si le n-ème acide aminé est i.
On veut connaître l’espérance du nombre d’acides aminés distincts qu’on peut trouver dans une sé-
quence de longueur N .

1. Quelle est la probabilité p∼j que l’acide aminé j n’apparaisse pas dans une séquence de lon-
gueur N ?
En déduire la probabilité pj que l’acide aminé j apparaisse dans une séquence de longueur N .

2. Que vaut l’espérance de la fonction indicatrice XA d’un événement A ?
(XA est une variable aléatoire qui vaut 1 si l’événement survient, 0 sinon.)

3. Soit Y = {1, 2, . . . ,M} la variable aléatoire qui donne le nombre d’acides aminés distincts
rencontrées sur une séquence de longueur N . Quelle est son espérance E{Y} ?

A présent on veut connaître la variance du nombre d’acides aminés distincts dans une séquence de
longueur N .

4. Quelle est la probabilité p∼jk que ni l’acide aminé j ni l’acide aminé k 6= j n’apparaissent dans
une séquence de longueur N ?

5. Soit A et B deux événements non nécessairement disjoints définis sur Ω. On note A le complé-
mentaire de A, et B celui de B. Vérifier que

Prob(A ∩ B) = 1 − Prob(A) − Prob(B) + Prob(A ∩ B),

puis calculer la probabilité pjk que les acides aminés j et k 6= j apparaissent dans une séquence
de longueur N .

6. Que vaut l’espérance du carré de la fonction indicatrice XA d’un événement A ?
Que vaut l’espérance du produit des fonctions indicatrices XA et XB des événements A et B ?

7. Quelle est l’espérance du carré du nombre d’acides aminés distincts dans une séquence de lon-
gueur N , i.e. E{Y2} ? Répondre en fonction des p∼j et des p∼jk.
En déduire la variance var{Y}.
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2 Chaînes de Markov cachées

Inférence à partir d’observations d’état bruitées.

Soit une chaîne de Markov cachée invariante dans le temps (π,Π,Σ) à 3 états S1, S2, S3 et 3 obser-
vations possibles E1, E2, E3.
On note Xt la séquence des états cachés et Yt la séquence des observations, pour t = 1, 2, . . . , N .
Pour rappel,

πi = P (X1 = Si) Πij = P (Xt+1 = Sj |Xt = Si) Σij = P (Yt = Ej|Xt = Si).

On considère le cas particulier

π = [ 1 1 1 ] /3 Π =





.7 .3 0
0 .7 .3
.3 0 .7



 Σ =





.8 .1 .1

.1 .8 .1

.1 .1 .8



.

On dispose d’une séquence Y1 Y2 . . . YN d’observations, où chaque Yi ∈ {E1, E2, E3}.
On considère le cas particulier où N = 3 et la séquence observée est

E3 E2 E1.

Autrement dit, on a Y1 = E3, Y2 = E2 et Y3 = E1.

Dans les questions qui viennent, la résolution numérique n’est pas demandée.

1. Dessiner le diagramme de transition d’états de la chaîne de Markov (π,Π).

2. Dessiner le réseau bayesien de la chaîne de Markov cachée (π,Π,Σ) pour les 3 premiers ins-
tants.

3. Propagation α/Estimation d’état.
Calculer de façon efficace les probabilités

P (X3 = Si|Y1 = Y1,Y2 = Y2,Y3 = Y3),

pour i ∈ {1, 2, 3} et la séquence particulière observée.
En notation abrégée, la question revient à demander P (X3|Y1Y2YN ) avec Y1 = E3, Y2 = E2,
Y3 = E1.
Suggestion : se ramener au calcul de P (Xt = Si,Y1 = Y1, . . . ,Yt = Yt), c’est-à-dire en
notation abrégée P (Xt, Y1 . . . YN ), pour t valant successivement 1,2,3. Particulariser ensuite
les expressions obtenues aux observations de l’énoncé, i.e. Y1 = E3, Y2 = E2 et Y3 = E1.

4. A présent, la première observation n’est plus disponible, la matrice de transition devient Π ′ pour
la seconde transition d’état, et la matrice d’observation à l’instant t = 3 devient Σ ′. Comment
calculez-vous

P (X3 = Si|Y2 = Y2,Y3 = Y3),

pour i ∈ {1, 2, 3} dans ces nouvelles conditions et la séquence particulière observée, i.e.

Y2 = E2, Y3 = E1?
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3 Estimation statique

Le Bon, la Brute et le Truand.

On utilise trois senseurs y1, y2, y3 de qualités différentes pour effectuer simultanément la mesure d’un
signal source x :

– Le Bon mesure y1 = x + v1, où v1 est un bruit de moyenne nulle et de variance 0.1,
– La Brute mesure y2 = x + v2, où v2 est un bruit de moyenne nulle et de variance 0.4,
– Le Truand mesure y3 = 0.9x + v3, où v3 est un bruit de moyenne 0.1 et de variance 0.2.

La source suit une distribution normale de moyenne 1 et de variance 2.
Les bruits v1, v2, v3 et la source x sont mutuellement indépendants.

Dans les questions qui viennent, vous pouvez arrêter la résolution numérique à des expressions du

type
[

3 4

5 6

]

−2
[

1 2

3 4

]

3

.

1. Calculer l’estimateur x̂ = E{x|y1, y2, y3}.
Conseil : Etablissez proprement les expressions de Σy et Σxy, pour disposer d’un calcul de ré-
férence lorsque vous effectuerez un calcul similaire au point 3.

2. Calculer l’espérance de l’erreur quadratique d’estimation, c’est-à-dire E{(x − x̂)2}.

3. Supposer à présent que le bruit v3 est corrélé avec la source x.
Les autres relations d’indépendances sont conservées.
Le facteur de corrélation est ρ = 1/

√
10.

Etablir les nouvelles expressions de E{x|y1, y2, y3} et E{(x − x̂)2}.
Rappel : ρ = ρx,v3

= covar{x, v3}/
√

var{x}var{v3}.

?. Bonus. (Ce point peut être résolu indépendamment des réponses aux points précédents.)
Supposer (comme au point précédent) que le bruit v3 est corrélé avec la source (facteur de
corrélation ρ).
A votre avis, que vaut l’espérance de l’erreur quadratique d’estimation E{(x− x̂)2} dans le cas
ρ = −1 ? Dans le cas ρ = 1 ?
Esquisser grossièrement le graphe de E{(x − x̂)2} en fonction de ρ ∈ [−1, 1].
Vous pouvez aussi essayer de calculer l’estimateur x̂ = E{x|y1, y2, y3} dans les cas ρ = −1,
ρ = 1, mais ceci demande de l’imagination dans la méthode.

4 Filtre de Kalman

Pour quelques dollars de plus.

Reprenez l’énoncé Le Bon, la Brute et le Truand et les sous-questions 1 et 2.
Cette fois, utilisez la technique du filtre de Kalman pour calculer progressivement x̂(1|1) = E{x|y1},
x̂(2|2) = E{x|y1, y2}, x̂(3|3) = E{x|y1, y2, y3} et les espérances de l’erreur quadratique associées.
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Annexe : Filtre de Kalman

• On considère dans la théorie
– un système dont l’état suit la dynamique x(t + 1) = Ax(t) + w(t),
– l’équation de mesure y(t) = Cx(t) + v(t),
– x(0), w(0), w(1), . . . , v(0), v(1), . . . indépendants et conjointement gaussiens,
– w(t) bruit de moyenne nulle et de variance W ,
– v(t) bruit de moyenne nulle et de variance V ,
– x(0) condition initiale de moyenne x̄(0) et de variance Σ0.

• On dispose de la récursion de Riccati

Σ̂t+1 = AΣ̂tA
T + W − AΣ̂CT (CΣ̂tC

T + V )−1CΣ̂tA
T (1)

qui permet de calculer itérativement

Σ̂t+1 , Σt+1|t , E{(x(t + 1) − x̂(t + 1|t))(x(t + 1) − x̂(t + 1|t))T } (2)

avec x̂(t + 1|t) , E{x(t + 1)|y(0), . . . , y(t)}. (3)

i.e. la matrice de covariance Σ̂t+1 de l’erreur d’estimation de l’état à l’instant t + 1 connaissant
les observations du temps 0 au temps t.

• Pour le filtre de Kalman, on dispose tout d’abord du gain de l’observateur à l’instant t

Lt = AΣ̂tC
T (CΣ̂tC

T + V )−1. (4)

On définit ŷ(t) comme la prédiction de l’observation au temps t connaissant les observations
précédentes :

ŷ(t) , ŷ(t|t − 1) , E{y(t)|y(0), . . . , y(t − 1)} = Cx̂(t). (5)

La formule de mise à jour de la prédiction de l’état au temps t + 1 en fonction d’une nouvelle
observation recueillie au temps t est le filtre de Kalman :

x̂(t + 1) , x̂(t + 1|t) = Ax̂(t) + Lt(y(t) − ŷ(t)). (6)
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