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Avant-propos et remerciements

Le calcul des probabilites, tel qu'il s’est cristallisé &l des siecles, représente indéniablement une agancé
remarquable de la science, tant sur le plan conceptuel éematique que du point de vue de son impact dans
les applications. La nécessité de son enseignementaghsgdart des cursus universitaires est incontestée.

Comme la matiere est subtile, et parfois contre-intuimg@remier abord, un premier cours sur ce sujet doit a
la fois en introduire les notions fondamentales de facgauieuse et susciter I'intérét en montrant combien ces
notions sont riches et puissantes pour résoudre une garasiatge de problemes.

C’est dans cette optique que ces notes ont été rédméestination des étudiants bacheliers ingénieurs et
informaticiens. Le choix de la matiere et le style de pnéston résulte de discussions avec mes collegues res-
ponsables de I'enseignement de matieres qui font appedlauldes probabilités et de mes propres expériences
au cours des années passées dans le cadre de mes adtngEgnement et de recherche qui concernent prin-
cipalement les applications du raisonnement probabdisxeproblemes d’ingénierie €lectrique, en informagigu
et dans les applications biomédicales.

La structure de ces notes est directement inspirée de haignme partie du livre de Gilbert Saport&pp9(
gue je recommande vivement comme ouvrage de référerameniporte, outre la présentation des bases du calcul
de probabilités, une excellente présentation de lastitfiie et des outils d’analyse de données modernes. Je
recommande aussi, en seconde lecture, 'ouvrage de DaWlidWs [ \WilO1] qui est a la fois d’une trés grande
finesse dans sa facon de présenter les notions fondaeeedtatalcul de probabilités et un exemple a suivre en
matiere de pédagogie.

Lors de la préparation de ces notes j'ai enormémeneti@a’de 'aide enthousiaste et du regard critique
de plusieurs personnes : je remercie en ordre aléatoirgfiaSchnitzler, Alejandro Marcos-Alvarez, Héleéne
Huaux, Kristel Van Steen, Pierre Lousberg, Francois Vahaut, Arnaud Joly, et Didier Vigneron. Au fil des
ans, mes réflexions ont aussi bénéficié de nombreusassdisns avec mes collegues et étudiants de I'Uniersit”
de Liege, et avec mes collaborateurs scientifiques exiés;j je les remercie de fagon collective.

Louis Wehenkel
Janvier 2012
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Guide de lecture

Symbolee : Certaines notions introduites dans ce syllabus sont ptiigearou plus abstraites du point de vue mathématique,
mais néanmoins trés importantes pour la bonne compséedu calcul de probabilites. Nous avons mis en évidéese
sections qui introduisent ces notions en précédant ieimulié par le symbole . Nous conseillons au lecteur de lire attentive-
ment ces sections lors d’'un premier passage dans les natesiepleur consacrer une seconde lecture apres avoirikskEm
suite.

Symboleo : Certaines sections introduisent des notions fort utiles s applications ultérieures du calcul de probalsilité
(statistique, processus stochastiques), mais qui sordyppas utiliseées dans la suite de ce cours. Nous avons reigdence
ces sections en précédant leur intitulé par le symbalela lecture détaillee de ces sections peut donc étrgppsse au
moment ou ces notions se révelent intéressantes.

Exemples et applications :Pour ce qui est de l'illustration et de I'applications deios, nous faisons appel tour a tour a des
exemples ‘académiques’ (pile-ou-face, lancer de dé) etca des exemples d'applications réelles en ingéni€Cependant,
les illustrations et applications de certaines idées sxm#rvees aux séances de répétitions et de travatiues, ce que nous
indiquons alors au lecteur la ou il nous a semblé utileedfaite.

Notes de bas de page Contrairement a un usage frequemment adopté ou ondejpites notes en bas de page, nous avons
adopté un style qui renvoie ces notes a la fin du chapitreactu Dans le texte principal ces notes sont marquées [gar un
indication de la formé?; elles peuvent &tre ignorées en premiére lecture.

Réféerences bibliographiques : Nous citons un nombre réduit d'ouvrages généraux dastgukds on pourra trouver des
compléments et des notions plus avancées, ainsi quefigsmces plus circonstanciées aux travaux de base joonduit
au developpement actuel du calcul de probabilités.

Remarques sur les notations utilisées dans ces notes

Le calcul des probabilités manipule un ensemble riche tiem® comme on le verra. Nous avons essayé dans ces netes d’
le plus précis et le plus cohérent possible dans I'utitisedes notations mathématiques. Les notations nowvigiteoduites
dans ce cours sont définies au fur et a mesure de leur apparit

Notation logique vs notation ensembliste Lorsqu’il est nécessaire d’en faire la distinction, notissons la notation - A”
pour désigner la négation d'une proposition logigieet la notation “4°” pour désigner le complémentairé \ 2 d'un
sous-ensemblel d’un ensemble de réferen€ée Y Pour désigner l'intersection (respectivement I'unio®ngembles nous
utilisons la notation 2 N B” (respectivement A U B”), et pour désigner la conjonction (respectivement lgodistion)
entre propositions logiques nous utiliserons la notatidn\' B” (respectivement A v B”). Dans la plupart des cas, on
peut cependant passer sans difficultés d'une formulatimerabliste a une formulation logique. Aussi, pour aliélgs
notations lorsque le contexte ne préte pas a confusiars ntilisons souvent des écritures logiques du tyfle)) € X” (ou
“f(w) = z;") a la place de leur écriture ensembliste)' € Q : f(w) € X}" (ou “{w € Q : f(w) = x;}"). De fagon
symeétrique, nous utilisons aussi parfois la notation eiiste “A” a la place de la notation logiques“c A”.

Mesures, lois, fonctions de &partition, et densités de probabilite : Nous utilisons la notatio®, (ou P, quand le contexte
ne préte pas a confusion) pour désigner mesurede probabilité définie sur un ensemli§le cette mesure associe a tout
sous-ensemblmesurablede (2 sa probabilite. Pour une variable aléatoiraléfinie sur? et a valeurs dans un ensemble
nous utilisons la notatiox pour désigner lanesurede probabilité qu’elle induit suR x (c’est-a-dire la fonction qui associe
a un sous-ensemble mesuraBleC Qx la probabilité d’observer la valeur de la variable al@ate’ dans cet ensemble).
Pour une variable aléatoire discréte nous utilisonsialigspour désigner sii de probabilité (c’est a dire la fonction qui
associe a une valeur € Qx de la variable aléatoir&’ la probabilité d'observer cette valeur). Lorsque la Valeaaléatoire
est a valeurs réelles, nous utilisoRis pour désigner stonction de répartitioret, si elle est aussi continue, nous désignons
par fx sadensité de probabilité

Notes

1. Pour éviter la confusion avec la notion féemetured’un sous-ensemble d’'un espace topologique, nous nariigas la notatios
pour désigner le complémentaire de



1 INTRODUCTION

“The true logic of this world lies in the calculus of
probabilities.”
- James Clerk Maxwell, 1831 - 1879

Ce chapitre a pour objectif de présenter notre motivatiomo&e méthode de travail dans ce cours. Certains termes
techniques (par exemple “variable aléatoire”, “dendéérobabilité”, “espérance mathématique”, “indégamce con-
ditionnelle”, etc.) sont pour le moment utilisés sans em@w la définition précise; les chapitres suivants ont pbjet

de faire cela de maniére rigoureuse. Nous conseillons doa@remiére lecture rapide de ce chapitre avant d’aborder
la suite, et une lecture plus approfondie aprés avoir asliensemble de la matiére du cours.

NB: Une indication du typé?) renvoie a la section deééotessituée en fin de chapitre.

1.1 MOTIVATION

Si on s'interroge sur le role des futurs ingénieurs, oresel icompte qu’on leur demande un esprit critique et une
capacité d'innovation de plus en plus grande, pour traiésrproblemes de plus en plus complexes. Les cursus
traditionnels de formation des ingénieurs, mettent dfdtem avant la maitrise du raisonnemeéatuctif®), la
connaissance des “lois” générales de la physique, eda emi oeuvre des méthodes mathématiques et numériques
pour la résolution de problemes techniques, a partin diodele. Dans ce contexte, I'enseignemenithodes
stochastique$? a pour premier objectif de renforcer la capacité de raisamentinductif (®), c’est-a-dire la
capacité d’exploiter des données issues de I'observdtimn systeme et d’en tirer des conclusions intéressante
sur la nature et le comportement de ce systeme, afin d’etrooesies modeles qui se prétent a la mise en oeuvre
des techniques déductives mathématiques et numériques

On fait appel aux méthodes stochastiques lorsqu’on esté&sepce de phénomenes qu'il n’est pas possible
ou peu pratique d’'étudier de facon détaillee et déieiste. C’est notamment le cas lorsque les systemeséstudi
présentent une tres grande complexité, ou lorsqu’onismode que d’'une connaissance partielle de leurs carac-
téristiques. Les méthodes stochastiques permettastdiftudier les comportements en moyenne, en modélisant
de facon probabiliste les parties d’'un systeme qu’on néhaibe pas ou qu’on ne peut pas décrire en détails.
Les méthodes stochastiques fournissent les outils sétes pour déduire les distributions de probabilités de
grandeurs de sortie importantes, en fonction de cellesrteses et du modele (déterministe ou non) du systeme.
Elles permettent ensuite d’utiliser au mieux ces infororaipour prendre des décisions appropriées.

Traditionnellement, trop peu de place était laissée aéthndes stochastiques dans I'enseignement des ingé-
nieurs. Ces méthodes sont cependant utilisées aujaumgims toutes les disciplines scientifiques et techniques,
et cela pour trois raisons principales : (i) la nécessitérditer des systemes de plus en plus complexes, décrits
souvent par un nombre énorme de variables, (ii) la diffecalé prédire certains facteurs dimensionnants de
maniére exacte et/ou déterministe (notamment ceux &aisant les effets environnementaux), (iii) 'impacigr
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important des technologies de l'information sur touteddigsiplines, par le fait qu’elles permettent de collecter
des quantités énormes de données et offrent des otitlacfs pour les traiter de facon automatique.

Grace a ces progres, les méthodes stochastiques pentrent effet d’aborder efficacement la modélisation,
'analyse et la conception de systemes de plus en plus ex@gl comme ceux rencontrés en informatique,
électricite, mécanique, chimie, aéronautique, etes @éthodes jouent également un rdle croissant en gdeno
et en finance, et dans les sciences naturelles, domaineseasies ingénieurs sont de plus en plus régulierement
confrontés. Par exemple, si on fait un inventaire des travie fin d'études des ingénieurs on se rend compte
gu’une proportion croissante fait appel de facon directendirecte aux méthodes stochastiques.

Le cours dEIéments de Probabilitest le premier maillon d’une chaine de trois cours faisanti@ du tronc
commun du programme de Bachelier Ingénieur civil et du Béehen Informatique. Avec les deux autres cours,
a savoir respectivement le courseéments de Statistiquet le cours dintroduction aux Processus Stochas-
tigues ce cours a pour objectif de former les étudiants, toutssiglines confondues, aux bases des méthodes
stochastiques. Les cursus de Master Ingénieur civil etdstéf en Informatique pourront ainsi s’appuyer sur ces
compétences pour aborder des méthodes plus spéemfagant appel & ces connaissances de base, en fonction
des besoins de chaque discipline.

1.1.1 Exemples de domaines de I'ingénieur faisant appel aux méthodes stochastiques

La gestion des risquesndustriels et technologiques fait appel aux méthodeshststiques pour I'analyse et

la maitrise de la fiabilité et de la sécurité des systenmas méthodes stochastiques sont notamment utilisées
pour la conception des centrales nucléaires, la planidicates réseaux d'énergie électrique, I'évaluation de
risques des moyens de transport en commun (aéronautigins, & grande vitesse), la maitrise de la fiabilité des
lanceurs spatiaux... Ces techniques permettent notandhiéantifier les sources de pannes les plus probables
et de déterminer des parades a la fois efficaces et ausmso@igues que possibles. Notons que I'étude des
performances et la vérification des logiciels informadig tait partie de ce domaine.

Les arbitrages économiquesentre différents projets techniques visant a résoudrprobleme (par exem-
ple, pour justifier la construction d’'une nouvelle routeyrte nouvelle usine, ou bien pour décider d'investir
dans un changement technologique majeur comme les vékieldctriques ou la production d’énergie électrique
éolienne) nécessitent de modéliser des scénarioometrmacro-économiques sur des horizons de temps de
plusieurs années, voire de plusieurs décennies, afialdiér I'espérance mathématique des retours sur irpgesti
ments. Ces arbitrages sont souvent stratégiques pouefiegrtiadaptation aux changements globaux.

La théorie des systmesest une discipline générale qui est utilisee pour betet la conception d’une tres
grande diversité de systemes, que ce soit en mécaniggjmie, en électricité, ou encore en informatique. Une
partie de la théorie des systemes s’intéresse auxsgststochastiques qui sont notamment utilisés en estimati
d’'état et pour la conception de systemes auto-adaptdtiéstimation d'état permet de tirer le meilleur profit
des informations fournies par divers capteurs, notammeriliteant les erreurs de mesures, en permettant la
détection de fonctionnements anormaux de certains capteuen utilisant de maniere optimale les grandeurs
mesurées pour inférer la valeur probable des grandetesas non directement mesurables qui caractérisent
I'état du processus. Les systemes auto-adaptatifs apabdes d’adapter leur stratégie de commande en fonction
de changements des caractéristiques de I'environneherysteme piloté, et/ou de ses objectifs de réglage. Le
traitement du signal (traitement de la parole, de signaux physiologiques, djiesa repose en grande partie sur
des méthodes stochastiques. En imagerie spatiale, pampéxeces techniques sont utilisées pour éliminer le
bruit des informations brutes captées par les téléescepainsi identifier automatiquement les corps stellaires.
En médecine, elles permettent I'interprétation autéquat de signaux physiologiques (électrocardiogrammes,
électroencéphalogrammes, imagerie fonctionnellegg@lifent ainsi le diagnostic et le traitement des maladies

Eninformatique de nombreuses questions font appel aux méthodes staphesstil’optimisation des perfor-
mances des systemes, la compression de données, ijatele artificielle, 'analyse de données... L'analyse de
données est par exemple utilisée par les constructetomabiles pour détecter les causes de certaines pannes
répétitives. La compression de données est basée sadége de suites de symboles en fonction de leur proba-
bilité d’apparition, les suites les plus frequentes vace les codes les plus courts; elle permet de réduiresateit
stockage et délais de transmission dans de hombreusésagiopls (stockage de masse, réseaux informatiques,
disques compacts, multimédia, télévision digitdle...
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L'ingénierie desprocédés chimiqueset dela production mécanique repose sur la mise en oeuvre des
méthodes stochastiques pour la conception des usinegjeafimnimiser les rapports colts/performances des
installations industrielles en fonction des sollicitaoprobables et des futurs colts d’exploitation. Ces disci
plines font aussi appel aux méthodes stochastiques p@onieeption de systemes de surveillance des installa-
tions, qui ont pour but de détecter en temps opportun lgsies de pannes et la nécessité de programmer des
opérations d’entretien, en fonction des mesures engsatierreurs et/ou incomplétes qui peuvent étre faites su
ces systemes.

En aéronautique et de facon plus générale dans le domainetdassports, les méthodes probabilistes sont
utilisées pour controler les risques de pannes catdstjops face aux aléas, notamment les erreurs humaines (de
la part des concepteurs, opérateurs et utilisateurs dgyssnes) et les risques naturels (engendrés par lessprag
tempétes, glissements de terrain etc.), auxquels lesdragstde transport sont régulierement soumis. Les mémes
méthodes sont utilisées pour concevoir et exploiternsgllations industrielles présentant un risque pogénti
pour la population en cas d’accident (usines chimiquedrakes nucléaires, industrie du gaz, etc.).

Engéologieles techniques probabilistes et statistiques sont de plp#us utilisées pour aider a la localisation
des lieux de sondage et de forage les plus prometteurs, etidoies données partielles qui sont recueillies sur
le terrain par des techniques de plus en plus sophistiquissss le domaine de leonstruction, les techniques
probabilistes sont utilisées pour dimensionner les sires de ponts face aux sollicitations aléatoires auxesiel
ils sont soumis, pour étudier et concevoir de nouveaueteraents plus performants en présence de pollution ou
de variations de température exceptionnelles.

Lestélecommunicationsreposent sur les méthodes stochastiques en ce qui coioptimaisation des perfor-
mances, le codage de données et le filtrage du bruit. Ercpketi les telecommunications font largement appel
au traitement du signal, aux techniques d’optimisationmgformances de systemes informatiques distribués, a
la compression et au codage de données. Par exemple, degsean ATM chaque connexion se présente sous
la forme d’une suite virtuellement unique de cellules traises, qui peut étre représentée comme la réalisation
d’un processus stochastique. Les méthodes stochaspguesttent alors d’étudier les performances du systeme
lorsqu’il est soumis a différents types de trafic (comneations téléphoniques, transferts de données numésijq
trafic multimédia. ..). Elles permettent aussi I'optintisa du codage des données dans le but de minimiser les
pertes d’informations malgré I'effet du bruit et d’errsute transmission.

Dans le domaine deitigénierie biomédicalg les méthodes stochastiques sont utilisees pour egplieis
données biologiques pour identifier des genes en relaee les maladies complexes telles que le cancer,
'asthme et le diabéte, pour modéliser les systemesedalation de génes et comprendre la dynamique des
systemes biologiques (développement, difféerenaiadies tissus) et pour concevoir des systemes d’aide au diag-
nostic médical (analyse d’'images et de données de séggenet de protéomique) ainsi que pour la conception
de procédés de biotechnologie.

Disciplines méthodologiques de base
Le domaine des méthodes stochastiques est extrémertiest @n peut le structurer de la maniére suivante:

m Calcul des probabilités et theorie de I'information : formalisation du raisonnement sous incertitude, étude
théorique de la notion d'incertitude et d’informatiortuée quantitative des performances de systemes de
collecte, de codage et de communication de l'information.

m Statistique, analyse de donées, et apprentissage automatiqueexploitation optimale de données issues de
I'observation expérimentale ou de la simulation numégigour I'inférence de modeles explicatifs et prédictif
et pour la vérification d’hypothéses.

m Sysemes et processus stochastiquestéthodes mathématiques et informatiques de descrigtide manip-
ulation de signaux spatio-temporels et de systemes dyneesj caractérisés essentiellement par un trés grand
nombre de variables dont I'étude conjointe repose suplt@tation de propriétés globales de symétrie et/ou
d’invariance, telles que la stationnarité et I'ergodicit

m Algorithmique stochastique et optimisation : conception d’algorithmes pour résoudre des probléemes de
codage de données, et d'analyse et d’optimisation demsyest stochastiques; caractérisation des propriétés de
ces algorithmes.
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Entrées cachées Disons que le systéme est une voiture :
les entrées observablasseraient alors les
actions prises par le conducteur (position du
z volant, de I'accélérateur, du frein, etc.), la
sortie y serait la trajectoire du véhicule, et
Systéme : Sorties les entrées “cach’ees"(i._e. les perturbations
non observables) seraient par exemple les
forces exercées par la route sur les pneus, et
les mouvements des passagers.

La relation déterministe entrées-sorties
f(z, z) permet de calculer les sorties si on
connait les entrées observables et cachées.

(perturbations)

Entrées
Observables Observables

Relation entre Entrées et
Sorties :y = f{x,z)

Figure 1.1: Représentation graphique d’'un systemeqideterministe)

Entrées cachées La loi P(y|x,z) tient compte de la con-
naissance imparfaite du systeme (usure des
pneus, température du moteur, etc.), la loi
P(z) P(z) exploite nos connaissances a priori
(conditions hivernales, nombre de passagers)
Systéme : Sorties quant aux entrées cachées, et laidic) per-

met de modéliser les erreurs de mesure sur
les entrées observables.

Les méthodes probabilistes permettent alors
de calculer une loi de probabilit®(y) sur
'ensemble des trajectoires possibles de la
voiture étant données ces informations.

(perturbations)

Entrées
Observables Observables

Relation entre Entrées et
Sorties : P(ylx,z)

Figure 1.2: Représentation graphique d’un systemeqisiochastique)

1.1.2 Notion de systeme stochastique ou de modele stochastique d’un systeme

La figure 1.1 représente de fagon graphique un systeme. Une tellégeptation est en fait une abstraction
(graphique) de la réalité physique; pour en faire I'etuh peut lui associer des objets mathématiques : es-
pace d’entrée; espace de sortie; modele entrée/sedieations differentielles, algébriques. ..). Si a eesées
fixées le modele associe de maniere unique les sortiediramue le modele (et par extension le systeme) est
déterministe. Un modele non-déterministe est donc udat@qui associe a une entrée donnée un ensemble de
sorties possibles, c’est-a-dire compatibles avec lealeodNotons d’emblée qurientation du modele, c’est-
a-dire le choix de ce qu'on convient d’appeler les entréeles sorties est effectué en fonction des objectifs
poursuivis. En particulier, un modele déterministe pgmenir non-déterministe si on inverse le role joué par
les entrées et les sorties. D’autre part, méme dans le’'osagnbdele déterministe, il est souvent difficile ou
impossible de déterminer toutes les entrées de maniéoisp (par exemple, certaines entrées sont qualifi€es d
perturbationsinconnues); dans ce cas, on cherchera a déterminer lembtes de sorties possibles, lorsque les
entrées connues appartiennent a un sous-ensemble piecked’entrée.

On concoit que partant d'un systeme réel, on peut comstune hiérarchie de modéles comprenant des
modeles treés précis mais extremement complexes, voipessibles a manipuler, ainsi que diverses approxi-
mations, plus simples a manipuler mais moins préciseseanple, en présence d’'un simple circuit lectrique
(disons une “résistance” en série avec un “condensatéyrringénieur qui s'intéresse a la relation entre le
courant dans ce circuit et la tension a ses bornes disposritteune série de modeles : équations de Maxwell
aux dérivées partielles, équations difféerentielles dircuits en éléments condensés (linéaires ou méailies),
équations algébriques, relations qualitatives. . . Méerplus sophistiqué de ces modeles reste une abstraetion
la réalité, et possede un domaine de validité restrsinbn bien cerné. C’est tout I'art du métier d'ingérigue
de choisir le modele approprié, a la fois suffisammentisrét adapté aux besoins pratiques, et ce choix dépend
évidemment du contexte. Par exemple, dans le cas de natieintiuit il dépendra de I'espace d’entrées (con-
tenu frequentiel des signaux a I'entrée, amplitudejsiajue de la nature de I'environnement (perturbations ther
miques ou électromagnétiques) dans lequel le circugersié fonctionner. Mais le choix de modélisation dépend
également de l'information disponible : par exemple lagrés oeuvre des équations de Maxwell nécessite des
informations détaillées sur la géométrie des condustet diélectriques des composants utilisés, infoirnati
qui ne sont pas nécessairement disponibles.
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La figurel.2schématise le point de vue adopté par les méthodes stigpies pour I'étude des systemes (en
anticipant sur la suite de ces notes). Par rapport a la figdyee modele est complété par des hypotheses sur les
distributions de probabilités des entr@ege), P(z), la relation entrée/sortie est représentée par ungliison
conditionnelleP(y|x, z), et les sorties sont caractérisées par une distribuggordbabilitesP(y). Ces distribu-
tions de probabilités représentent un certain nivealodeaissance du systeme physique modélisé, et englobent
comme cas particuliers les systtmes déterminiStesL’avantage principal de cette vision des choses est de
mettre en évidence explicitement le degré de non-dé&ésme des differentes parties du modele. Les méthodes
stochastiques visent a quantifier les incertitudes vetiels de ces modeles en mettant en oeuvre le calcul des
probabilités et les outils statistiques. Elles perméiterconstruire des modeles probabilistes des systeipas a
tir de données mesurées, et ensuite de manipuler cesesddaalyse mathématique, simulations numériques)
pour prendre des décisions appropriées lors de la capoegitde I'exploitation de ces systemes.

1.2 PROBABILITES VERSUS STATISTIQUE

La théorie des probabilites est une branche des matidgueatqui vise a étudier les phénoménes aléatoires
(c’est-a-dire ou le “hasard” intervient). Cette th@&nmiui a mis plusieurs siecles a se cristalliser sous saefor
actuelle, permet d'étudier et de résoudre un grand nordérproblemes pratiques et aussi théoriques. Elle
fournit également une approche pour la formalisation dusannement logique” en présence d’informations
partielles et/ou contradictoires. Comme toute théori¢hdraatique, la théorie des probabilités est une science
déductive, qui se base sur un certain nombre d’axiomesliseues techniques usuelles en mathématiques pour
la démonstration de théoremes. On y déduit donc desigtép spécifiques, a partir des hypothéses géseeral
incarnées par les axiomes. Ses domaines d’applicatidmsaombreux : la physique, I'intelligence artificielle, la
théorie des systemes, le traitement du signal, la stpiest . . pour n’en citer que quelques uns.

La statistique, au sens le plus général, est une diseiplinconsiste dans le recueil, le traitement et I'intetgpré
tion de données d'observations sur des systemes phgs{geels ou simulés). En particulier, elle permet de
construire des modeles (probabilistes ou non) qui remtest correctement la réalité mesurable du monde
physique. Il s’agit d’'une discipline faisant souvent apgelaisonnement inductif : a partir d’'un certain nombre
d’observations élémentaires on cherche a construsdaie générales qui “expliquent” ces observations. Etan
donné ce caractére inductif, les résultats obtenusspetatistique peuvent étre remis en question par de nasvell
observations, comme c’est le cas dans le domaine des ssipatgelles en général. Pour cette raison, une utili-
sation correcte de la statistique dans un domaine donm&ogssairement de pair avec une bonne compréhension
physigue de ce domaine. Aussi, les résultats obtenus sstifi§s dans la mesure ou ils sont opérationnels, et
non pas parce qu'ils représenteraient la vérité absdueon ne s’y trompe pas cependant, car l'utilisation des
outils statistiques fait autant appel a la rigueur scfente que les autres sciences expérimentales. Néanmoins,
ces outils ne permettent de vérifier que la “plausibil{&’non la “réalité”) de la plupart des modeles utilipas
les ingénieurs et scientifiques de nombreuses disciplieEnt donné la diversité des problemes rencontrés en
pratique, la statistique est un domaine extrémement dastel’appréhension d’ensemble nécessite du temps et
de I'expérience pratique. Elle est surtout basée surltaitdes probabilités, qui lui sert comme outil de raison-
nement; elle fait cependant aussi appel a de nombreuses qrties des mathématiques (analyse, algebre,
géomeétrie...). La statistique est aussi intimemer #fla philosophie des sciences, et plus particulierement
I'étude des mécanismes de découverte et de révisioth@eses scientifiques.

Il'y a donc une interdépendance forte entre probabilitésadistique, mais également une difféerence fonda-
mentale dans leur approche : déductive pour le calcul dasapilités; inductive pour la statistique.

Ces notes de cours s'intéressent principalement au adsuyrobabilités pour en établir les bases théoriques et
les résultats les plus fondamentaux qui doivent &trérie@$ avant d’aborder la statistique et les autres naetho
stochastiques. Afin d’illustrer et de motiver notre propus,s ferons appel & divers exemples pratiques, dont
certains seront de nature académique (tel que le “dould@piface”) et d’autres seront des versions simplifiees
de problemes pratiques qui seront étudiés plus enlsli@étans d’autres cours. Les travaux pratiques viseront a
aider & I'assimilation des notions de base, en combirearicgs d’exercices et exercices sur ordinateur.

Pour une trés bonne introduction aux probabilités et stdéistique nous recommandons vivemefep9(
dont nous avons adopté la structure logique et la pluparndétions. Pour en savoir plus sur les fondements
mathématiques du calcul des probabilités nous suggéadacture de la réferences||79].
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Centrale 1 Centrale 2
\ Ligne(s) électrique(s) ve
X ¥

Ville 1 Ville 2

Figure 1.3: Probleme de I'alimentation en électricieéditux villes. Le schéma représente de facon simplifiée |
structure physique du systeme étudié

Pour conclure cette discussion, insistons sur le fait qeépearation probabilités/statistique que nous faisons
volontairement n’est pas justifieée d’'un point de vue fondatal, mais bien pour des raisons pédagogiques. Nous
commencons en quelque sorte par analyser quelques aanesaus préoccuper de la forét. Parmi les difféerentes
possibilités qui s'offrent pour aborder un domaine commleieci, le choix que nous avons fait est celui d'une
rupture minimale (mais nécessaire) avec la fagon haketde présenter probabilités et statistique dans uneném
cours. Nous souhaitons ainsi limiter la confusion entrealgsects déductifs et inductifs complémentaires du
calcul des probabilités et de la statistique. Nous espequ’au fur et & mesure de sa familiarisation avec les
méthodes stochastiques, I'étudiant prendra consciemtenent ces deux disciplines couvrent les deux pans du
raisonnement en @sence d’informations incongies

1.3 TROIS PROBLEMES DE RAISONNEMENT SOUS INCERTITUDE

Dans cette section nous allons introduire trois probleraesctéristiques de situations ou le calcul des proiedil
est un outil intéressant pour modéliser et puis résoledpeobleme. Pour chaque probléme, nous allons d’abord
donner une version “intuitive” du probléme, ensuite unisian plus “mathématique” ou plus “ludique”, ensuite
guelques exemples de probléemes d“ingénieurs” collaat @ ette abstraction.

Difféerentes versions de ces problemes seront expbdaas la suite du cours pour illustrer I'intérét des nugio
théoriques introduites du point de vue des applications.

1.3.1 Probleme de prédiction

Il s’agit d’un probléme ot on cherche a établir les amsences probables d'un certain nombre de choix, sachant
que les conséquences peuvent étre influencées par desrfaexogenes aléatoires.

1.3.1.1 Exemple : évaluation de l'intérét d’un investissement

Deux villes doivent étre alimentées en électricitéaag a un systéeme électrique composé de deux centrales
électriques, respectivement situées dans chacune desvikes, et reliées par un réseau électrique (une ou
plusieurs lignes a haute tension qui permettent d’achende I'électricité d’une ville a I'autre, voir Figurke 3).

Il s’agit de dimensionner les centrales €électriques eefeau de fagcon a assurer un service de bonne qualité,
c’est-a-dire de fagon a pouvoir servir la demande emgteeles clients avec une tres grande fiabilité et un colt
minimal. En particulier, on souhaite savoir si le fait d'@stir dans la construction de lignes pour interconnecter
les deux villes est une option économiguement rentable.

1.3.1.2 Modélisation

Nous modeélisons les aléas du probleme a 'aide de dedablas aléatoires, qui représentent respectivement la
demande d’électricité de chacune des deux villes (la delm&arie d’'un moment a I'autre, d’ou la nécessité de
la décrire par une variable mathématique, et comme séatizaus ne sont pas prévisibles a priori, il s’agit de
variablesaléatoireg. Ces deux variables aléatoires sont chacune influemegaebautres variables aléatoires, qui
représentent respectivement I'effet de la météo (&fief sont essentiellement communs aux deux villes, celles-
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ci étant supposées se trouver dans une méme régiomagogue) et le choix des individus (indépendants d’'un
individu a l'autre) d’activer les differents apparedkectriques dont ils disposent.

Dans une version simplifiee du probleme, nous supposonteqéseau est de capacité non limitée, et totale-
ment fiable, ce qui permet d’alimenter les deux villes grade somme des capacités des deux centrales. Sous
cette hypothése, la capacité totale des centrales dod clmuvrir avec une tres grande probabilité la somme des
consommations des deux villes, a tout instant.

Le probleme revient alors a déterminer la probabilid@pgue la somme des consommations des deux villes
soit supérieure a cette capacité totale de productiams te scénario avec interconnexion, puis de comparer cela
a la probabilité que pour chaque ville la consommatiohsgpérieure a la capacité de sa centrale (scénario sans
interconnexion), et enfin de traduire ces informations emn@eommandation, en prenant en compte le cot de
l'interconnexion d’une part et le coQit d’interruption dergice d’autre part.

Ce probleme de base peut évidemment étre appliquéaatits scénarios (differentes capacités des cestral
et prise en compte de capacités limitées au niveau dau@ketransport) afin de choisir la meilleure configuration
du systeme. Il est également possible de modéliser @zapilités de défaillance des centrales et des lignes du
réseau, pour encore raffiner le modele. Enfin, en pratigiseénario se présente généralement dans une version
avecn centralesn villes, etk possibilités d’'interconnexion.

1.3.1.3 Abstraction sous forme de probleme jouet

Comme nous le verrons dans les chapitres suivants, cegonelriévient essentiellement a déterminer la distribu-
tion d’une fonction (ici une somme) de variables aléafiel les demandes d’électricité), a évaluer la pralitéb
pour que la valeur de cette fonction soit supérieure a uil §ei la capacité totale de production des deux cen-
trales), puis a calculer I'espérance mathématique dbsuws de cette fonction selon differentes hypotheseés (i
pour évaluer la qualité de service, en fonction de la qtéatttale d’énergie non desservie).

1.3.1.4 Autres exemples d’applications pratiques

Tous les problemes d’analyse de risque et d’évaluatismeteurs sur investissement se déclinent essentielemen
de la méme maniere, avec des complications provenantaaialexité des systemes étudiés (nombre de com-
posants) et liees au fait qu’'on étudie des événemees ragis auxquels sont associés des conséquences graves.
On peut citer I'analyse de la fiabilité des centrales maicls, des systemes de transport, et I'évaluation de leur
valeur économique future.

1.3.2 Probleme de diagnostic

Il s’agit d’un probléme de raisonnement ol on veut infées causes d’un phénomene observé a partir de
I'observation de ses conséquences.

1.3.2.1 Exemple : diagnostic d’une panne

Ma voiture ne démarre pas; il y a une manifestement une paleneoudrais savoir quelle est I'origine de cette
panne pour pouvoir la réparer. Il'y a plusieurs originessjibss, certaines a priori plus probables que d'autres.
Sachant que certaines origines peuvent sans doute étoegitant donné les informations dont je dispose, dans
le cas particulier qui me préoccupe, quelle est I'origapllus probable de cette panne ?

1.3.2.2 Modélisation

Nous modélisons notre probleme par une série de vasébleatoires) binaires qui chacune décrivent une agigin
possible de la panne (batterie déchargée ? réservasehee vide ? démarreur défaillant ? bougies encra8sées
faux contact dans I'électronique ? etc.) et une autre kbliqui représente le fait que la voiture ne démarre pas.
Nous ajoutons aussi des variables observables faciletedles que ‘la radio fonctionne’, ‘j'ai fait le plein hier
soir’ etc., qui représentent les informations dont nospa$ons au moment du diagnostic.
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Fait le plein

Démarreur cassé

Batterie déchargée

Radio fonctionne

Réservoir vide

\oiture démarre

Figure 1.4: Probleme de démarrage de la voiture. Le salreprésente les relations logiques entre les variables
aléatoires servant a modeéliser le probleme. En vem ples variables observées; en rouge creux, les variables
diagnostiquer.

La variable ‘panne’ est dans notre modele une fonction I@@we) des variables ‘cause’ : si au moins une
des variables ‘cause’ est vraie, la variable ‘panne’ essiausie’, sinon elle est ‘fausse’.

Nous supposons que les pannes sont indépendantes, ehel@actérisée par une certaine probabilité a
priori connue.

Le graphique de la Figure.4représente intuitivement les relations entre les dffiges variables modélisées,
une fleche indiquant qu’une variable influence directerfeewleur d’'une autre.

Nous verrons comment ce modele permet de répondre a &ignposée dans les chapitres qui suivent.

1.3.2.3 Abstraction sous forme de probleme jouet

Nous allons analyser ce probleme de diagnostic, en noasibsisr un probléme jouet, a savoir le double pile ou
face. Dans ce probleme, on considere une expérienceqgsiste a lancer deux piéces (une d’'un euro, et une de
deux euros) simultanément. On suppose que chaque pigoe @ettaine probabilité de tomber sur pile ou sur
face, qui dans une situation idéalisée serait de 0.5.iRaura, on suppose qu’un observateur de cette expérience
peut vérifier si les deux pieces tombent du méme cotéploservateur n’est cependant pas entierement fiable,
et se trompe donc avec une certaine probabilite. On mépe les deux pieces se comportent de maniere
indépendante.

Connaissant les caractéristiques des pieces (leurgipitbsp; etp, de tomber sur ‘face’) et le taux d’erreur
de I'observateur, disons on demande de définir une regle qui en fonction de l'infation fournie par I'observateur
détermine la configuration la plus probable des piecesisNiiliserons differentes versions de ce probleme dans
la suite pour illustrer le raisonnement des effets aux cagsecaractérise les problemes de diagnostic.

1.3.2.4 Autres exemples d’applications pratiques

Le diagnostic médical combine le raisonnement a partisylaptdomes (manifestation de douleurs, résultats
d’analyses sanguines, radiographies etc.) et de facteursrgdisposent (fumer, alimentation, mode de vie,
histoire familiale, etc.) vis-a-vis de certaines patlyss. En général, la recherche de “bugs” (failles de con-
ception) dans un raisonnement, dans un programme infayoggtdans une théorie, conduisent a des problemes
d’inférence de type “diagnostic”.

La statistique inférentielle a pour objet de détermireloi de probabilité qui explique les observations, par
exemple la loi qui gouverne la durée de vie de composaatsréhiques issus d’une chaine de fabrication, les ob-
servations étant la durée de vie d’un échantillon de amsapts prélevés pour le contrdle de qualité. Ce proble
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Figure 1.5: Arbre de décision pour la gestion de la producti

est un probleme de “diagnostic” ayant pour objet de d&temes parametres de la population a partir des
observations recueillies sur certains éléments de-celle

1.3.3 Probleme de décision séquentielle

Il s’agit d’'un probleme de raisonnement ot on cherch&bli une stratégie permettant d’adapter son comporte-
ment a des informations qui seront collectées ultéemant. En quelque sorte, il s’agit de se préparer a prendre
des décisions futures et a mettre cette préparationfi pour prendre une décision maintenant.

1.3.3.1 Exemple : gestion d'un parc de production

Un producteur d’électricité doit décider lesquellesds centrales doivent fonctionner le lendemain. Son abject
est de minimiser le colt de production, sachant qu'il s&sgjagé a répondre a la demande de ses clients. Les
clients ne sont pas parfaitement prévisibles, et il pewbjrales pannes de fonctionnement de certaines centrales
au cours de la journée du lendemain. Chaque centrale gmssie certaine souplesse, qui lui permet d'ajuster
rapidement son niveau de production, pour autant qu’eliieesomarche. Ce probleme est fort difféerent du
probléme de décision concernant la construction d’ugreeliélectrique que nous avons présenté plus haut.

Ici, le probleme du producteur est de choisir un sous-ebfede centrales qui seront en fonctionnement le
lendemain, et de faire en sorte qu’elles pourront ajustar iéveau de production le lendemain a la demande
d’électricité qui aura lieu. La décision en ce qui comeeles centrales a démarrer doit étre prise la veille sur
base des prévisions, alors que le niveau de productionat®iole pourra étre ajusté le lendemain en fonction de
la demande réelle d’électricité de la part des consoraunat Ensemble, ces deux décisions doivent conduire a
maximiser le profit du producteur.

1.3.3.2 Modélisation

On peut représenter la situation par un arbre de décisiogque celui illustré a la Figuré.5. Dans cet arbre,

la racine correspond (indiquée en haut sur la figure) aeld@sibn a prendre maintenant (ici, choisir le plan
de démarrage des centrales pour le lendemain). Les bmu(ithehes) partant de la racine correspondent aux
scénarios envisagés pour le lendemain (pannes ou bi@tioas de la demande par rapport aux prévisions).
Ces branches conduisent a des noeuds successeurs deda(faailles de I'arbre, représentées dans la partie
inféerieure de la figure) auxquels sont attachées desidesi de recours, c’est-a-dire des ajustements du plan
de production qui permettraient de réagir de facon odénaaces scénarios, compte tenu de la décision prise
maintenant (ici, il s'agirait de modifier le niveau de protioic de chaque centrale démarrée, en fonction de la
demande observée et/ou des centrales tombées en panne).

Nous illustrerons la notion d’arbre de décision et d’arteescénarios dans les chapitres suivants.
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1.3.3.3 Abstraction sous forme de probleme jouet

Dans le probleme du “Monty Hall” un joueur participe a un jélévisuel. Dans ce jeu, le joueur doit choisir une

porte parmi trois, sachant que derriere une des porte®geetiune voiture de grand luxe, et derriere les deux
autres une portion de frites de mauvaise qualité (ou bierch@vre rachitique, selon la version de I'histoire). Le

joueur remportera le lot caché par la porte qu'il aura deois

Le jeu se passe en trois étapes, a savoir (i) le joueugdésine porte; (ii) I'animateur choisit de révéler ce
qui se trouve derriere une des deux portes non choisieegauéur; (iii) le joueur peut remettre en question
son choix initial en choisissant la porte non ouverte paritteteur. Pour que les deux étapes du jeu soient
intéressantes, on impose a I'animateur de ne pas ouyaorte derriére laquelle se trouve la voiture.

On demande de déterminer la stratégie optimale de d@c&si deux temps pour le joueur (c’est-a-dire qui
maximise ses chances de remporter le lot intéressank®-aeaioit combiner de facon optimale (i) le choix de
la premiere porte a désigner, et (ii) une regle a @iligour choisir la seconde porte en fonction de la porte que
I'animateur aura décidé d’ouvrir.

Ce probléme sera traité en détail & la fin du chapitressuiv

1.3.3.4 Autres exemples d’applications pratiques

En présence d’incertitudes, on souhaite en généraldatda prise de décisions coliteuses en se disant que
I'information disponible plus tard sera meilleure et pettrgede mieux justifier la décision a prendre; en méme
temps, le fait de retarder la prise de décision réduit saties marges de manoeuvre car certaines opportunités ne
sont disponibles que pendant une période courte. De esldte’'un compromis qui s'articule de la maniéere suiv-
ante: quelle décision prendre maintenant, sachant queue plitérieurement réviser mes décisions en fonction
des informations que j'aurai a ce moment a ma dispositiais que ma capacité de révision sera soit facilitée
soit empéchée par la décision que je m'appréte a peamdintenant. De fagon équivalente, le décideur se &ouv
en face d'une série de choix entre lesquels il est obligéditrer a un moment donné, sachant qu’il aura des op-
portunités de réagir ultérieurement en faisant d’autteix a des instants postérieurs, la qualité et |a dikldée

de ces choix étant potentiellement influencée par lastitgu’il doit prendre maintenant.

Les méthodes permettant d’accorder les décisions desuel les stratégies de révision relevent de la pro-
grammation stochastique dynamique. Elles s’appliqueéntia les problemes de décision séquentielle sous in-
certitude. Les exemples pour les ingénieurs concernartiriaeption de systemes techniques dont les stratégies
d’exploitation sont flexibles, et aussi la gestion jouradide tels systemes.

Pratiquement, une des questions qui tombe dans ce crépeaarne la gestion de la maintenance d'une
flotte de véhicules, sachant que la flotte doit &tre ex@éoét tout moment pour maximiser les revenus et que
la maintenance vise a limiter les colts d’exploitatioraenaximiser la disponibilité future des véhicules. A
un moment particulier, il s’agira de décider si un véhicparticulier devrait étre immobilisé pour maintenance,
sachant que cela conduira a un manque a gagner a coue, tevais est susceptible d’augmenter I'espérance des
bénéfices a plus long terme. Ce probleme de gestion dail@emance est évidemment générique.

De facon analogue, la question de la planification des tisgesnents dans les outils de production se traduit
par un probléme de décision séquentielle en environneimeertain. Il s’agit ici de décider de la construc-
tion de nouvelles usines, a un moment donné, sachant Guerels peuvent &étre construites plus tard ou que
d’autres encore peuvent étre revendues ou bien déreastdde la méme facon, pour une entreprise il est impor-
tant de disposer d’une méthodologie lui permettant dédéecationnellement si elle doit investir en recherche
sur les technologies qui pourraient lui étre utiles danfiter, et si oui de choisir au mieux les voies qu’elle
décidera d’explorer. L'issue d'une recherche est souwveetrtain mais il peut donner un avantage concurrentiel
déterminant pour le développement d’une entreprise.

L'ensemble de ces problemes releve de gestion de la ptiodwet de la stratégie d’entreprise, et il est donc
fort important que les étudiants ingénieurs soient aamifes lors de leurs études aux fondements des méthodes
permettant d’aborder ces problemes.
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1.4 ORGANISATION DU COURS

Le cours d’Eléments de Probabilités est composé detiypes d’activités :

m Le cours oral ex cathedra, qui aura pour objet de présesgerdtions faisant I'objet de ces notes.

m Les séances d’exercices dirigés, qui ont pour objet d@ppdir certaines techniques et de les appliquer a
divers problemes concrets.

m |es travaux pratiques sur ordinateur, qui ont pour objebdmér les étudiants en leur permettant d’apprendre
a étudier certaines notions par le biais de simulatioftsinatiques.

Les trois composantes sont nécessaires pour assimilaptems et étre en mesure de les mettre en oeuvre en
pratique. L'évaluation portera donc sur ces trois parties

m Examen écrit portant sur la théorie et les exercices.

m Evaluation des travaux pratiques sur ordinateur via laeotion de rapports rédigés par les étudiants.

Le présent document constitue les notes du cours ex cathkedrpartie principale (désignée par le terme de
syllabus) est complétée par quelques annexes qui aosstities rappels et des compléments d’'information que
nous mettons a la disposition des étudiants, mais quinoatf@as I'objet de séances de répétition ni de travaux
pratiques, ni d’une évaluation des connaissances.

Notes

1. Enlogique, ladéductionest un processus de raisonnement qui part d’axiomes (og@héralement de modéles mathématiques) pour
déduire des propriétés particulieres intéressamiiesloivent etre satisfaites dans toute situation quigetgples axiomes.

2. Etymologiguement, I'adjectiftochastiqudait référence a I'art de faire des conjectures ciblégatives a un probleme lorsque les
informations disponibles ne permettent pas de donnerep@nse précise et garantie comme correcte; le terme estreautilisé a la place
des termesléatoire incertain ou probabiliste

3. Linductionest un processus de raisonnement qui exploite des obsexwatbur en inférer des lois générales qui sont des hgpeth
explicatives de ce qui est observé; c’est le processussieuidisé pour la construction des théories dans le doendés sciences naturelles.

4. Nous utilisons ici ces termes pour désigner les compegdnysiques et non les abstractions correspondantesttiaet des circuits.

5. Notons que dans la représentation probabiliste de laefig@ nous avons fait implicitement I'hypothése que les emtr@eservables
et non-observables étaient indépendantes.






2 LE MODELE PROBABILISTE

“La théorie des probabilités n’est rien d’autre que le
bon sens réduit sous forme de calcul.”
- Pierre Simon Laplace, 1749 - 1827

Dans ce chapitre nous discutons la notion d’expérieneataire et nous présentons les bases mathématiquescdi cal
de probabilités en analysant les propriétés fondanentiiune mesure de probabilité. Nous introduisons eadait
notion de probabilité conditionnelle et étudions seagpales propriétés, fondamentales pour le raisonneenpartir
d’'un modeéle probabiliste. Nous discutons aussi les difftes interprétations de la notion de probabilité.

2.1 NOTION DE PROBABILITE - INTERPRETATIONS

Dans cette section nous allons introduire, tout d’abondifirtement puis plus formellement, la notion de proba-
bilite. Ensuite nous discuterons tres brievement delgi&sentes interprétations logiques et physiques.

2.1.1 Intuitivement

Comme mentionné au chapitre 1, le calcul des probabdgisésin outil mathématique qui permet de représenter
et de manipuler des situations/expériences dont I'isstialéatoire et/ou au sujet desquelles on dispose de con-
naissances incompletes/incertaines.

Une connaissance (c’est-a-dire une affirmation logigsejigeincertainedans un contexte donné, si dans ce
contexte il est impossible aussi bien de réfuter sa vi&agie de la prouver. La notion de probabilité permet
d’ordonner de telles connaissances par ordrgldesibilité croissante, et de remettre a jour cet ordonnancement
lorsque de nouvelles informations deviennent disponibles

2.1.1.1 Notion d’expérience aléatoire

Une experienceest qualifiee d’aléatoire si on ne peut pas prévoir paneeaon résultat, et donc si, répétée
dans des conditions apparemment identiques, elle podoaiter lieu & desésultatsdifferents. Le calcul des
probabilites permet de modéliser et de simuler de tekegrences.

Pour étudier une telle expérience on s'intéresse toaibard a lunivers de tous leg ésultats (ou objets)
possibles : on note usuellementcet ensemble fondamental,etun élément particulier d€, c’est-a-dire un
résultat particulier parmi ceux possibles.

2.1



2.2
Exemples illustratifs d’expériences aléatoires

1. Lancers de piéce. Nous considéreronsdans la suite comme exemple simpl@bipre, mais néanmoins
tres riche, le lancer simple ou multiple d’une piece. Sisidésignons paPr le résultat d'un lancer de piece cor-

respondant a “pile” et paF’ celui correspondant a “face”, nous pouvons considésexpériences suivantes:
m 1.1 Lancer simple :on lance une fois la piece et on observe le résultat; on a

Q={P F}.
m 1.2 Triple lancer : on lance trois fois de suite la piece et on observe la sugdrdes résultats; on a

Q = {PPP,PPF,PFP,PFF,FPP,FPF,FFP,FFF}.

m 1.3 Lancer jusqu’au double pile : On lance la piece autant de fois qu'il faut pour observecdiorence
successive de deux fois “pile” puis observe la suite deltéstion a

Q= {PP,FPP,PFPP,FFPP,.. .},

qui est un ensemble infini mais dénombrable. Notons quiil $aassurer que I'expérience est bien réalisable,
en d’autres termes qu’on observera a coup sir apres ubnedmi de lancers I'occurrence d'un double “pile”.
En d’autres mots, il faut s’assurer que I'ensemble (en fait@enombrable) des suites de longueur infinie dans
lesquelles on n'observe pas le double “pile” est de prolialifale .

2. Roue de la fortune. On fait tourner une roue munie d’'un repere, et lorsque le Karréte on observe
I'angle formeé par le repere et le point situé a midi (ediaas, et dans le sens des aiguilles d’'une montre). Dans cet
exempleQ2 = [0, 27, un ensemble non dénombrable. Un expérience analogsést®a observer a un moment
précis la position de la trotteuse des secondes d’une mostron mesure la position en secondes par rapport a
“midi”, 'ensemble) = [0, 60[, c’est-a-dire un intervalle borné de la droite re&le

3. Diagnostic médical. Par exemple, si on s'intéresse au diagnostic médicalp@amentateur pourrait
étre un médecin particulier, et I'expérience aléagpiourrait concerner le premier diagnostic de I'année(disle

2 janvier au matin, en I'an 2020). Nous pourrions alors défensemblef2 pour ce probleme comme 'ensemble
de tous les patients que ce médecin est susceptible deodtzgrer le 2 janvier au matin, en I'an 2020 (le médecin
ne peut évidemment pas prévoir quel sera le patient péigtiqqui va se présenter devant lui).

4. Trafic internet. Un autre exemple intéressant concerne les réseaux infmues. Plagcons nous en un
noeud particulier du réseau Internet, et observons lesages par courrier électronique qui y transitent pendant
une journée donnée. Un résultat particulier est alossiige particuliere de messages qui ont transité pendant |
période d’observation. Avant d’avoir effectué I'exjggrce on ne peut évidemment pas prévoir quelle suite sera
observée, et 'ensemblie est alors 'ensemble de toutes les suites de messageslpsgsilnvant transiter sur
une journée, un ensemble certes trés compliqué a éaisamtmais néanmoins de taille finie en pratique.

Commentaires

Il faut noter que pour construire un modele probabilisteivers(2 est défini en fonction de I'objectif particulier
poursuivi.

Ainsi, dans le troisieme exemple ci-dessus on aurait finid& comme étant 'ensemble des maladies diag-
nostiquées par le médecin, ou encore comme étant I'drlsates médicaments prescrits par celui-ci.

Dans le quatrieme exemple, on aurait pu s'intéresserugmgnt a I'expéditeur des messages et définir le
résultat de I'expérience comme étant I'ensemble dessags email des expéditeurs ayant envoyé au moins un
message email pendant la journée : I'univ@rserait alors I'ensemble de tous les sous-ensembles diégrpés
possibles de messages électroniques susceptibles diteraar le noeud.

Le choix def2 pour I'étude d’'une expérience aléatoire est la preen@ape de modélisation probabiliste. En
pratique ce choix doit souvent &tre progressivement &féin fonction de 'avancement d’un projet.
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2.1.1.2 Notion d’événement

Dans la terminologie du calcul des probabilités,av@nementdésigne une assertion logique vérifiable relative
au résultat d'une expérience, et qui définitaous-ensemblele (2.

A tout événement on peut donc faire correspondre un spsereble de?. En particulier, a toub € £ on
peut associer uavenementélementairecorrespondant au singletdw}.

Exemples d’événements

m Pour I'exemple 1.2 ci-dessus, I'assertion logi¢&de” n’est observé au plus qu’une seule foigéfinit un
événement, correspondant au sous-ensefiibler, FPF, FF P, FFF} def).

m Pour I'exemple 3, I'assertion logiquee premier patient qui se présentera le 2 janvier 2020 au matin est
un étudiant qui devrait passer un examen le 3 janviedéfinit un événement. Cette assertion logique est soit
vraie soit fausse, et définit en fait un sous-ensemble deilentele”; nous allons noter cet ensembilec €.

Un autre événement pour cet exemple correspondraisdition logiquée premier patient. .. a trop festoyée
le jour du r éveillon et souhaite un certificat nédical, a laquelle on peut également associer un sous-ensemble
B C Q, a priori different deA.

2.1.1.3 Notion de probabilité d’un événement

La notion de probabilité, qui sera formalisée ci-dessess une mesure de I'importance des événements : elle
associe a un événement un nombre positif (entre 0 et Teguésente le degré de certitude qu’'on peut assacier
priori & la réalisation de celui-ci. Il traduit donc I'état denc@issance dans lequel on se troavantde réaliser
une expérience.

Exemples de probabilités d’événements

m Pour I'expérience du triple lancer de piece, décritéessus, on peut se demander quelle est la probabilité
d’observer au moins deux fois “pile”; cet événement est la négation de I'éevéneniBile” n'est observée
au plus qu’une seule foigdécrit plus haut et correspond donc au sous-ensemblalisatéons

Q\ {PFF,FPF,FFP,FFF} = {PPP,PPF, PFP, FPP}.

Si on pense que toutes les issues de I'expérience ont laencBance de se réaliser, on attribuerait a cet
événement une probabilif®({ PPP, PPF, PFP, FPP}) = 0.5.

De méme, on attribuerait aussi une probabilté= 0.5 a I'événemen{ PF'F, FPF, FFP, FFF}, et une
probabilite P = 1 a 'événemenf2 correspondant a la réalisation de I'un ou l'autre de cesxd¥énements.
On est en effetertainque I'un ou I'autre des deux événements doit se réaliser.

On attribuerait aussi une probabilie= 0 a 'evénement décrit pdpile” n’est observé qu’une seule fois et
“pile” est observé au moins deux foigpuisqu’aucun résultat de I'expérience ne peut vérifggteccondition.

m Pour I'exemple de la roue de la fortune, on pourrait correidgue toutes les positions finales sont a priori
possibles et qu'aucune n’a plus de chances de se produirkegjaeitres. Dans ce cas, on attribuerait a un
événement du type € [«, ] (voulant dire que la roue s’arréte entre la positioret la positions3) une
probabilité deP(w € [, 8]) = (8 — «) /2.

On retrouve alorg?(2) = 1.

On aura aussi en général qi¥[w € Al A [w € B]) = P(lw € AN BJ); si A et B sont disjoints, cette
probabilité vaudra naturellement 0.

De méme, on aura quB(w € A] V [w € B]) = P(jw € AU B]); si A et B sont disjoints, cette probabilité
vaudraP([w € A]) + P([w € B]), et si leur union vaul0, 27 elle vaudra 1.

m Pour les autres exemples d’expériences décrites cisdest par contre plus difficile de donner une valeur
fondée aux probabilites des événements que nous allosisés. Les difficultés pour le faire sont de deux
natures différentes.
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Par exemple pour le “lancer jusqu’au double pile” on doissiaer que les probabilités définies pour tous les
événements sont cohérentes, et ne conduisent pas’lmmstpmbine ces valeurs a des nombres tombant en
dehors de l'intervallé0, 1] ou bien a des valeurs difféerentes selon la maniére domtéenit un événement
complexe en fonction d’autres événements. Pour les gnodd de diagnostic médical et de modélisation du
trafic internet, vient s’ajouter une autre difficulté qui de modéliser les probabilités de facon a ce qu’elles
représentent correctement la réalité.

2.1.1.4 Evénements impossibles et événements certains

Notons que si I'univers) comprend un nombre fini d’€léments, les événements @gtinissent des sous-
ensembles d&) sont forcément aussi des ensembles finis. Dans ce casémergent auquel on associe une
probabilité égale a 1 est un événement dit certain &raeriori certain qu'il se réalisera); symétriquemeint,
événement auquel on associe une probabilité nulle estvGnement impossible : on est a priori certain qu'il
ne se réalisera pas. Ces deux cas extrémes sont les lmiitlesraisonnement probabiliste rejoint la logique
classique : la partie intéressante concerne cependantdsievénements auxquels on associe des probabilités
intermédiaires. La mesure de probabilité permet delfdasemble de ces événements par ordre croissant de leur
probabilité a priori et de mettre a jour cet ordonnancerearfonction des informations disponibles. Le calcul
des probabilités permet de s’assurer que les raisonnsreffattués a I'aide de ces nombres restent cohérents, et
de mettre a jour de fagon cohérente ces probabilitésretibn des informations disponibles.

2.1.1.5 Remarque sur la notion d’expérience reproductible

Certaines des expériences que nous avons illustréesssiid ne peuvent pas en principe étre répétées du tout :
le 2 janvier 2020 au matin il n'y aura qu’un seul patient quase premier. De méme, au cours d’'une journée
donnée un seul ensemble de messages transitera en un mog@dddnternet.

Il est cependant souvent possible de supposer que les @é@pde certaines expériences ne changent pas
au cours du temps : on peut alors envisager de répétemt(@ieement indéfiniment) cette expérience dans des
conditions qui ne changent pas au fil du temps. Par exempfgErsupposer qu’'une pieéce ne s'use pas au cours
du temps et que le résultat d’'une expérience de lancerade pie dépend pas du temps, ou du nombre de fois
gu’elle a déja été lancée. Similairement, lorsqu'épéte un certain nombre de fois une opération de mesure, 0
peut supposer que I'ensemble des résultats possibleangelpas d'une fois a la suivante et que les probabilites
des événements restent constantes.

Il est clair, néanmoins, que ce type de situation est ungati®n qui ne se réalise jamais parfaitement en
pratique : il n’est pas possible d’observer un systeme ighgssans le perturber. Neanmoins, cette abstraction
est souvent vérifiee approximativement et est a la baseedjrande partie des statistiques. Nous allons pour
le moment au moins admettre qu’'une expérience peut epetée. Nous discuterons a la sectibh.3 plus
finement pourquoi il n’en est pas toujours ainsi, et pourd st néanmoins intéressant de se servir du calcul des

probabilités lorsque ce n’est pas le cas.

2.1.2 Formellement

Dans cette section nous présentons la définition axigmeaiilu calcul de probabilités. Cette axiomatisation, qui
a mis de nombreux siecles a se cristalliser, est garanite aiEhérence logique de la théorie des probabilités. I
est par conséquent capital de bien I'assimiler.

Pour un ensemble univer$e] la déemarche consiste a définir d’abord une structure-digebre qui caractérise
les événements dont on souhaite définir la probabiiés a définir une mesure de probabilité associant awdhaq
événement un nombre réel entre 0 et 1.

La notion dec-algébre assure qu'a partir de plusieurs événemenigeon en construire d’autres par les
opérations logiques de négation, conjonction (le “egjime) et disjonction (le “ou” logique). Dans la suite nous
utiliserons les notations ensemblistes (complémergrsection et union) pour spécifier ces propriétés.

La notion de mesure de probabilité est essentiellemédirtidé&e facon a ce que la probabilité associée a la
disjonction d’événements qui ne peuvent pas se réaiseunltanément soit la somme des probabilités de ces
événements.
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2.1.2.1 Notion de o-Algebre d’événements définis sur un ensemble universel ()

Notations. Dans la suite nous utiliserons

m des lettres minuscules grecquesg, . . .) pour désigner les éléments fe

m des lettres majuscules latines (p.e.B, . . .) pour désigner des sous-ensemblefde
Par ailleurs, nous désignons par

= 29 'ensemble de tous les sous-ensemble€de

= des lettres rondes (p.ex4, B, ...) pour désigner des sous-ensemble2dgc’est-a-dire des ensembles de
sous-ensembles de

Nous utiliserons également les notations

m f(-),9(-),...pourdésigner une fonction définie sur (une partie(de)

m [(-),G(-),...pourdésigner des fonctions définies sur (une partiede)

Enfin, nous désignerons patproposition logiqukla négation d’'une proposition logique s'appliquant & des
réalisations et pad® le complémentaire relatif @ d’'un sous-ensemblé de (), c’est-a-dire quel = Q \ A.

2.1.2.2 Définition de la notion de c-algebre

Nous définissons la notion dealgebre comme suit :

Définition de la notion de o-algebre sur Q.

Uneo-algébreg, d’événements, otribu (1), définie sur un univer® est une partie d& (i.e. un ensembl
de sous-ensembles €9 qui vérifie les propriétés suivantes :

T1. Q € &Eq;
T2. Ac &g = AC € Eg;

T3. VA1, As, ... € o (en nombre fini ou denombrabi®) : |, 4; € &a.

Dans la suite, s'il n'y a pas de risque de confusion, nousatis€ a la place de&, pour alleger les notations.

Les élements d€ sont désignés par le terme d’événements. |l s’agit diéggsade) auxquelles nous conférons
un statut particulier, a savoir qu’'on peut parler de lewbabilité, comme nous le verrons ci-dessous. Les
propriétés qui définissent la notion dealgebre assurent que si nous pouvons parler de la pribatelcertains
sous-ensembles de caractérisés par des affirmations logiques, nous pouaossi parler de la probabilité de
tout sous-ensemble décrit par une phrase logique comtiraraffirmations.

Remarques.

1. Les deux premieres propriétés ci-dessus impliquaatignsemble vide (désigné p@y fait nécessairement
partie de touter-algebre d’événements.

La seconde et la troisiéme propriété impliquent égeint qug ), 4; € £.
{0, Q} est uner-algébre d’événements : c’est la plus petite de toutes.
29 est unes-algébre d’événements : c’est la plus grande de toutes.
SiQ) est un ensemble fini, alo&l'est également.

Par contre, §2 est infini (dénombrable ou nor§,peut étre non-dénombrable, dénombrable, et méme finie.

N o o~ w0 DN

Deux événements et B sont ditsincompatiblesi AN B = ().
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Exemples.

= Dans le cas du simple lancer de piece, on peut d&firir {0, Q, { P}, {F'} }, c’est-a-dire 'ensemble de tous
les sous-ensembles €e= { P, F'}.

m Dans le cas du triple lancer de piece, on peut défiiomme étant 'ensemble de tous les sous-ensembles de
Q={PPP,PPF,PFP,PFF,FPP,FPF,FFP, FFF}. Dans ce cas; comporter2® = 256 élements.

Cependant, on pourrait aussi choisir uitalgebre moins fine, par exemple
E={0,Q,{PPP,PPF,PFP,PFF},{FPP,FPF FFP FFF}},
qui ne permettrait en fait de parler que de l'issue du prefarerer de piece.

Nous verrons dans la suite que le calcul des probabil@ésssite de pouvoir considérer dealgebres differentes
pour un méme probleme. Par ailleurs, nous verrons au&sn qoute généralité, il est nécessaire d’'imposer des
conditions supplémentaires a la notionadalgebre afin d’assurer la cohérence d’un modele prdibtei

Systeme complet d’événements

Deéfinition de la notion de syseme complet dévénements.

Ay, ..., A, € & forment unsyseme complet @enementgon dit qu’ils forment une partition de) si
m Vi#j :A;NA; =0 (ils sontincompatibles deux a deux)

m etsilJ;_, A; = Q (ils couvrent?).

NB: On supposera la plupart du temps que tousdlesont non-vides.

Exemple. Pour le triple lancer de piéce, on peut par exemple déérsysteme complet d’événements :
A, = {PPP,PPF,PFP PFF},
A {FPP,FPF,FFP,FFF},
As = 0.

Remarque. Certains auteurs définissent une systeme complet déwénts de fagon Iégerement difféerente
de celle que nous avons adpotée ci-dessus. Au lieu d'egiggt);” | B; = Q ils imposent a la place la condition
plus faible queP(|J;_, B;) = 1. Ce type de systéme, obéit également au theoreme deslgilités totales.
Dailleurs, on peut évidemment compléter un tel systewecB,, 1 = (U, B;), avecP(B,+1) = 0.

2.1.2.3 Notion de mesure de probabilité

Le statut particulier des événements est qu'il est pssi®leur attribuer une probabilité, c’est-a-dire un hoen
positif compris entre 0 et 1, qui doit répondre aux axiomegasts.

Axiomes de Kolmogorov.

On appellemesurgou loi) de probabilité sufs?, £) une fonctionPq () définie sur€ telle que :
K1. Po(A) € [0,1],VA € &;
K2. P (Q) =1;

K3. VAy, Ay, ... € £ (en nombre fini ou dénombrable) et incompatibles deueadxan a :
Po(U; Ai) =Y, Pa(A;) (propriéte essentielle de-additivite).

Dans la suite, s'il 'y a pas de risque de confusion, nousatisP a la place de™, pour alleger les notations.
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Discussion. On voit que l'utilisation du calcul des probabilités papsetrois étapes successives de modélisa-
tion : définition de I'univers?, choix d’'unecs-algébre d’événemengs et enfin quantification par le choix de la
mesure de probabilit®. Les propriétés de base qui sont requises pour que I'drisesnit cohérent sont le fait
quef soit effectivement une-algebre et qué satisfasse les axiomes de Kolmogorov. Un trigfet€, P) qui
vérifie ces conditions est appelé espace de probabibt

On constate également que le calcul des probabilittoesgpatible avec la logique classique (en tout cas, si
) est fini). Il suffit de considérer le cas particulier By-) est définie suf0, 1}, et associer & la valeur 1 la valeur
de vérité “vrai” et & la valeur “faux”.

2.1.2.4 Propriétés remarquables

Des axiomes de Kolmogorov on peut déduire immédiatenssnptopriétés suivantes (qu’on démontrera a titre
d’exercice, en se restreignant au cagoest fini).

P(0) = 0.

P(A°) =1 — P(A).

AC B= P(A) < P(B).

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B).
P(U; 4) < X2, P(4).

(Nous écrivonsd; | A, pour désigner une suite d’ensembles }cn, telle qued; ; C A; et(), .y A = A.)

o g &M w NP

On a également :

. P(A)=1= P(AUB)=1,VB€E.
A)=1= P(ANB) = P(B),VB € £.
=0= P(ANB) =0,VB €&.

A)=0= P(AUB) = P(B),VB € €.

a A W N -
e

—~ = o~
b

— Y— — —

Formule de Poincat

Il s’agit de la généralisation de la formul{ AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B) au cas de I'union d’'u
nombre fini quelconque d’événements. On a

P(J4A) = > Py

i=1 {i1:1<i1<n}
- > P(A;, N Ay)
{(i1,i2):1<i1<iz<n}

+ > P(A;, N Ay, NA;)

{(41,92,i3):1<i1 <i2<iz<n}

+(;1>n72 Z P)(AZl m'..mAin71>

{(i1yermyin_1):1<iy <---<ip_1<n}

+(—1)”—1P(ﬂ Ay).

La formule de Poincaré se démontre par récurrence.
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2.1.2.5 Théoreme des probabilités totales (version 1)

Le théoréme des probabilités totales se formule comte su

Théoreme des probabilies totales (version 1)

Soit By, ..., B, un systeme complet d’événements, alosse £ : P(A) = > | P(AN B;).

Remarque. Le théoreme des probabilités totales est une consegudirecte du troisieme axiome de Kol-
mogorov K3). Il reste valable pour un nombre infini dénombrable d’enisiesB; et peut également &tre étendu
au cas ou le®3; ne sont plus en nombre dénombrable.

2.1.3 e Différentes interprétations de la notion de probabilité

[l faut faire la distinction entre la formulation mathénegte d'une théorie et I'utilisation que nous en faisonsipou
étudier des problemes du monde réel qui nous entourst;a-dire son interprétation. Ceci est particulierame
vrai pour une théorie telle que le calcul des probabilifgisvise entre autres a modéliser une certaine forme du
raisonnement humain, et qui s'adresse a des problemésagrtitude joue un rble fondamental, c’est-a-diresde
problémes ou il pourrait étre difficile de valider la t&e. En particulier, la théorie ne nous aide pas lorsqu'il
s’agit de définir en pratique la loi de probabilité a asspaux événements choisis.

En réalité, depuis son origine, le calcul des probagsla’donné lieu a des débats intenses entre scientifiques,
logiciens, physiciens, philosophes, en ce qui concerne lee® interprétations physiques a donner a la notion
méme de probabilite. Ces débats sont encore d’actyaitle resteront certainement encore longtemps; c’est
la raison pour laguelle nous voulons mettre en évidendescilifférents points de vues qui s’opposent dans ce
débat d’idées.

2.1.3.1 Le point de vue objectiviste

La vision classique. La vision classique est héritée des jeux de hasard. Ddteswision(2 est fini, et on
consideére alors comme-algébre d’événements I'ensembfé, fini lui aussi.

La démarche adoptée pour alors définir la mesure de pilibalonsiste a attribuer des probabilités aux
événements élementairP${w}); Vw € Q; les probabilités des autres événements s’en dédyseapplication
des axiomes de Kolmogorov. En particulier, on aura en veut@&me axiome de Kolmogorov qug(2) =
> weo P({w}) ce qui en vertu du 2eme axiome de Kolmogorov impose évidentoued | ., P({w}) = 1.

Sous cette contrainte, la vision classique impose des agisnde symétrie, en considérant que tous les
événements élémentaires sont équiprobables. PaéqaentP({w}) = [2|~! (ou || désigne la taille finie
de l'univers). C’est cette demarche qui conduit a assa@uig 6 faces d’'un dé “parfait”, une probabilité @e

La principale faiblesse de cette approche est qu’elle eposun postulat de symétrie (idéal, et irréalisable en
pratique) et ne permet donc pas la remise en question dealplitds en fonction d’informations supplémentaires
(obtenues par exemple en effectuant des expériencesalr @@ de). Une autre faiblesse est que cette approche
ne s'étend pas au cas est infini (dénombrable ou non-dénombrable; voir a cetdajdiscussion at2.1.4).

La vision fréquentiste. Elle repose sur la loi des grands nombres (voir fin du chapjtet sur une autre
idéalisation, a savoir la notion d’expérience indéfient reproductible dans les mémes conditions. La loi des
grands nombres assure en effet que dans une telle expetefiéquence relative observée d’'un événement
converge vers la probabilité de celui-ci. La vision freqtiste définit alors la probabilité d’'un événement aoen

la limite de la proportion de cas favorables (la réalisatst compatible avec I'événement) au nombre total
d’essais, quand on répéte indéfiniment I'expérienéataire.

Notons que cette vision est aussi appelée la vision “odRed: tout comme dans la vision classique, la notion
de probabilité est supposée définie de facon uniquett@alire indépendamment de I'observateur), et tous les
observateurs doivent se soumettre a une expérienamigine) similaire pour en déterminer la valeur.
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Il est clair que la procédure expérimentale n’est pasquament réalisable. D'autre part, elle n'autorise pas
l'utilisation du calcul des probabilités pour raisonnar des événements incertains mais non répétables (et en
pratique, aucun événement n’est parfaitement ref@tabnfin, elle est basée sur un cercle vicieux logiquetecet
définition repose sur la loi des grands nombres qui elleamguppose déja défini le concept de probabilité.

2.1.3.2 Le point de vue subjectiviste

Les faiblesses des deux approches précédentes et leutati’'gn point de vue logique il soit souhaitable de
permettre la remise en question de la probabilité d’'uenewient suite a I'obtention de nouvelles informations
(par exemple, si nous apprenons que le dé est imparfaifutsent a nier I'existence de la notion de probabilité
“objective”.

Ainsi, dans la conception subjectiviste on modéliseak@e connaissance d’'un observateur. On peut alors
argumenter que pour étre cohérent avec lui-méme, umadiser doit assigner des probabilités aux événements
qui respectent les axiomes de Kolmogorov, mais, diffearehservateurs, ayant éventuellement des connaissances
differentes, peuvent aboutir a des assignations eiffers. De plus, un méme observateur peut remettre a jeur ce
probabilités lorsque de nouvelles informations se préess.

Mesure d’incertitude. La probabilité objective n’existe pas et n’est donc pas gnaadeur mesurable; la
probabilité subjective est simplement une mesure d'titcele, qui peut varier avec les circonstances et avec
I'observateur.

Illustration. On considere un expérimentateur qui doit lancer unegpéécine personne qui assiste au lancer.

= |e maitre du jeu montre la piece et demande a I'expériatenr et au spectateur de préciser la probabilité pour
gu’elle tombe sur “pile” au prochain lancer. Tous deux régent 0.5. Cependant le maitre du jeu sait que la
piece est truquée, et pense qu’elle tombe en moyennelsuf(sio du temps.

m [|'expérimentateur lance la piece et regarde l'issue teda Il demande au spectateur et au maitre du jeu
de désigner maintenant la probabilité pour qu’elle smittbée sur pile : réponses 0.5 et 0.7 respectivement.
Ensuite il leur dit qu’il pense que la vraie valeur est 1, guig a vu que la piéce est tombée sur pile.

m e jeu est répété 100000 fois, et & chaque fois I'expéntateur révele I'issue; sur les 100000 lancers, legpie
est tombée 78000 fois sur pile; quelles seraient maintdesiestimations émises par les trois personnes pour
le lancer suivant ?

Extension aux expériences non répétables. Puisque la notion d'expérience répétable n'est pas ex-
ploitée dans la vision subjectiviste, on peut étendredenaine d’application du calcul de probabilités aux
événements non répétables, c’est-a-dire au raisnaneen présence d’incertitudes (par exemple en intelige
artificielle, pour modéliser le raisonnement humain).

La vision bayesienne. Cette approche est développée dans des enseignements/phcés. Pour le mo-
ment, contentons nous d’'indiquer que cette approche derdsitribuer des probabilités a tout ce qui est incertai
En particulier, cette approche consiste a attribuer degl® probabilités aux probabilités des événementsssi
informations disponibles ne sont pas suffisantes pourm@ier leurs valeurs exactes.

Ainsi, en présence d’'un probleme de jeu de “pile ou face’payesien va commencer par admettre qu'il ne
connait pas suffisamment bien la piece pour fixer a prioridéogbilité de “pile”. En d’autres mots, il admet avoir
une incertitude sur la valeur de cette probabilite, qeilmodéliser par une (méta-) loi de probabilités. Ensuite
il va utiliser cette loi de probabilités pour faire desgitions, et si des expériences sont effectuées (pargheem
des lancers de piéce) il va utiliser le calcul des prob@#sil{la formule de Bayes) pour remettre a jour la valeur
des méta-probabilités en fonction de l'issue de I'eigrige.

Il faut remarquer que cette approche n’est pas non plusrentieént satisfaisante puisqu'il reste une phase
arbitraire qui consiste a choisir les méta-probatslitdignalons simplement que certains arguments de s@métri
et d™“esthétique” sont utilisés par les bayesiens powrfde facon “objective” les méta-probabilités...
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2.1.4 e Ensembles universels finis, dénombrables, et non-dénombrables

Avant de nous attaquer au coeur du calcul des probabilitess voulons faire ici quelques remarques générales
sur l'intérét et la nécessité de pouvoir manipuler deés dle probabilités définies sur des univers de taille i@fin
et non-dénombrables.

2.1.4.1 Cas discret :  fini ou dénombrable

Lorsque I'ensemblé) est fini, 'algebre des événements I'est également.cBatre, lorsqué est infini, il est
possible d'y définir des algébres d’événements finiésothbrables ou non-dénombrables. Par exempl@, si
est infini mais dénombrable (il peut &tre mis en bijectivacl’ensembleN des entiers naturels), tzalgebre
complete2® est non-dénombrable (elle peut étre mise en bijection BeesembleR des nombres réels). Notons
néanmoins que le passage d'un univers fini a un universi idénombrable ne conduit pas a des difficultés
mathématiques supplémentaires. Lorsuest soit fini, soit dénombrable, nous dirons que I'espatdissret;
nous pouvons alors utiliser taalgébre maximal€ = 29, et pour choisir une loP compatible avec les axiomes
de Kolmogorov, il suffit de définir cette loi pour tous let@ements élémentaires, c’est-a-dire d'associeus to
les singletongw} C ©, une valeurP({w}) € [0, 1] de telle facon qué _  _, P({w}) = 1. Toute partie” de
étant finie ou dénombrable, le troisieme axiome de Kolamog implique alors qué’(E) = > .5 P({w}), et

le premier et le second axiome sont automatiquementesrifi’

2.1.4.2 Cas non-discret : 2 non-dénombrable

Dans les applications il est trés souvent utile de comside cas o2 est un ensemble non-dénombrable (par
exempleR, R? ou bien des parties de ces espaces). Cependant, 'applicafoureuse du calcul des probabilités
aux ensembles infinis non-dénombrables conduit & unicertenbre de difficultés techniques. En particulier, on
peut montrer que dans le cas non-dénombrable, I'utitisatiunes-algebre trop grande, telle que I'ensembfe

de toutes les parties depeut conduire a des contradictions logiques. Afin d'égtetype de problemes, on est
amené a exclure certaines partieStde I'ensemble en les décrétant comme “non-mesurables”.

Par exemple, si nous prenons comme uni¥etsntervalle [0, 1] de la droite réelle, nous pouvons le munir
de la plus petiter-algébre contenant tous les intervalles du tjpe:] (z € [0,1[) ) et lui associer une loi de
probabilité en définissant une fonction croissafite), telle queF'(0) = 0, etlim,_,; F(z) = 1 et en postulant
queP([0,z]) = F(z). En particulier, on peut le munir de la loi de probabilitéfarme qui associe & un intervalle
[0, 2] la probabiliteF'(x) = . On montre que ce choix conduit & un modele cohérent, &iegu’il n’existe
gu’une seule loi de probabilité s, 1] qui soit telle queP([0,z]) = =,Vx € [0,1]. Notons que dans ce
modele, toutes les parties fle 1] qui peuvent s’exprimer comme une union dénombrable daikes (ouverts,
semi-ouverts ou fermés) sont mesurables, mais qu'il estiple de construire des parties non mesurables dont la
probabilité n’est donc pas définie dans ce modele. Ceeheaabt cependant suffisamment riche pour les besoins
pratiques, tout ensemble “pratiquement intéressantapténesurable. Remarquons aussi que dans ce modele
tous les singletons sont mesurables et selon la loi unifae@obabilité nulle, mais pas impossibles.

2.1.4.3 Discussion

Le langage mathématique associé a la manipulation rggme et générale des ensembles mesurables releve de la
théorie de la mesurgvoir [ Bil79, Rom719). Il permet d’écrire de facon synthétique des prof@s&jui sont vraies

pour les ensembles finis, dénombrables, et qui le restendiopassage aux cas non-dénombrables. Le traitement
complet du calcul des probabilités via la théorie de launeslépasse le cadre de ce cours introductif. Nous nous
limitons a en fournir quelques notions élémentairespdendiceB, en les discutant intuitivement. Notons que

le fait de ne pas maitriser ce langage ne remet pas en quéstsignification des propriétés fondamentales du
calcul des probabilités qui sont toutes déja présetdes le cadre des univers discrets.

D’un point de vue pratique, on peut d’'ailleurs adopter lenpdie vue que le monde tel qu’il est accessible
a I'expérimentation physique est essentiellement filgstcd’ailleurs évident en ce qui concerne le monde de
l'informatique digitale). On pourrait donc parfaitemeansiifier une approche qui consisterait a développer les
théories sur base de modélisations par ensembles fimjgj expliciterait les passages a la limite sur les résailta
plutdt que sur les concepts de départ. On pourrait alodebarrasser des difficultés engendrées par 'analyse
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moderne (calcul infinitésimal, théorie de la mesure, dgsidutions. . .) au prix d’une lourdeur d’écriture aceru
(et souvent excessive) d’un certain nombre de propritée raisonnements.

Nous pensons que I'analyse mathématique est un outilenattique non seulement intéressant du point de
vue conceptuel, mais dont I'utilisation est pleinementifiég® par son caractéere opérationnel. Cependant, la
compréhension des principes de base importants dans leidemu calcul de probabilités peut par contre tres
bien se faire sans y faire appel a tour de bras. En clair, soggérons aux étudiants d’effectuer leurs raison-
nements dans le cadre d’univers finis, afin de bien assinailgighification mathématique et physique des princi-
pales notions. Une fois bien maitrisé le cas fini, ils pontensuite se poser la question de savoir ce qui se passe
lors du passage aux univers infinis dénombrables et noordérables.

2.2 ELEMENTS DE BASE DU CALCUL DE PROBABILITES

2.2.1 Probabilités conditionnelles et indépendance d’événements

Partons d'un espace de probabilit¢ &, P), et supposons que I'on sache qu'un événenfitast réalisé. Cher-
chons a savoir ce que devient alors la probabilité quiBnement4 quelconque soit réalisé, que nous allons
noterP(A|B).

Si A et B sont incompatibles il est clair qué ne peut se réaliser simultanément a#et on a donc dans ce
cas queP(A|B) = 0. Par contre, s N B # (), alors la réalisation del est possible, mais seule la partie de
A qui est dansB est réalisable. Si N B = B alors nous sommes certains gdese réalisera P(A|B) = 1
dans ce cas. Tout se passe donc comme si hous avions restteintinivers a I'événemetiit et que nous nous
intéressions uniquement aux probabilités relativepadeses des événements situées dans

2.2.1.1 Probabilité conditionnelle

Nous supposerons qug est de probabilité non-nulle (dans le casfo@st fini, cela n'a pas de sens d’envisager
gu’un événement de probabilité nulle se soit réajisEhousiéfinisson$a probabilité conditionnelle dé sachant
gue B est réalisé comme suit.

Probabilit & conditionnelle deA sachantB

p(,ﬂ@é@

P(B)

Notons qued D B = P(A|B) = 1, mais (attention) la réciproque est fauss8liggestion: se convaincre que
ces affirmations sont vraies.)

Exemple. Dans le triple lancer de piece, définissons I'événeniepar la condition “on observe exactement
deux fois pile”. Si nous supposons que toutes les 8 rémisate cette expérience aléatoire sont équiprobables
et donc de probabilit®# = 1/8, nous pouvons calculer la probabilité de I'événeméntécrit par la condition

“le premier lancer donne face” conditionnellemer8 ®ar P(A|B) = P(A N B)/P(B). En prenant en compte

le fait queP(B) = 3/8 et queP(A N B) = 1/8 cela donneP(A|B) = 1/3. On peut comparer cette valeur avec
P(A) = 1/2. On constate que le fait de savoir que dans le lancer de pigeedeux “pile” rend moins probable

le fait que le premier résultat soit “face”.

2.2.1.2 Mesure de probabilité conditionnelle

L'équation @.1) permet d’associer, a partir de la connaissance de I&let pour un événemer® fixé (de
probabilité non-nulle), un nombre réel a chaque él@nde’.

Cette nouvelle loi, notée P(-|B), est une loi de probabilité. En effet, elle vérifie les axiomes de
Kolmogorov puisque :
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A,B e &= AN B < & etdoncP(A|B) est bien définie suf.

P(A|B) > 0.

ANBC B= P(ANB) < P(B) = P(A|B) < 1.

P(QB) =1 (trivial, puisque D B,VB € £).

P((U; A:)NB P(U, AinB)
P(U; Al B) = L P(B)) )X P(B)
bles lesA; N B le sont également.

=3, P(I;“(igf) = >, P(Ai|B), car si lesA; sont incompati-

Discussion. |l est important de remarquer que la loi de probabilité d¢oownelle P(-|B) est bien définie
sur I'entiereté de lar-algebref, et ceci bien que ses valeurs ne dépendent en fait que dalpliths de sous-
ensembles d&.

Pour deux événements donné®t B non indépendants on peut avoir sBitA4|B) < P(A) ou P(A|B) >
P(A). Un événement peut donc devenir plus ou moins probatsdgleron dispose d’informations nouvellgs.

Dans le cas d’'un univefsi ou denombrabléous les événements possibles sont toujours de protésdiificte-
ment positive, et induisent par conséquent une loi de fitittaconditionnelle en appliquant notre définition.
Dans cette méme situation, les @événements de proléahillte sont impossibles, et il n'est donc pas dérangeant
gue la notion de probabilité conditionnelle par rapparea événements ne soit pas définie.

Par contre, dans le cas d’un univénfini non-cenombrablecf. I'exemple de I'intervall€0, 1] discuté plus
haut), le fait qu’un événement se réalise n'implique pasessairement que sa probabilité a priori est non-nulle
Par exemple, on peut trés bien imaginer que I'ensemBbésst formé des puissances enti‘ere%dﬁ se poser la
question de savoir quelle est sous cette condition la pibtgafue w € [0,0.1]. Pour répondre a ce genre de
questions, il est nécessaire de définir la notion de priittabonditionnelle vis-a-vis d’événements a pride
probabilité nulle. Cette extension rigoureuse de la motle loi de probabilité conditionnelle dans le contexte
d’univers infinis non-dénombrables nécessite cepenedamicours a la théorie de la mesure, ce qui dépasse le
cadre de ce cours introductif.

2.2.1.3 Notion d’événements indépendants

A partir de la notion de probabilité conditionnelle on défla notion d’événements indépendants, comme suit.

Evénements inépendants (premere définition)

On dit queA est indépendantdB si P(A|B) = P(A), c’est-a-dire si le fait de savoir que est réalisé n
change en rien la probabilité de Pour dire qued est indépendant dB on utilisera la notation

AL B. (2.2)

Notons que sP(B) €]0, 1], on a4 indépendant d® si, et seulement sP(A|B) = P(A|B°).
(Suggestion : calculer alor®(A) par le theoreme des probabils totales.

Exemple. Dans le triple lancer de piéce, définissons I'événentepar la condition “le second lancer donne
pile” et I'evénementd par la condition “le troisieme lancer donne face”. En fatdthypotheése que les 8 issues
de I'expérience sont équiprobables, on calcule Bgd) = P(A|B) = 1/2. Les deux événementts et B sont
donc indépendants sous cette hypothese.

2.2.1.4 Indépendance conditionnelle

On peut étendre la notion d'indépendance a la notiord@pendance conditionnelle, comme suit.
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Conditionnement multiple et indépendance conditionnelle

SoientA, B, C trois événements ava®(B N C) # 0.
Alors, siP(A|B N C) = P(A|C) on dit queA est incependant de€3 conditionnellemera C, ce que I'o
note par

ALB|C. (2.3)

Exemple. Dans le triple lancer de piéce, définissons I'événentepar la condition “le second lancer donne
pile” et 'événementA par la condition “le troisieme lancer donne face” et BaementC' par “ le premier
lancer donne face”. En postulant toujours que les 8 issud'exjgerience sont équiprobables, on calcule que
P(A|B,C) = P(A|C) = 1/2. Les deux événementset B sont donc conditionnellement indépendants sachant
queC se réalise.

Discussion. Remarquons que

a P(AN(BNnC)) P(ANB)NC) P(C)  PANB|C)
PAIBNO) =—FFr6)  ~ P)  PBNC) ~  PEC)

De la méme facon, on peut se convaincre que

P(ANC|B)
PABNC) = ————
On constate ainsi que le conditionnem&intultaré par rapport a la réalisation conjointe des deux évémesne
B et C est équivalent a deux opérations successives de comad@&ment, d’abord sur I'un des événements en
partant de la loiP, puis sur l'autre événement en partant de la loi condit@ie induite par le premier. Cela
justifie les notations suivantes:

P(A|BNC) = P(A|B,C) = P(A|C'n B) = P(A|C, B),

gue nous utiliserons dans la suite de cet ouvrage.

Intuitivement, cette propriété de symétrie correspaundait que notre perception de la probabilité condition-
nelle d’un événement (icil) ne dépend pas de I'ordre dans lequel nous avons eu coanegsd’informations
partielles sur le résultat de I'expérience (ici le faieque B et le fait qu'aussiv € C).

2.2.2 Sur la notion d’indépendance

La notion d’'indépendance est une notion centrale en th&@ms probabilités. Aussi allons-nous détailler les
diverses propriétés immédiates qui découlent de §aitién. Nous supposerons ci-dessous dqel) €]0, 1]
(resp.P(B) €]0,1[), et dans le cas contraire nous dirons gu@esp.B) est un évenement trivial. Nous laissons
au lecteur le soin de vérifier dans quels cas (et commentaraditions peuvent étre relaxées a des événements
triviaux.

Propriétés “positives”. Nousdemandons au lecteur de démontrer, a titre d’exeimimédiat, celles parmi
les propriétés suivantes dont nous ne donnons pas lag@reuv

= () estindépendant de tout autre événement.

= Un événement de probabilité nulle est indépendant diegtotre événement :
P(A)=0= P(ANB)=0= P(A|B) =0.

m Tout événement est indépendantile

m Tout événement est indépendant de tout eévénemeaircert
P(A)=1= P(ANB) = P(B) etdoncP(B|A) = P(B).
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“Aindépendantd®” < P(AN B) = P(A)P(B)

(congquence directe de legdinition, lorsqueP(B) > 0; si P(B) = 0, la conditionP(ANB) = P(A)P(B)
est encore &rifiée).

m “Aindépendantd®” = “B indépendant del”.

m “Aindépendantd®” = “ A¢ indépendant dé”.

m “Aindépendantd®” = “ A indépendant d&c”.

m “Aindépendantd®” = “ A¢ indépendant d&c".

On peut donc utiliser en lieu et place de la définition dedépendance la définition suivante.

Evénements in&pendants (secondeéfinition)

Deux événementd et B sont indépendants si et seulemenP$id N B) = P(A)P(B).

Il est & noter que cette définition couvre le cas’{il) et/ou P(B) sont nulles, la propriété étant trivialement
vérifige dans ces cas (daK P(A N B) < min{P(A), P(B)}).

Propriétés “négatives”. L'assimilation de celles-ci est au moins aussiimportaoté e bonne compréhension
de la notion d’indépendance que I'assimilation des pé&ips positives.

Remarquons tout d’abord que des événements indépenglaut une loi de probabilité donnée peuvent tres
bien étre non indépendants pour une autre loi de prol@bikEn d’autres mots, la propriété d’indépendance
dépend bien du choix de la loi de probabilité et pas seut¢ahes propriétés ensemblistes.

Nous suggérons au lecteur de chercher des contre-exepapiedémontrer les propriétés négatives suivantes.

m  Un événement quelconque non trivial n’est jamais indépat de lui-méme!

m A indépendant d® et B indépendant dé€’ A A indépendant d€'.
(Suggestion a titre de contre-exemple, prendreet B tous deux de probabiBtnon nulle et indpendants, et
puis consi@rer lacas @ C = A).

m A dépendant dé& et B dépendant dé€' A A dépendant d€'.
(Suggestion : prendrd etC indépendants, eB = A N C en supposant quB(B) > 0.)

m Aindépendantd® 4 A indépendant dé& conditionnellement &'
(Suggestion : prendre comme exemple le double “pile ou facet une @ceéquilibree, commévenements
A “face au premier lancer”,B “face au second lancer"C “méme issue aux deux lancers”).

Indépendance mutuelle de plusieurs événements. On peut étendre la seconde définition de I'indé-
pendance au cas aeévénements.

Indépendance mutuelle de: évenements.

On dira que les événements , A, ..., A, sontmutuellemenindépendants si pour toute partiede
'ensemble des indices allant dé&xn on a :

P <ﬂ AZ-) =[] P4 (2.4)

iel

el

Il est important de noter que l'indépendance mutuelle estaondition plus forte que I'indépendance deux a
deux, qui elle est définie comme suit.
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Ind épendance dewa deux den évenements.

On dira que les événemems, A,, ..., A,, sont indépendantieuxa deuxsi pourvi # jona:

P(A; N A;) = P(A;)P(A;).

Pour se convaincre que I'indépendance “deux a deux” figop pas I'indépendance “mutuelle”, il suffit de
reconsidérer notre double lancer de pile ou face ci-de3aiss cet exemple on a en effdtindépendant dé3,
B indépendant d€’, etC indépendant ddl, alors queC n’est pas indépendaritn B.

Autres formules utiles.

P(ANBNC) = P(A|BNC)P(B|C)P(C) = P(A|B,C)P(B|C)P(C) = P(A|C, B)P(C|B)P(B) (2.6)

P(ANB|C) = P(A|C)P(B|C N A) = P(A|C)P(B|C, A) = P(A|C)P(B|A,C) 2.7)

Simplification des notations. Dans la suite nous utiliserons de fagon interchangeabled&ations suiv-
antes pour désigner I'occurrence simultanée de plusieeEnements :

m A NAsN...NA, : lanotation ensembliste (on insiste sur le fait quedgsont vus comme des ensembles).

m A ANAs Ao A A, la notation logique (on insiste sur le fait que lds sont vus comme des formules
logiques).

m Ay, Ao, ..., A, une notation plus compacte.

2.2.3 Formules de Bayes

Les formules de Bayes permettent d’exprini¥rd|B) en fonction deP(B|A).

Premiéere formule de Bayes

Il s’agit d’'une conséquence immédiate de la définitiofed®otion de probabilité conditionnelle, sous I'hypatke
queP(A) et P(B) sont non nulles.

En exploitant la définition de la probabilité conditiofie®n peut aussi reformuler le theoreme des probabilité
totales comme suit.

Théoreme des probabilies totales (version 2)

Si By, Bs, ..., B, est un systeme complet d'’événements non triviaux alteéoreme des probabilitis
totales peut s’écrire sous la forme suivante

Il s’agit d’'une conséquence immédiate de la définitiofed®otion de probabilité conditionnelle, sous I'hypatke
que lesP(B;) sont non nulles, et de la premiére version du theoremedesmabilités totales.

Deuxiéme formule de Bayes. Des lors la formule de Bayes peut aussi s’écrire sous fad@uivante.
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Deuxieme formule de Bayes

Si By, Bo, ..., B, est un systeme complet d’événements non triviaux alopgémiere formule de Bay
peut s'écrire sous la forme suivante

P(Bi]4) = < ABIPB) (2.10)

~ Yon_i P(A|BL)P(By)’

qui s’appelle aussi theoreme sur la “probabilité deseal) car il permet de calculer les probabilités des causes
possibles d’'un événement sachant qu’une conséquesstagalisée, connaissant la probabilité de cette éerni
sous I'hypothése de chaque cause et connaissant la plitéhdes causes a priori.

Exemple. Dans le triple lancer de piece on souhaite calculer la pititade tomber exactement deux fois
sur “pile” sachant que le premier lancer a donné “face”. &leupposons comme avant que les 8 issues sont
équiprobables, et dans ce cas on peut a priori penser queldalplité que nous cherchons a déterminer syt
Appliquons cependant ce que nous venons d’apprendre poaiidaalcul de facon a éviter de se tromper.

Nous désignons pat I'evénement “le premier lancer donne face”, parl’événement “on tombe exactement
une fois sur pile”, paB3; le cas ou “on tombe exactement 2 fois sur pile”, parle cas ou “on tombe trois fois
sur pile”, et parBy le cas ou “on ne tombe aucune fois sur pile”.

On aP(A|B1) = 2/3 (les réalisations correspondanfa sont{ PFF, FPF, FF P}, dont deux sur trois
correspondent & “face” au premier lanceP),A|B2) = 1/3 (cf le calcul fait ci dessus)P(A|Bs) = 0 (si on
tombe trois fois sur pile, le premier lancer ne peut certaieret pas donner facelp,(A|Bs) = 1 (si on ne tombe
aucune fois sur pile, le premier lancer donne certainenaee)f

On a aussi qu®(B;) = 3/8, P(B2) = 3/8, P(B3) = 1/8 et P(B,) = 1/8. (Notez que la somme de ces 4
valeurs donne bien 1.)

Ces informations permettent donc de calcutéB,| A) par
P(A|B3)P(B2) 1/3x3/8

P = S BBy~ @3 %3/8) + (13 3/8) + (0 18+ (L 178)  /*

On trouve ce que notre intuition nous dictait au départ,wequs rassure. Cette intuition était en fait justifiee
parce que les 8 issues de I'expérience aléatoire sonpr@dpables (ce qui implique I'indépendance des trois
résultats successifs de lancer).

Cependant, nous pouvons aussi entrevoir dans cette déenesmment on peut faire pour calculer la méme
probabilité, méme si les 8 issues de notre expériencemepgas équiprobables, et/ou si les trois lancers ne sont
pas indépendants.

Discussion. Le théoréme de Bayes (on donne le nom de théoreme de Bayekeux formules de Bayes) joue
un role tres important dans le cadre du calcul des proibesilll sert de fondement au raisonnement incertain
probabiliste et est a la base de toute une branche de Istisa#i appeléstatistique bayesienne

Il permet de remettre a jour les probabilités d’'un certeambre d’alternative®; en fonction d’informations
nouvelles (le fait quel soit réalisé). On utilise souvent le termeptebabilites a prioripour désigner le®(B;)
et le terme de@robabilites a posteriorpour désigner le®(B;|A).

Par exemple, dans le cadre du diagnostic médical cettafenpermet a un médecin de remettre a jour la plau-
sibilité de certaines maladies (désignées paBlgs partir des symptdomes observés (désignés conjoariepar
A), partant d’une connaissance de la probabilité a priaigérver les difféerentes maladies (obtenues par exem-
ple en effectuant des statistiques) et une connaissangeatesbilités d’observer les symptomégpour chacune
de ces maladies (obtenues également par application thedes statistiques). Ce type de raisonnement, appelé
inférence probabiliste, est une extension de la logigassajue au raisonnement en présence d'incertitudes.

Nous verrons que le théoreme de Bayes peut aussi s’applitans le cas ou les caus@ssont en nombre
infini éventuellement non-dénombrable.
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2.3 e« ESPACES DE PROBABILITE PRODUITS

Nous introduisons ci-dessous quelques notions et teromnes qui seront utilisées et illustrées plus loin, netam
ment dans le cadre de I'étude des variables aléatoiresldaleux chapitres suivants.

2.3.1 Construction d’un espace produit a partir de modules plus simples

Etant donnés un nombre fini d’espaces de probalffite&;, P;) (: = 1,...,n) on peut définir un espace de
probabilité produi(<2, £, P), de la maniére suivante :

m Univers produit: Q = Q3 x ... x Q,, (produit cartésien classique) : un élemende ) est unn-tuple
(w1, ...,wy) construit en combinant élémentsy;, avecw; choisi danst;.

m g-algebre produit : £ est 'ensemble des parties dequi peuvent s’écrire sous la forme d’'une union
dénombrable d’ensembles disjoints C 2 delaformed; = A, jx...x A, javecA; ; € &,Vi=1,...,n.
(Voir aussi I'appendic®.1 pour plus de précision a ce sujet).

= Mesure de probabilité produit: Pour un élement; de€ qui s’écrit sous laformel; = A; ; x ... x A4, ;,
on définitP(4;) = [, P;(4; ). Pour un élement quelconque d€ s’écrivant sous la forme d’une union
finie ou dénombrable de tels ensembles disjoints (He= Uj A;) on définit sa probabiliteé paP(A) =
>_; P(4;). (Bien qu'un élement d€ puisse s'exprimer de nombreuses facons differentesttie fagon, la
probabilité calculée ainsi donne toujours la méme valeu

On peut se convaincre que cette définition conduit biengspace de probabilité. On dira quedgssont les axes
“orthogonaux” de I'espace produit et on parlera de la prtapecd’'un événemend sur les axes pour désigner les
A;, etd’événements paralleles a un axe A; = ;. On peut alors montrer que si deux événements de I'espace
produit sont paralleles & des ensembles d’axes compliines, ils sont indépendants. En d’autres termes, si un
événement ne spécifie rien selon un certain nombres s'akers le fait de savoir qu’'un événement soit réalisé
qui ne spécifie que de I'information relative a ces axesonerfit aucune information sur cet événement.

Exemple.

Partant d’'un espac@?,, &, P1) correspondant a un lancer d’'un dé a six faces, et d'uncesip, &2, )
correspondant au lancer d'une piece de monnaie, on pestrage I'espace de probabilité prodyi?, &£, P),
avec) = Q1 x 9, & = & ® & et P = Py P, correspondant & une expérience ou on lance a la foigwet d
une piece. Dans ce cas, I'ensembleera composé des sous-ensembleQde 25 qui se décrivent au moyen
d’affirmations logiques (ici en nombre fini, vu gqfeest aussi fini) concernant les résultats des deux exm&sen
Le fait que le lancer de dé et de piece n'interagissent pgsiguement justifie I'utilisation de la loi produit
P = P, P, pour caractériser cette expérience.

2.3.2 Séries d’épreuves identiques et indépendantes

Un cas particulierement intéressant en pratique d’espaeduit est celui ou tous I€$2;, &;, P;(+)) sont iden-
tiques. Un tel type d’espace produit permet de modéliseiséries d'épreuves identiques et indépendantes,
rencontrées en théorie de I'echantillonnage et a la das statistiques.

Par exemple, partant de la définition d’'une expériencativel au lancer d’'une piece, décrite par un espace
de probabilité, il sera intéressant de considérer lagtigation d’'une expérience consistant a lancéois suc-
cessivement une piece, en supposant que les lancers gépeimdants et interchangeables. L'étude de cette
expérience “répétée” permettra de mettre en éviddesepropriétés intéressantes qui concernent I'ensedad
réalisations d’'un nombre croissant de lancer de piedelre I'exploitation est fondamentalement a la base de
la statistique et des techniques de simulation de MonteCarl

2.3.3 Factorisation d’un espace complexe sous forme de produit de facteurs simples

Dans certains cas il est possible de factoriser un espacepdeten effectuant I'opération inverse, c’'est-a-diee
I'écrire sous la forme du produit cartésien d’espacegedants (non nécessairement identiques).
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Dans les chapitres suivants de ces notes, nous verrons goasgauction d’'un modele probabiliste sous la
forme d’un produit de facteurs simples est I'approche dsslinde modélisation nécessaire pour mettre en oeuvre
les méthodes probabilistes pour résoudre les probléaetus en plus complexes rencontrés en ingénierie.

(Suggestion : partir d'un espace fini dont on suppose quadlate est engenérpar deuxévenements
indépendantsi et B, et montrer qu'’il peut se factoriser en deux axes correspohé cesé\venements.)

2.3.4 Marginalisation

Partant d’'un espace produit, il est possible de reconstidgespaces produits correspondant a un sous-ensemble
de ses axes par une opération de projection. En calcul debpil@é on dit qu'on “marginalise” les autres axes.
Cette opération est intéressante dans un contexte ¢anpalun modeéle complexe, on souhaite en déduire un
modele plus simple ne faisant intervenir que certainscsyjkes axes retenus) nécessaires pour la résolution d’'u
probleéme particulier.

Notons que cette opération de marginalisation peut £&féa sur un espace produit dont la loi de probabilité
n'est pas factorisable de facon simple. Nous reviendronsette opération de marginalisation dans les chapitres
suivants.

2.4 LE PROBLEME DU MONTY HALL

Dans cette section nous abordons un premier probléme stenre@ment probabiliste, dans le but de mettre en
évidence certaines techniques de résolution de baséret #attention des étudiants sur la nécessité de bien
préciser I'énoncé d’'un probleme avant de tenter deefoudre. Le texte qui suit en italique est repris de la
référence [.L04]. Nous conseillons de le lire attentivement et d’en mé&dé@eontenu.

“Inthe September 9, 1990 issue of Parade magazine, the cadtiviarilyn vos Savant responded to this letter:

Suppose you're on a game show, and you're given the choickreé tdoors. Behind one door is a car, behind the
others, goats. You pick a door, say number 1, and the hostkwbws what's behind the doors, opens another door,
say number 3, which has a goat. He says to you, “Do you wantclogmor number 2?” Is it to your advantage to
switch your choice of doors?

Craig. F. Whitaker

Columbia, MD

The letter roughly describes a situation faced by contdstan the 1970’'s game show Let's Make a Deal,
hosted by Monty Hall and Carol Merrill. Marilyn replied théfte contestant should indeed switch. But she soon
received a torrent of letters - many from mathematiciandlingeher that she was wrong. The problem generated
thousands of hours of heated debate.

Yet this is is an elementary problem with an elementary EgiutVhy was there so much dispute? Apparently,
most people believe they have an intuitive grasp of proligbi{This is in stark contrast to other branches of
mathematics; few people believe they have an intuitivetghd compute integrals or factor large integers!)
Unfortunately, approximately 100% of those people are @grdn fact, everyone who has studied probability at
length can name a half-dozen problems in which their indnited them astray? often embarassingly so.

The way to avoid errors is to distrust informal arguments &gy instead on a rigorous, systematic approach.
In short: intuition bad, formalism good. If you insist onyglg on intuition, then there are lots of compelling
financial deals we’d love to offer you!”

2.4.1 Description précise du probleme

Le texte qui précede nous avertit sur plusieurs aspeotdafmentaux associés a la mise en oeuvre du calcul de
probabilités :

= [intuition est souvent de mauvais conseil, puisque desissprillants se sont fait “avoir” par un probleme
aussi élémentaire que le “Monty Hall”;

m |lamodélisation précise du probleme est absolumengjpatisable avant d’aborder toute tentative de résolution;
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m |amise en oeuvre systématique du raisonnement déduckifpiliste est nécessaire et suffisante pour résoudre
de tels problemes.

Dans la suite nous allons illustrer ces idées, en montapaasage que I'essentiel du raisonnement probabiliste
est déja contenu dans le raisonnement logique “classique

Commencons par la modeélisation du probleme, en précssdfisamment les hypotheses (en faisant cela, nous
interprétons d’'une maniere précise, mais potentiegdignerronée I'énoncé du probléme; si notre inter pidta
est erronée, nous sommes préts a la changer, mais cecieeatitre histoire). Nous considérons donc que

m |ors du premier choix du joueur, celui-ci n’a aucune infotima autre que les regles du jeu (indiquées ci-
dessous); il peut a ce stade choisir n'importe quelle porte

m Les autres régles du jeu affirment que

— seule une porte cache un lot intéressant (le lot inténessa la voiture); a priori, aucune information n’est
disponible pour le joueur qui lui permettrait de consid&p&une des trois portes est plus susceptible de
révéler la voiture;

— suite au choix du joueur a la premiére étape du jeu, lsgim@ateur estbligé de choisir une porte qui ne
révele pas la voiture et il ne peut pas non plus choisir diola porte désignée par le joueur au premier
tour. (On suppose donc aussi que I'animateur connait laodipn des lots derriere les portes.)

— si, compte tenu des régles qui précedent, le présemtdigpose encore de la liberté de choisir n'importe
laguelle des deux portes restantes, il fait ce choix au dasar

— apres I'ouverture de la porte choisie par le présentaleyoueur peut soit maintenir son premier choix,
soit choisir la troisieme porte (celle restant aprés sooixxnuméro un et le choix, numéro deux, du
présentateur). A ce stade, il ne sait pas si la porte qulilasie au départ cache le lot intéressant.

Etant données ces regles, la question posée est cebedd¢drmination d’'une stratégie optimale pour le joueur;
cette stratégie est composée d'une décision pour lexal®ia porte a la premiére opportunité et d’'une regle
de décision pour choisir la seconde porte en fonction dédation de I'animateur. Elle serait optimale, si par

rapport a toute autre stratégie de décision elle coralgit une plus grande probabilité a choisir la bonne porte
au deuxiéme coup.

2.4.2 Modélisation du probleme au moyen d’un arbre de scénarios

Pour résoudre le probleme du Monty Hall, nous allons at#rer un espace de probabilité qui modélise les étapes
successives du probleme, a savoir

m Etape 1.Choix de disposition des lots derriére les 3 portes: il i6'dg choisir la porté € {1, 2,3} qui cache
la voiture, et nous supposons que ce choix est fait al@m@nt. Nous désignons ce choix par la variable
v € {1,2,3} (i.e. chaque porte & la méme probabilifé,v = i) = 1/3 de cacher la voiture). Seul le
présentateur est au courant de ce choix.

m Etape 2.Désignation d’'une premiére porte par le joueur; nouggiess ce choix par une variable pouvant
prendre ses valeurs dans I'ensemfle2, 3}.

m Etape 3. Choix d'une seconde porte par I'animateur (au hasard sideg gortes restantes ne cachent pas le
gros lot, sinon choix de la seule porte restante ne cachari¢ggos lot). Nous désignons cette variableqar
ses valeurs possibles dépendent a la fois dedej .

m Etape 4. Désignation de la porte finale par le joueur, en fonctionategemier choix {; a I'etape 2) et du
choix de I'animateurd a I'étape 3). Nous désignons parcette variable.

L'arbre de scénarios de la FiguPel représente I'ensemble des possibilités résultant derabinaison des
quatre étapes du probleme.

Comme nous allons le voir, I'analyse de ce modéle montresglegoueur choisit la décisiofy = 1 (choix de
la premiére porte a la premiere étape du jeu), il a @ttérchanger de décision a I'étape suivante, quellesqitéa
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Figure 2.1: Arbre de scénarios pour le jeu du Monty Hall. Adé&niere étape, il reste deux possibiliteés pour
le joueur: soit il maintient son premier choie(= j1), soit il révise son choixj = {1,2,3}\ {j1,a}). La
politique de décision, qui consiste a systématiquement réviser le choix estjirge par les feuilles de 'arbre
marquées par un carré vert plein. Les scénarios gagsantgeux oljs = v.

réaction de I'animateur (supposée conforme aux reglgsw). En effet, en changeant de décision il augmente la
probabilité de choisir la bonne porte 3 42/3. De méme, s'il avait choisi la porte 2 a la premiére oppoité,

ou bien la porte 3, la stratégie qui consiste a changerigi@st encore gagnante avec une probabilité de 2/3.
Enfin, si le joueur choisit au hasard la seconde fois, ensrdédeix possibilités qui s'offrent a lui, il gagnera avec
une probabilité de 1/2 (ce qui est moins bon que de changeisi’'mais meilleur que de rester sur son premier
choix).

2.4.3 Evaluation des probabilités de chaque scénario en fonction de la stratégie du
joueur

Nous allons successivement analyser trois stratégiesi gelles-possibles pour le joueur. Chacune de ces
stratégies donnera lieu a un modele probabiliste @iffé Dans la section suivante, nous calculerons pour chacu
de ces modeles la probabilité de gagner.

2.4.3.1 Stratégie de jeu totalement aléatoire

Dans cette stratégie, le joueur choisit avec une prob@kié 1/3 une des trois portes a la premiére étape, puis
avec une probabilité de 1/2 une des deux possibilites’gfifent a lui a la seconde étape.

La probabilité d’observer la séquence 1, 2, 1) correspondant a la feuille de gauche de I'arbre de sagénari
de la figure?2.1, s’obtient alors comme le produit de
11111
3322 36
Le méme raisonnement permet de se convaincre que les fitisatle chacune des trois feuilles suivantes,
correspondant respectivement aux scéndiios, 2, 3), (1,1, 3,1) et(1, 1, 3, 2) sont aussi dek.

P(=1)P(ji = )P(a=2jv = 1,j = 1)P(j» = 1)

Les deux scénarios suivants, a savdir2, 3,2) et (1,2,3,1), sont quant a eux de probabilité égalqlga
puisque dans ces scénarios I'animateur n’a finalement pahdix réel possible, la seule possibilité pour lui
étant d’ouvrir la porte numéro 3.
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Figure 2.2: Probabilités associées aux feuilles de tade scénarios pour le jeu du Monty Hall, lorsque le joueur
applique la stratégie totalement aléatoire. Les stésp@agnants sont ceux gu = v, et sont indiqués par des
croix. La probabilité de remporter le lot va% + 1—68 = %

Poursuivant ces calculs, pour I'ensemble des feuilles aidrié, nous obtenons la loi de probabilité pour
I'ensemble des scénarios possibles. Ceci est repecadat-igure?.2

2.4.3.2 Stratégie de jeu tétue

Dans la stratégie de jeu tétue, le joueur se fixe une fois footes (c’est-a-dire, dés I'étape) sur le choix de la
porte et ne change plus d’avis par apres. De plus, nous sapp@u'’il choisit toujours la porte numétro

Sous cette hypotheése, la probabilité d’'observer lasécg(1, 1, 2, 1) correspondant a la feuille de gauche de
I'arbre de scénarios de la figu?el, s’obtient alors comme le produit de
1

. . . 1.1
Plo=1)P(1=1)Pl=2p=10=1)PFH=1)=7151=¢.

La feuille suivantg1, 1, 2, 3) est quant a elle de probabilité nulle.

Poursuivant ces calculs, pour I'ensemble des feuilles adié, nous obtenons la loi de probabilité pour
'ensemble des scénarios possibles. Ceci est repeesdatFigure?.3, ou nous avons omis de représenter les
probabilités de valeur nulle.

2.4.3.3 Stratégie de jeu versatile

Dans cette stratégie le joueur change systématiquentans @u second coup. Toujours sous I'hypothése ou il
joue systématiquement la porte numéro 1 au premier caupbtient I'arbre de probabilités de la Figutel, ou
nous avons aussi omis de représenter les probabilitéaldennulle.

2.4.4 Calcul de la probabilité de remporter le lot selon une stratégie de jeu donnée

Pour obtenir la probabilité de remporter le lot, pour urratégie donnée, il suffit de calculer la somme des
probabilites associées par cette stratégie aux feuilkel'arbre qui correspondent au gain du lot, c’est-a-dire
correspondant aux scénarias ji, a, j2) tels quejz = v.
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J2

Figure 2.3: Probabilités associées aux feuilles de tade scénarios pour le jeu du Monty Hall, lorsque le joueur
applique la stratégie tétue. Les scénarios gagnantscgax oluj, = v, et sont indiqués par des croix. La

probabilité de remporter le lot vagt= 1.

J2

1
3
X X X

Figure 2.4: Probabilités associées aux feuilles de tade scénarios pour le jeu du Monty Hall, lorsque le joueur
applique la stratégie versatile. Les scénarios gagrsamisceux ouj, = v, et sont indiqués par des croix. La

probabilité de remporter le lot vagt

Comme explicité dans les legendes des trois figures, no@sons

B P(ja=v)= % pour la stratégie totalement aléatoire,
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» P(j; =v) = 1 pour la stratégie tétue,

B P(jo=v)= % pour la stratégie versatile.

Notons également (nous demandons au lecteur de s’en cangaén construisant les arbres de probabilités
correspondants) que pour les stratégies tetue et verdatprobabilité de gagner reste la méme si le jouedidgéc
d’abord de choisir la porte numéro deux, ou bien la porte énantrois, et donc également s'il décide de tirer la
valeur dej; au hasard, selon une loi de probabilité arbitraire.

Parmi toutes les stratégies de jeu que nous avons disgut@st donc bien la stratégie versatile qui est la
meilleure, et la stratégie tétue qui est la moins bonneni@e les stratégies que nous avons analysées couvrent
essentiellement toutes les stratégies possibles poau&if qui respecte les regles du jeu, nous pouvons donc
aussi affirmer que la stratégie globalement optimale esttdaégie versatile.

2.4.5 Discussion

Partant de I'énoncé du probleme, nous avons tout d’abtandfieé quelques hypotheéses qui étaient implicites
dans le texte publié dans le journal, et c’est sans doutar&ctere implicite de ces hypotheses qui a conduit
aux nombreux débats qui ont suivi la publication. Ensugesiavons appliqué une méthode systématique pour
modeéliser notre probleme et puis le résoudre. Cettdoufet comporte les quatre étapes suivantes:

1. Déterminer 'ensemble des résultats possibles dp&ggnce aléatoire (c’est-a-dif, ce que nous avons fait
au moyen d’'un arbre de scénarios pouvant couvrir un engesulffisamment large de stratégies de jeu.

2. Déterminer le (ou les) sous-ensemblestdeont on souhaite calculer la probabilité. Ici, il s'agissie
I'ensemble des scénarios conduisant au gain du joueasdgs deux étapes de jeu.

3. Déterminer, en fonction du choix de la stratégie delgsiprobabilités associées aux differents résultass p
sibles de I'expérience, correspondant aux feuilles dbt&a Ici nous avons fait explicitement cette opération
pour les trois stratégies de jeu qu’il nous semblait egéant d’évaluer.

4. Calculer la probabilité de I'evénement d'intératfaisant la somme des probabilités des résultats quirippa
ennent a cet eévénement (ici les scénarios gagnants).

Le respect de cette démarche a conduit a la bonne répeinseci d’'une fagon convaincante qui ne préte pas le
flanc a la critique.

Notes

1. Le terme consacré est en realitedlgebre de Boole” ou “tribu”. Le terme “algébre” est n@iement réservé au cas ou la troisieme
propriété est relaxée a I'union finie. Cependant, darssilte nous utiliserons la plupart du temps simplementtedgéalgebre” étant entendu
que dans le cas infini il faut comprendrealgébre.

2. Dorénavant nous utiliserons la notatidn, As, . .. pour désigner une suite dénombrable (éventuellemer) firensembles.
3. C'est-a-dire la tribu borélienne s, 1].

4. Cependant, dans le cours de théorie de 'information ontrera qu’en moyenne l'incertitude concernant une egpée aléatoire
diminue, lorsqu’on utilise de I'information complémeinéa






3  VARIABLES ALEATOIRES

Dans ce chapitre nous introduisons la notion fondamenteleatiable aléatoire, et les notions associées telleslgue
de probabilité induite, fonction de répartition, dergsiespérance mathématique, variance, etc., et aussitiamde
fonction d'une variable aléatoire ou d’'un ensemble de ables aléatoires indépendantes.

3.1 NOTION DE VARIABLE ALEATOIRE

3.1.1 Discussion intuitive

Intuitivement, la notion de variable aléatoire (nousisgifons souvent I'abréviatioma) modélise de fagon
mathématique la notiod’instrument de mesurdans le contexte d’'une expérience aléatoire modéfiseain
espace de probabilit€, £, P). Avant de pouvoir définir la notion, il est nécessaire dérdf de maniere précise
I'ensemble) des résultats possibles de cette expérience aléaittieevention de la partie €2 du modele proba-
biliste (2, £, P)) : une fois que I'univer$) est défini de maniére précise, une variable aléatoiressentiellement
unefonctiondéfinie su) dont on peut dans un certain contexte observer la valeur.

Par exemple, dans le cas d’une expérience de double laacésgion peut) définir 'universQ comme étant
'ensemble des 36 couplé$l, 1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}, puis on pourrait définir sur cet ensemble différentes
fonctions, par exemple une fonctio¥l qui calcule la somme des deux faces supérieures, doneleole de
valeurs possibles est doke, 3,4,5,6,7,8,9,10,11, 12}, ou bien une fonctiod’ dont la valeur est le nombre
lu sur la face supérieure du premier dé, dont 'ensembleatiurs est don¢l, 2, 3,4, 5,6}, ou bien encore une
fonction Z dont la valeur est si les deux dés sont tombés sur la méme fabes@ton, dont I'ensemble de valeurs
possibles est dong, 1}.

Pour un observateur, le fait de connaitre la valeur priseipa variable aléatoire lui fournit une information
(en général partielle) sur le résultat de I'expérieal&atoire : par exemple, dans le cas de notre double laecer d
dés, s'il sait seulement que la valeur de la VZavaut 1, il peut en déduire que le résultat doit se trouver dans
le sous-ensemblg(1,1),(2,2),...,(5,5),(6,6)} de, ou bien s'il sait seulement que la valeur de la variable
X vautg, il peut en tirer que le résultat doit appartenir au sousearble{ (2, 6), (3,5), (4,4), (5,3),(6,2)} de
Q; dans les deux cas il s’agit d’une information partielleisgue I'ensemble de réalisations compatibles avec
I'observation n’est pas un singleton. De facon plus géieéle fait de savoir que la valeur d’une variable aléatoi
se situe dans usous-ensembigarticulier de son ensemble de valeurs possibles, perfiudiservateur de situer
le résultat de I'expérience aléatoire dans un sousrebkeedel).

3.1
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Dans le cadre d'une expérience aléatoire, les informatfournies par I'observation simultanée des valeurs
de plusieurs variables aléatoires peuvent étre redaeslan bien complémentaires. En effet, dans notre exemple
on peut déduire de la valeur de la varialdlda valeur que doit prendre la variabfe: I'observation de la valeur
de Z ne peut donc en aucun cas apporter a notre observateurfon@ation plus riche en ce qui concerne le
résultat de I'expérience aléatoire que celle fournid’paservation de la valeur de la variable on peut dire que
Z est redondante par rapporfiaen termes d’information sur le résultat de I'expérienéatoire. A contrario,

s'il dispose simultanément de la valeur deet de celle dé), il peut déterminer de fagon exacte le résultat
de I'expérience aléatoire, ce qu'il n’est pas en mesuréite en observant la valeur d’'une seule de ces deux
variables; on peut dire que les deux variables se comjpiletetermes d’information sue.

On voit que la notion de variable aléatoire permet de nmiseiélin processus de collecte d’information partielle
quant a I'issue d’'une expérience aléatoire, sous la éodine fonction définie suf2 dont I'observation des
valeurs permet de spécifier des sous-ensemble&d dei doivent contenir le résultat de I'expérience dans un
certain contexte. On voit aussi qu'il est possible de raisonle fagon abstraite sur les relations entre variables
aléatoires, au sujet de leur redondance, ou bien de leupléomentarité. Nous verrons de nombreux exemples,
dans ce chapitre et dans les suivants, qui reposent sudé&tes propriétés des variables aléatoires, et de leurs
relations.

Pour que la notion de variable aléatoire soit exploitatdlesdle cadre du raisonnement probabiliste, il faut
gu’elle soit compatible avec la structure d’événeméndg&finie sur(?, puisque la loi de probabilité est seulement
définie pour les élements de Plus précisement, il faut que les sous-ensemblékai@ correspondent aux sous-
ensembles de valeurs intéressants de la variable ateatnent des événements, afin qu’on puisse en déterminer
la probabilité étant donnée la mesuredéfinie sur€. Au chapitre précédent, nous avons fait la remarque que
pour que le calcul des probabilités donne lieu a une thdoathématique cohérente, il est parfois nécessaire
de restreindre la structure dealgébre & un sous-ensemble propre de I'enseftibldes parties d€); si c’est
le cas, il faut aussi restreindre la notion de variabletalés, en assurant qu’elle eshe fonction mesurable
(intervention de la partie £ du modele probabiliste (€, £, P)). Cette condition est une conséquence technique,
mais nécessaire afin de pouvoir batir la suite du calcurdeabilités de fagon cohérente.

3.1.2 Définition mathématique

Pour qu’une fonction définie s@r soit interessante dans le contexte du raisonnement pitisbabl est nécessaire
gue toutes les informations qu'’il est souhaitable de pawsgrimer sur base de valeurs de la variable aléatoire
correspondent a des sous-ensemble$)ddgont la probabilité est bien définie, c’est-a-dire a @esembles
mesurables d€.

Partant d’'une fonctiotk’(-) définie surQ et a valeurs dans un ensemblg, on commence donc par choisir
'ensemble des informations qu’on souhaite exprimer &léale cette fonction, en définissant une structure de
o-algebre€y sur()y. Cette structure définit les ensembles de valeurd&’dgu’on souhaite pouvoimesurey
c’est-a-dire ceux qu’on souhaite manipuler dans le raisarent probabiliste faisant intervenir la variale

Une fois cela fait, on doit vérifier que la structufg définie surQ2y est bien compatible avec la structufe
définie sui? : on exige que chaque sous-ensemble définisen spécifiant que la valeur de la variable aléatoire
appartient a I'un des éléements flg soit aussi un éléement d& (?)

Cela se traduit par la définition générale suivante deten de variable aléatoire :

Notion générale de variable akatoire

Soient un espace de probabil{, £, P) et une fonction¥’(-) définie sur2 et & valeurs dans un ensemflle
Qx munid’'unec—algebrefy. La fonctionX'(-) est une variable aléatoire si

VA € Ex {we QX (w) e A’} € €. (3.1)

On dit qu'une fonctionX'(-) qui vérifie 3.1) est(&, Ex)-mesurable(ou simplementesurable).

Dans la suite nous utiliserofspour désigner la variable aléatoire et la notation' (A’) pour désigner I'ensemble
{we QX (w) € A’}
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3.1.2.1 Mesure de probabilité Py induite sur (Qy,Ey) par la v.a. X

La propriété denesurabilie assure que toute proposition logique relative a la valedadariable aléatoire et qui
s’exprime & partir des sous-ensembles de valeurs faisaiie ple€ v se traduit aussi par une proposition logique
en ce qui concerne la réalisation de I'expérience aiéaén qui définit un eévénement depour lequel la mesure
P nous permet d’évaluer sa probabilité.

Cela veut aussi dire qu’on peut associer des probabilik&ements d€y de la maniere suivante :

Mesure de probabilité Py induite sur (Qx,Ex) par la variable X

VA € Ex : Py(A) 2

P(x~1(4)).

La condition de “mesurabilité” de la fonctioti(-) nous assure que la mesurg ainsi induite sufy est bien
définie pour tout elément d&y. Montrons qu’elle vérifie aussi les axiomes de Kolmogorov :

m Kl:onavVA' € Ex : Py(A) = P(x~1(A")) € [0,1].
= K2: onaQ) = X~!(Qx) et par conséquetity (Qx) = P(Q) = 1.
m K3: VA}, AL ... € Ex incompatibles, les ensemblds = X~1(A]) sont des événements 8éncompatibles
etonat—!(U, 4;) = U, 4;; par consequer®x (U, A7) = P(X~(U; 4})) = P(U, 4i) = 3, P(Ai) =
Zi Px (A;)
Le triplet (Qx, Ex, Py) forme donc un nouvel espace de probabilité auquel on pepligaer 'ensemble des
résultats du calcul de probabilités, en “oubliant” leaagisme qui a donné lieu a sa naissance. Faire cet oubli
est cependant une erreur souvent commise que nous déeonsagivement, car cela conduit a se déconnecter
du modelg 2, £, P) de base au sujet duguel on veut raisonner, ce qui est forteepnaductif lorsqu’il s’agit de

manipuler plusieurs variables aléatoires qui apportertiaformation complémentaire au sujet de I'expérience
aléatoire, comme c’est le cas dans toutes les applicgti@tisjues.

3.1.2.2 o-algébre &g/ x induite sur ) par la v.a. X

Une variable aléatoire induit aussi une structureelgébre suf?, de la fagon suivante

o-algébre £, x induite sur Q par la variable X

Ea/x = {AcQ:(3A eéx:A=x"1(4))}.

Etant donnée la condition de mesurabilité, ofiay C £. Par ailleurs, on peut se convaincre que I'ensemble
Eq/x de parties d€2 est bien une-algebre. En effet

m Tl Qe &y x, puisquey € Ex etque = X1 (Qy).

m T2: Si A € £y x alors il peut s’écrire sous la formé = X~1(A’) avecA’ € Ey; dans ce cas on a
A = Xx71(A) et A'¢ € Ex; par conséquent® € Ea/x-

m T3: SoientA;, As... € £q/x €t A = [J; A;, et soient les ensembles correspondatjts Ex, avecA; =
X71(A]). Onad’ = |J, A, € Ex (caréx est unes-algebre), et commel = X~*(A’) on a aussi que
Ae EQ/X.

Une variable aléatoire induit donc unealgebrefq,» comprise dang (et en général moins fine qud :
les sous-ensembles dequi peuvent se décrire par des propositions logiques coanela valeur prise par la
variable aléatoire sont tous des événements dwis la réciproque n’est pas vraie en général; cerelgmménts
de& pourraient ne pas étre exprimables au moyen d’une prapositgique ne portant que sur les valeurs d’'une
variable aléatoire particuliére.
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3.1.2.3 Discussion, interprétation, notations et exemples

Une variable aléatoire est une fonction définie sur un@spa probabilité qui est compatible avec les algebres
d’événements définies sur ses espaces d’origine et dieatgmn. Elle induit une loi de probabilité sur I'espace
de destination et une-algebre sur I'espace de départ. Cela est illustré dgarg3.1

Figure 3.1: Notion de variable aléatoire. Onae A’ & w € A = X~ }(A'),etA € Ex = A€ £ Ona
Px(A") = P(A). £y x est 'ensemble des parties flepouvant s’exprimer comm& —*(A’) avecA’ € Ex.

Notons d’emblée que si les deux universt{2 y sont finis ou dénombrables et munis des algébres maximales
alors toute fonction d€ vers()y est mesurable et définit par conséquent une variabléoaiéaDe fait, si nous
avons pris la précaution de formuler les restrictionsmésurabilié ci-dessus, c’est que nous voulons appliquer
le concept de variable aléatoire dans des situationsespdice de départ est non-dénombrable (Fex R™
muni de sa tribu borélienne, voir Appendigi

La condition de mesurabilité8(1) impose que l'algebré,,» des événements induite par la fonctiaif-)

a partir defxy sur 2 est inclue dans I'algebré pour laquelle la loiP est définie. Observer la valeur de la
variable aléatoire situe le résultat de I'expérien@atdire relativement aux événementstde, ce qui donne
une information en général moins précise que la locaisgar rapport aux événements&égénéralement plus
nombreux). La variable aléatoire opére donc sur I'esglcprobabilité en condensant I'information. Il s’agit
bien la du sens profond de la notion de variable aléatoitebservation d’'une variable aléatoire fournit une
information généralement partielle sur la réalisaties issues possibles d’une expérience aléatoire. Latmnd
de mesurabilité assure que cette information puisses&piitée pour le raisonnement probabiliste.

Notations. Nous utiliserons des lettres “majuscules calligraphiéa&s Y, Z, .. .) pour désigner des variables
aléatoires, des lettres minusculesy, z, . . .) pour désigner une valeur particuliere d'une variabdatdire, et des
lettres majusculesy, Y, Z, .. .) pour désigner des sous-ensembles particulie3gde2y, Q=, .. ..

Exemple 1(a) : simple lancer de dé. Dans le lancer de dé on peut choisir quest 'ensemble des
valeurs numeériquesl, 2,3, 4,5, 6} pouvant étre lues sur la face supérieure du dé une foigpasr On peut
par exemple définir une variable aléatoitetelle queX’(1) = X(3) = X(5) = “vrai" et X(2) = X(4) =

X (6) = “faux”. C’est une variable aléatoire qui mesure le fait ¢eiggsultat du lancer de dé est pair. Observer sa
valeur, permet (seulement) de situer le résultat de Eegpce soit dans I'ensembié, 3,5} soit dans I'ensemble
{2,4,6}. Sile dé est équilibré, alors nous aurons gug{“vrai” }) = Px ({*faux"}) = 1.

Suggestion : se convaincre qife ({“vrai” }) = £ est bien vrai.

Exemple 1(b) : double lancer de dé. Considérer ensuite le probléme du lancer simultané dairouge

et d’'un dé noir (chacun a six faces). Supposer que les 3®ic@isons de faces supérieures sont équiprobables.
Décrire 'ensemblé? des résultats possibles, et définir une variable aléafoidont la valeur est la somme des
deux nombres lus sur la face supérieure des deux dés lissaqunt au repos. Décrire 'ensemble, des valeurs
possibles de cette variable et la loi de probabilite qu’elle induit sur cet ensemble. Décrire I'algebre irtdui
Eq/x et donner quelques exemples d’éléementg dgii ne font par partie de cette algebre induite.
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Exemple 2: double pile ou face. Nous considérons une piece d’un Euro et une piece de dewsFqui
sont lancées simultanément. L'ensemfilest défini comme I'ensemble des couples de résultatsdpiface),
i.,e.Q={PP PF,FP,FF}, eton peuty définir par exemple les trois variables alésgsuivantes

= X, telle queX’ (PP) = X1 (PF) = PetX)(FP)= X, (FF)=F,
m X, telle queXy(PP) = Xo(FP) = P etXy(PF) = Xy(FF)=F,
m etZ telle queZ(PP) = Z(FF) ="vrai"et Z(PF) = Z(FP) = “faux”.

Suggestion : Dans I'hypolise @ les quatre esultatsélementaires dé) sontéquiprobables, calculer les lois
de probabilie induites par ces trois variablesé&idtoires. Refaire le calcul en supposant gB&{PP}) =
0.04, P({PF}) = 0.36, P({FP}) = 0.06, P({FF}) = 0.54.

3.1.2.4 e Petite digression sur I'’étude simultanée de plusieurs variables aléatoires

Sur un espace de probabilit®, £, P) on peut évidemment définir un grand nombre (une infinitéréalité) de
variables aléatoires. Par exemple, dans le cas du doutuerlae dés, on peut définir la variattequi désigne

la somme des deux faces, la variaplgui désigne la face sur laquelle est tombé le premieradéatiableZ qui
désigne la face sur laquelle est tombé le second dé, iabledV qui indique si les deux dés sont tombés sur la
méme face, etc. etc.

On peut étudier ces variables isolément les unes dessaatre’est essentiellement le but du présent chapitre
de développer les outils nécessaires pour ce genred#isoiee

Cependant, la vraie richesse du calcul de probabilitedisedans les outils qu'il fournit pour étudier de fagon
conjointedes ensembles de variables aléatoires.

Par exemple, dans le domaine de la sociologie, on peutestielcomportement des personnes ou groupes
de personnes, au moyen de difféerents indicateurs (degblesi aléatoires, telles que statut civil, age, niveau de
formation, occupation, revenu, qualité de vie, intendide vote, etc. etc.), et les études les plus intéresssaes
celles qui essayent de comprendre les relations entre fieedis indicateurs.

De méme, dans un contexte technique ou technico-écon@nia peut étudier les performances d’une in-
stallation industrielle, en termes de colits économigwsenus engendrés, emplois assurés, qualité desifgodu
empreinte écologique etc. etc. Cependant I'étude ésdechacun de ces facteurs n’apporte généralement pas
beaucoup de nouvelles connaissances, alors que leur @ugtente peut révéler des choses fort intéressantes
lorsqu’il s’agit de prendre des décisions d’investissetgans une nouvelle usine.

C’est le but du chapitré de développer les outils pour I'étude conjointe d’enskesibe variables aléatoires.
Cependant, a ce stade de la présentation, il nous pdilaitde déja anticiper sur cette étude en mettant en
évidence ce qu’elle a de particulier par rapport a I'etigblée des variables aléatoires, car cela est important
pour motiver une partie des idées introduites dans leepitéshapitre, et en particulier la définition méme de la
notion de variable aléatoire.

Prenons un exemple médical ou nous voulons étudier dithgde certaines habitudes (disons le tabagisme) sur
I'espérance de vie d’'une personne issue d'une certainalgiogn. Dans un premier temps, on peut modéliser
ce probleme en définissant I'ensembleles personnes (la population), et deux variables alestair savoirt’
le nombre total de cigarettes fumées par une personpesen age. Ce qui nous intéresse, est de savoir si le
fait d’avoir fumé beaucoup de cigarettes réduit I'egpee de vie. Si c'est le cas, on doit s'attendre a ce que
les personnes qui ont peu ou pas fumé forment un sous-efesel@@Q dans lequel on trouve une plus grande
proportion de personnes agées que parmiles fumeursr&mamdre a ce genre de questions, il faut donc pouvoir
calculer la probabilité d’evénements (nombre de paresrd’un certain profil) dont la description fait intervenir
des affirmations logiques qui portent & la fois sur les valele la variableX et de la variable), c’est-a-dire
des grandeurs qui ne peuvent pas étre le fruit de I'eétunléasdes deux variables aléatoires. Evidemment, si
nous voulions réellement faire un étude sérieuse swijét,10us serions fort probablement amenés a introduire
d’autres informations intéressantes, c'est-a-direiles variables aléatoires, telles que risque génétigutres
habitudes (alimentaires, stress professionnel, niveactidités physiques, etc. etc.) afin d’examiner difféesn
autres hypothéses. Dans certains cas, certaines vara@b#toires sont des fonctions d’autres variablesdileat
par exemple on pourraitimaginer que le stress a pour coesieg de pousser au tabagisme, et que le stress réduit
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I'espérance de vie; une étude seule du tabagisme pocworaiuire a la conclusion que les habitudes de tabagisme
réduisent I'espérance de vie, alors qu’une étude cotgalu stress et du tabagisme pourrait montrer que c’est en
fait le stress qui réduit I'espérance de vie.

Pour caricaturer I'exemple précédent dans un context@smiramatique et plus directement accessible a
I'expérience, si on étudie le nombre de passants munis panapluie dans les rues de Liege, et le débit de la
Meuse, on pourrait conclure que lorsque les passants sessemhide parapluies alors le débit de la Meuse va fort
probablement monter dans les heures qui suivent. Dans estpeg, le bon sens nous dit néanmoins que si on
demande la veille aux promeneurs de ne pas se munir de p@spin n’évitera pas les inondations du cdté de
Visé s'il pleut beaucoup. Si par contre I'analyse est fadeun ordinateur, que nous supposons privé de bon sens,
il faudrait lui suggérer de prendre aussi en compte dansasonnement le fait qu’il pleut & un moment donné.
En effet, s'il suit ce consell, il pourra soupgonner la beexplication en calculant, qu'a niveau de pluie fixé, le
fait qu'il y a plus ou moins de porteurs de parapluie ne pempastde dire grand chose d'intéressant en ce qui
concerne la dérivée du débit de la Meuse et le risque ddations futures a Visé. En jargon probabiliste, nous
disons que la variable “inondation” esinditionnellement independantede la variable “parapluie” étant donnée
la connaissance de la valeur de la variable “pluie”, bienlgu&riable “parapluie” ne soit pas indépendante de
la variable “inondation” (ni d’ailleurs de la variable “p&i, mais ceci est une autre histoire).

Les questions évoquées ci-dessus se ramenent powertedsa comparer des probabilités associées aux
événements d@ dont la description (c’est-a-dire la spécification) fatervenir les valeurs de plusieurs variables
aléatoires. Par exemple, pour le double lancer de désutrspadlemander quelle est la probabilité d’'observer 8
comme total, sachant que le premier dé tombe sur la méreegiae le second, ou bien sachant que le premier
dé tombe sur une face impaire etc. etc. On peut aussi se demsire fait de révéler la valeur du premier dé
apporte de I'information sur celle du second dé, ou bierek conduit a changer d’avis en ce qui concerne la
valeur la plus probable de la somme des deux faces (par ftegppae situation ou nous sommes en I'absence de
cette information). Répondre a ce genre de questionsté gda la spécification d'un espace de probabilité et de
plusieurs variables aléatoires définies sur cet espappslle faire de Ihférence probabiliste

Comme nous le verrons au chapitredans le domaine de l'inférence probabiliste, les notergrales sont
I'indépendance entre variables &atoires le conditionnementpar rapport aux valeurs de variables aléatoires,
et la notion dindépendance conditionnelle Dans le présent chapitre, nous allons seulement intrequine
premiere fois) la notion d’indépendance entre variabléstoires, car elle est importante pour comprendre les
propriétés de base des notions que nous introduisonsligbude isolée de variables aléatoires. De fait, si
deux variables aléatoires soimdépendantes leur étude isolée successive révéle essentiellemesninémes
connaissances que leur étude simultanée : on peut dolnsenter de leur caractérisatiomépendante

3.2 TYPES DE V.A. ET CARACTERISATION DE LEUR MESURE INDUITE

Dans cette section nous considérons les variables akemuiiscrétes a valeurs quelconques et celles a valeurs
réelles, et nous introduisons leursalgebres naturelles et des fonctions définiestsdensités et fonction de
répartition) qui caractérisent entierement leur meslg probabilité .

3.2.1 Variables aléatoires discrétes a valeurs quelconques

Une variable aléatoirg” est discrete si 'ensemble de ses valeurs possibles= {1, 22, ...} est soit fini soit
dénombrable® Nous prenons comme-algébre naturelle de ce type de variable I'enserafle de toutesles
parties de€) . Nous définissons la densité de probabiliteQurpar

N
px(z) = Px({z}). (3.4)
Tout sous-ensembl& < 2%« gtant dénombrable, on peut donc calculer sa mesure dalgititd par
Px(X) = px(x), (3.5)
rxeX

a partir de la seule connaissance de la densité de pri@bahil. Dans la suite de ce cours nous utiliserons
indifferemment la notatiorPy (P majuscule) epx (p minuscule) pour désigner la “densité” d’'une variable
aléatoire discreté?)
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3.2.2 Variables aléatoires a valeurs réelles

Une v.a.X est dite a valeurs réelles (ou simplement réell€) sic R muni de la tribu boréliennBg.
(Suggestion : lire I'appendicB pour la céfinition de la notion de tribu b&lienne).

Exemple 3. Consommation électrique d’un batiment. Considérons la puissance électrique in-
stantanée (en kW) consommeée par un batiment tel quditih®lontefiore. Cette puissance varie de fagon
relativement aléatoire d'un moment a 'autre, méme gisiduement elle est contrainte par le dimensionnement
de l'installation €électrique et la puissance totafg de tous les équipements installées dans I'immeuble. Sup-
posons que nous disposions d’un enregistrement complettteefuissance au cours de I'année précédente, et
formulons une expérience aléatoire qui consiste a @haishasard un moment (uUn iNStaNE [tmin, tmax] C R,

cet intervalle couvrant toute la période considéréed ebserver la consommation instantanée a cet instant
Cette expérience définit une variable aléatdira valeurs réelles, avéey = [0, pm] C R.

Exemple 4. Fonction caractéristique d’un événement. Soit un espace de probabilit®, &, P) et
soit A € £ un événement. On définit la fonction caractéristiquéetesembleA, notéel 4(-) par

{ 1a(w) =1,Vw € A, (3.6)

1a(w)=0,YVw e A°.

Cette fonction a valeurs réelles est mesurable et d@@mitonséquent une variable aléatoire réelle (et elispr
sur{2. Lac-algebre induite par cette variable suest{Q2 = AU A°, ) = AN A°, A, A°}.

3.2.2.1 Définition de la notion de fonction de répartition
Par définition, la fonction de répartitiafiy d’une v.a. réelleY est la fonction d& dans|0, 1] définie par
Fx(z) = P(X(w) €] — o0, z[). (3.7)
Elle peut donc en principe avoir des discontinuités (deypsi certaines des valeurs sont de probabilité notenul
Elle est monotone croissante, 8t (—oo) = 0 et Fy (+o0) = 1.
Cette fonctiorcaracérisela loi de probabilité induite par la variable aléatoirgpetmet de calculer la proba-
bilité de tout intervalle d&® par
P(a < X(w) < b) = Py(la.b]) = Fx(b) — Fx(a). (3.8)

Elle permet aussi de calculer la probabilité de tout ensembe Bg, en exprimant cet ensemble a partir d’une
collection denombrable de semi-intervalles ouvertsaite(voir appendic®).

Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. La valeur de la fonction de
répartition peut s'interpréter dans cet exemple. Enteffe (x) est égale a la proportion du temps ou la con-
sommation électrique du batiment est inférieure ®n ave < 0: Fy(xz) = 0etVe > pm: Fy(z) = 1.

Remarque. On peut tout aussi bien&dinir la fonction de épartition de fagora ce qu’elle soit continué
droite, on a alors
Fx(z) = P(X(w) €] — 00, z]). (3.9)

C’est la convention qu’on trouveegéralement dans la liirature anglo-saxonne.

3.2.2.2 Variable aléatoire (réelle) discréte et sa fonction de répartition

Une variable aléatoire est discréte si son ensemble @ainsil v est denombrable. Evidemment(iest lui-
méme un ensemble dénombrable, toute variable aléaf®te sera nécessairement aussi discrete.

Lorsque une v.a. réelle est discrete, il n'y a donc qu’'umbee dénombrable de points tkede probabilite
non-nulle. La fonction de répatrtition prend alors I'alindiquée a la figurd.2.
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Fx(x)
—
—
1 2 x3 T4 z

Figure 3.2: Exemple de fonction de répartition d’'une véelle discréte. Les discontinuités correspondent aux
valeurs possibles; de la variable aléatoire (ici au nombre de 4).

Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. Sinous supposons que les appareils
électriques du batiment consomment tous une puissaneeune fois qu'ils sont branchés, alors la variable
consommation totale instantanée sera une variableetiéisdes paliers étant définis par les appareils qui sont
branchés a un moment particulier. Par exemple, si noussavois appareils de puissance respegtive- 100,

p2 = 150 etps = 250 les valeurs possibles poit seraient respectivement @100, 150, 250, 350, 400 et 500.

Exemple 4 (suite). Fonctions caractéristiques. La fonction de répartition d'une v.a. définie par la
fonction caractéristique d’'un événemehest une fonction en escalier, prenant au plus trois valdfiesehtes,
asavoird, 1 — P(A) et1. Nous suggérons de la dessiner, et puis de dessiner ladomniet répartition d’'un autre
événemen indépendant del, et puis de dessiner la fonction de répartition de la végialtatoire qui est la
somme de ces deux fonctions caractéristiques.

3.2.2.3 Variable aléatoire (réelle) continue et sa densité de probabilité

Une variable aléatoire réell® est dite continué® si elle admet une densité, c’est-a-dire s'il existe umefimn
fx(-) définie suiR telle queva < b on a

b
P(X €la,b]) = P(X € [a,b]) = P(X € [a,b]) = P(X €]a,b]) = F(b) — F(a) = / fx(xz)dz.  (3.10)
Dans ce casFx/(-) est dérivable (et donc continue) et adnfigt(-) comme dérivée. La densify(-) est alors

positive et d’intégrale suR égale a 1. La figur8.3 représente graphiquement la fonction de répartitionede c
type de variable aléatoire.

Fx(x)

_//

Figure 3.3: Exemple de fonction de répartition d’'une véelle continue

T

Dans la suite nous utiliserons la notati@n~ Fy(x) (respectivement ~ fx(z)) pour indiquer qu’une v.a.
possede une certaine fonction de répartition (respatint possede une certaine densité).

Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. En pratique, la puissance con-
sommeée par un appareil électrique varie continment :epample celle d’'un moteur (disons d’un ascenseur)
varie en fonction de sa charge, de son accélération; dallee ampoule électrique ou d’une résistance de
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chauffage varie aussi en fonction de la tension du rédeatrigue (et eventuellement de la frequence) qui varien
en pratique d’'un moment a I'autre; enfin la puissance Btpe consommeée par un ordinateur portable connecté
au réseau varie en fonction de la nature des taches quéhesain d’effectuer, et souvent en fonction des con-
ditions d’éclairage de son environnement. Aussi le nondbappareils électriques dans un batiment de la taille
de I'Institut Montefiore est en réalité trés grand (quels dizaines de milliers d’appareils). Compte tenu de ces
remarques, il est souvent plus réaliste et aussi plusgoatiie considérer que la puissance consommée par le
batiment varie continument au cours du temps, et donc deelisedX” sous la forme d'une variable aléatoire
continue.Fx (z) peut alors en principe étre déterminée pour toah vérifiant la proportion du temps ot < z.

Nous verrons plus loin dans ce cours qu’en pratique une bappmximation consiste souvent a supposer que
X est une variable aléatoire Gaussienne, dont la distabytteut-étre caractérisée de fagon trés simple.

3.2.2.4 Cas général de la variable aléatoire réelle : fonction de répartition et densité

Une variable aléatoire réelle peut étre ni discretepmitinue. Une fonction de répartition ne peut cependauit av
au plus qu'un ensemble dénombrable de points de discai&tiriRans le cas général on peut séparer la v.a. réelle
en la somme d’une composante continue et d’une composaateti® . Notons qu’on peut dans le cas général
aussi faire appel a la théorie des distributions poundé&ette fois la densité comme udestributionqui s’écrit
sous la forme d’une combinaison linéaire (convexe) d’'wrefion et d’une série d’'impulsions de Dirac. Cette
situation est schématisée graphiqguement a la figurévoir appendices, pour plus de détails).

Fx(z)

fx (=)

Al

Figure 3.4: Fonction de répartition (graphique du dessutsljstribution de probabilité (graphique du dessous).
La distribution de probabilité est composée d’'une sommealdensité et d'une série d'impulsions de Dirac. Une
impulsion de Dirac est un objet mathématique qui repriedarimite d’une suite de fonctions qui sont d’intégrale

constante et dont le support tend vers un singleton. Cetiemest vue plus en détails dans d’autres cours.

Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. Pour rendre notre modele encore
plus réaliste, il faut tenir compte des interruptions derfisture d’électricité et des pannes internes qui anticke
temps en temps et conduisent a une coupure momentané&dideetitation électrique du batiment, coupure qui
peut avoir une durée variable. En termes de consommatialei@ela se traduit par une proportion du temps,
non nulle, ou la consommation totale est nulle, i.e. parpnodabilité Py (0) strictement supérieure a zéro. La
variable X’ est dans ce cas ni discrete ni continue. Sa densité senpos@® d'une somme de deux termes, le
premier étant une impulsion de Dirac a I'origine de hauteu(0) et et le second étant une densité qui représente
la loi associée aux fonctionnements normaux (d’intégegale & — Py (0)).
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3.2.3 o Variables aléatoires complexes

Tout ce qui vient d’étre dit concernant les variables @i#as réelles peut, a peu de choses pres, étre agpliqu”
aux variables aléatoires a valeurs complexes. D’a#lean peut séparer toute fonction complexe en ses parties
réelle et imaginaire qui sont des fonctions réelles. Usmgable aléatoire complexe est donc de ce point de vue
équivalente a un couple de variables aléatoires ieleus ne faisons pas dans ces notes de traitement paiticuli
des variables aléatoires a valeurs complexes.

Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. On obtient un exemple de variable
aléatoire complexe, si on considére au lieu de la puigsaciive seulement, la variation de la puissance complexe
(dont la composante imaginaire est la puissance réactive)

3.3 FONCTION D’UNE VARIABLE ALEATOIRE

Soit une variable aléatoit®(-) définie sui) et a valeurs darQy, et une certaine fonctiop(-) définie sur et
avaleurs dan§,. Alors, si¢(-) a le statut de variable aléatoire Sy (compatibilité defy et&y), la fonction
composée o X(-) = ¢(X(-)) définit également une v.a. sl Ceci est illustré a la figur8.5. Notons que
I'observation des valeurs de la fonction composée apportgénéral moins d’'information sur la réalisation de
I'expérience dan§) que I'observation des valeurs de la variakle

&P Qx,Ex, Px Qy,E, Py

Figure 3.5: lllustration de la notion de fonction d’une ‘edilie aléatoire

Nous discuterons ci-dessous le cas particulieremeqtié&ét en pratique ou les deux fonctions sont des v.a. a
valeurs réelles.

3.3.1 Fonction de répartition et densité d’une fonction a valeurs réelles d’une v.a. réelle

On suppose que la variable aléatolfesst continue, et nous désignons par sa fonction de répartition et par
fx sa densité. Nous supposons que la foncti@st dérivable et notons péf sa dériveée. Nous allons calculer
la densitéfy et la fonction de répartitioy, de la variable) = ¢(X).

3.3.1.1 Cas ou la fonction ¢ est bijective

Si la fonctiong est bijective elle est soit monotone croissante, soit nmr®técroissante.

Si ¢ est monotone croissante, nous avahs< = < ) < ¢(z). Par conséquent) (y) = Fx (¢~ 1(y)), et

doncfy(y) = %

Si ¢ est monotone décroissante, nous awins = < Y > ¢(z). Par conséquent)y (y) = 1 — Fx (¢~ (y)),

et doncfy(y) — — 1)

Puisque lorsque est monotone croissante onpa > 0, et que lorsque) est monotone décroissante on a
¢’ <0, les deux formules se résument par
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Densite d'une fonction bijective d’une v.a. réelle continue

¢(X) aveco bijective et dérivable= fy(y) = fx(¢” ()

I

Exemples importants. Appliquons I'équation3.11) au cas oY = Fx(z) (¢ = Fx, et¢’ = fx). On
obtient quefy (y) = 1, et on en déduit que la variab}é possede une densité constante sur I'intervalle]; il
s’agit d’une variable uniforme.

Réciproquement, sk’ est une variable de densité uniforme §url], la fonction) = F)jl(X) possede la
fonction de répartitiorf’y, et la densitéfy = I, si celle-ci existe.

La derniere formule est utile en pratique, pour généwmarsdies simulations informatiques des variables
aléatoires de distribution donnée, & partir d’'un gateur de nombres aléatoires uniformes sur I'intenvallé].

3.3.1.2 Cas ou la fonction ¢ est quelconque

Le principe consiste toujours a identifier la valeur de laction de répartitiorfy, (y) en recherchant la condition
sur X’ qui correspond a I'événemedt< y = ¢(z).

Par exemple, ) = X2, onaY <y & —,/y < X < /y, et par conséquent la fonction de répartition)de
est obtenue pafy (y) = Fx (\/y) — Fx(—+/y), et sa densité ensuite pAy(y) = 2—\1@(1‘;{(\/@) — fx(=/Y))-

3.4 INDEPENDANCE DE DEUX VARIABLES ALEATOIRES

Dans cette section nous anticipons sur des notions quitsetadiées en détails au chapitteen définissant la
notion d’'indépendance de deux variables aléatoires. lapitre4 nous étendrons notamment cette notion a la
notion d’indépendancmutuellede plusieurs variables aléatoires et a la notion d’indépaceconditionnelle
entre ensembles de variables aléatoires.

3.4.1 Définition générale

Deux variables aléatoirek¥ et ) définies sur un méme espace de probah(fité€, P) sont indépendantes si et
seulementsiyA’ € Ex, VB’ € £y ona

PX~HA)NYTH(B) = P(X~H(A)P(Y~H(B). (3.12)

Nous dirons que la loi induite par la v.&(-) = (X(-), Y(-)) sur I'espace produiy x 2 est factorisable
en un produit des lois marginales dé et de)) si et seulement si les variabléset)’ sont indépendantes. On a
en effet dans ce cas

VA € g_;(,VB/ (S 53} : PX,y((.I',y) c A x B/) = Px(l' c A/)Py(y S B/) (313)

Nous notons pa’ 1 ) le fait que les variable&” et sont indépendantes.

Exemple 2 (suite): double pile ou face (voir page 3.5). Dansle casoulesrésultd®, PF, FP, FF
sont équiprobables, on peut se convaincre que les vasidhlets,, Z sont deux a deux indépendantes. On a en
effet (vérifier cela explicitement) qu&, | Xy, X | Z,etXy 1 Z.

3.4.2 Cas de variables aléatoires réelles

Dans le cas ou les variables aléatoires sont réelles cettdition se traduit par

Fry(z,y) & P(X(w) < 2 A V(W) < y) = P(X(w) < 2)PYV(w) < y) = Fx(2)Fy(y), (3.14)
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ou Fx(-) et Fy(-) sont les fonctions de répartition respectivemenfitiet ). Si de plusX et) admettent les
densitesfx () et fy(-), alors il en est de méme pour le couple, dont la densitd@stle produit de ces densités :

82
frato) & FEEY @) py),

Notons que nous pouvons étendre ces notions et proppaténduction au cas d’'un nombre fini quelconque
de v.a. On parle alors de vecteurs aléatoires et le cagplétiintéressant est celui ou celui-ci appartieiit’a
Ces idées seront explorées plus en détails dans lestidsgiivants.

3.4.3 Indépendance de fonctions de variables aléatoires indépendantes

Si les variablest et ) sont indépendantes, alors quelles que soient les forsctignet ¢, mesurables par
rapport afx et&y, les variables aléatoiresy o X' et ¢y o Y sont aussi indépendantes. C'est assez immédiat
de s’en convaincre : en effet, soient deux ensemHléset B” choisis respectivement dads, et&y, : a
partir de ces ensembles les fonctigns et ¢y, induisent des événements$ et B’ de &y ety respectivement,

et via ceux-ci des événementset B de £ par le biais des variable¥ et ): ces ensembles sont tels que
P(AnN B) = P(A)P(B), vue I'indépendance des variabl&set ).

3.5 ESPERANCE MATHEMATIQUE D’UNE V.A. REELLE

La notion d’espérance mathématique est une notion derdracalcul de probabilités. Pour cette raison, nous
prenons un soin particulier pour I'introduire de facongnessive et rigoureuse. Nous commencons par une série
de premeres @finitionsqui s’appliquent dans des situations particulieres, poigs en donnons la définition
tout a fait générale et rigoureuse d’un point de vue mftique qui en induit toutes les propriétés qui seront
présentées plus loin dans le chapitre présent et lessievants.

3.5.1 Premiéres définitions de la notion d’espérance mathématique

3.5.1.1 Cas ou ( est fini

Espéerance mattematique d’'une v.a. eelle cfinie sur un espacd, &, P) fini

Pour une variable aléatoire réelle définie sur un esgpafiei, on définit son espérance mathématiquefjon
dit aussi sa moyenne) par

E{X}=px 2 Y X(w)Pw) = Y anPr(ar), (3.15)

we rREX

ou la seconde somme porte sur I'ensemble des valeurs fessdibla variable aléatoire.

Etant donné le caractéere fini 6 cette grandeur est toujours finie.

Exemple et interprétation. Prenons I'exemple du double lancer de dés. Supposons guieiex dés
soient équilibrés et indépendants et définissons unabla aléatoire qui lors d’'un double lancer vaut la somme
des deux faces supérieures. L'expérience corresponcedpacé? avec36 = 6 x 6 éléements possibles, chacun
de probabilitél /36. L'espérance de cette variable aléatoire, selon la ifiefinci-dessus vaut.

Si nous répétons un trés grand nombre de fois cette ixmerdisonsV > 1000 fois, nous pensons intuitive-
ment que chacun d&s§ résultats possibles devrait se produire a peu i fois; si cela est vrai, alors la valeur
moyenne de la variable aléatoire sur ¢éséalisations devrait étre proche @eVu sous cet angle, I'espérance
mathématique d’'une variable aléatoire représente doawaleur théorique moyenne qui serait observée dans ce
genre d’expérience répétée.

Nous reviendrons a la fin de ce chapitre sur cette inteapogtintuitive de la notion d’espérance, lorsque nous
parlerons des notions de convergence de suites de var@bisires. Pour le moment, nous allons poursuivre
notre étude des propriétés de cette notion du point denateématique.
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3.56.1.2 Cas ou () est infini et que la variable aléatoire est discréete

Lorsquef? est infini mais que la variable aléatoire ne prend quand edguriun nombre fini de valeurs différentes,

disonsX (w) € {x1, x2,...,z,}, SON espérance est définie par
B{X} = px =Y wxPu(an), (3.16)
k=1

qui est équivalent au membre de droite de I'equat®hd). Notons que cette valeur est indépendante de I'ordre
choisi pour énumeérer les,, puisqu’ils sont en nombre fini.

L'extension de cette formule au cas ou la variable aleatpiend un nombre infini dénombrable de valeurs
differentes donne la définition candidate suivante

E{X} = px = Zxkpx(ﬂfk)- (3.17)
k=1
Cette définition n’a d'utilité pratique que si cette s&e comporte de laméme maniere quel que soit I'ordreichois

pour énumérer les valeurs,. Par conséquent, pour qu’'une variable aléatoire disgréssede une espérance
mathématique finie, il faut imposer que la série

> P ()] = Y |ok| Pa(ax) (3.18)
k=1 k=1

converge. Dans ce cas la limite X9 est finie et est indépendante de I'ordre choisi pour sommer
On en tire la définition suivante de I'espérance d’'unealsg aléatoire discrete quelconque.

Espérance mattematique d’'une v.a. ©€elle discete quelconque

Pour une variable aléatoire discrete quelconque, omitlshn espérance mathématique (on dit aus@ sa
moyenne) par

E{X} =px 2 > Pr (k). (3.19)
k=1

lorsque cette série converge absolument.

Il existe évidemment de nombreux exemples de variab&st@ifes discretes dont I'espérance n’existe pas. |l
existe aussi des cas ou la séfel@ tend vers I'infini, indépendamment de I'ordre des terndesis ce cas on dit
que I'espérance est infinie. C’est par exemple le cas lertmus les termes sont de méme signe et que la série ne
converge pas absolument.

3.5.1.3 Cas ou la variable aléatoire est continue

Remarquons tout d’abord que pour qu’une variable aléafmiisse étre continue, il est nécessaire que I'espace
Q soit infini non-dénombrable.

Espérance mattematique d’'une v.a. eelle continue

Pour une variable aléatoire a valeurs réelles contimu@édinit son espérance par

B{X} = jx = /R 2fr (@) da, (3.20)

lorsque cette intégrale converge absolument.

Il faut souligner, méme si c’est évident, que cette inddgn’est pas toujours définie. Il existe en effet des
variables aléatoires continues dont I'espérance madltigue calculée par cette formule n’est pas finie.

Par exemple, une variable aléatoireG@kuchy(voir plus loin), dont la densité est donnée par

faela) = ——

W, (3.21)
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n'admet pas d’espérance selon la form@e().

Cependant, toute fonction continue et a support comgant étégrable, toute variable aléatoire réelle con-
tinue et bornée admet une espérance mathématique. d@estle cas aussi pour la variable aléatoire de notre
Exemple 3, et aussi en principe pour toute quantité phgsigion peut supposer étre bornée.

3.5.1.4 Cas général

Dans le cas général on peut combiner les deux formulessstds en exploitant le fait que la fonction de répartition
peut se decomposer en une partie discrete et une partiewen

L'écriture générale, qu’on rencontre dans de nombreawxages de référence, est la suivante

B{x} = g; X (w) dP(w), (3.22)

ou ledP indique que I'intégrale est prise par rapport a la megudéfinie sur 'espace de dépétt ce qui
est équivalent a

E{X}:Axdpx(z), (3.23)

ou le dPy indique que I'espérance est calculée par rapport a ladoprobabilité induite sur I'espa
d’arrivée.

La section suivante explique ces notations et précisedieditions générales d’existence de I'espérance.

3.5.2 e Définition mathématique rigoureuse de la notion d’espérance mathématique

Nous considérons un espace de probabilité quelcofigu®, P) et nous allons donner la définition mathématique
de la notion générale d’espérance mathématique d'anahble aléatoire réelle quelconque définie sur cet@spa
Cette définition suit une démarche en trois étapes, airaih celle de la définition de la notion d’intégrale ansse
de Lebesgue vue au cours d’analyse, lorsqu’on remplacditznrae longueur (ou en général de volume) d’un in-
tervalle par la probabilité d’'un événement. La démaridurnit les conditions d’existence, explique les notatio
utilisées dans les formule8.¢23.23, et révele les propriétés fondamentales de I'espiranathématique.

3.56.2.1 Variable aléatoire non-négative simple

Une v.a. non-négative simple est une fonction défini€squi peut s’écrire sous la forme
Yw) = yrla,(w), (3.24)
k=1

ou lesy;, € [0,00[ sont des nombres réels non-négatifs, ot les ensemblesont des événements, et ou les
fonctions1y4, (w) sont les fonctions caractéristiques des événeméptécette fonction vaut siw € Ay, 0
sinon). On peut vérifier que ce type de fonction est néaesaant(€, Br)-mesurable, puisquéy, € &, Vk.

Pour un espace mesuraljie, £) donné, nous désignons pa§," I'ensemble des variables aléatoires réelles
simples qu’on peut y définir.

L'espérance mathématique d’une variable aléatoiremEgative simple est définie par

E{V}E Y yP(Ar). (3.25)

k=1

NB: L'écriture (3.24) n’est pas unique pour une v.a. simple, mais on peut montrerlg valeur 8.25 est
indépendante de la facon d’exprim@r sous la forme §.24). Cette @finition estévidemment conformé la

définition 3.19 lorsquef? est fini, et aussi dans le cag € n’est pas fini mais que la variable&atoire ne prend
gu’un nombre fini de valeurs diffentes.



VARIABLES ALEATOIRES  3.15
3.56.2.2 Variable aléatoire non-négative quelconque

Une variable aléatoir&” est non-négative siw € 2 : X'(w) € [0, oo]; nous tolérons donc que la variable prenne
éventuellement la valeuo en certains points de.

Pour deux v.aX’ et) nous écrivony) < X, siY(w) < X(w),Vw € Q.

L'espérance mathématique d'une variable aléatoiremgative quelconque est alors définie par

Blx} 2 s.l X(w)dP(w) £ sup{E{Y} : Y € L,V < X} < 0. (3.26)

La borne supérieure qui définit 'espérance peut étie fim bien infinie. Dans le cas di{ X'} < oo on dit que
X estP-intégrable(nous dirons simplement qu’elle @stégrabledans ce qui suit).

Une variable aléatoire peut-etre intégrable méme Isi wdut oo par endroits, et aussi elle peut-étre non-
intégrable méme si elle est finie partout Sur

Notons que la définition3(26 appliquée a une v.a. non-négative simple est équitale 8.25.

Conséquences importantes.
B siX >0alors[E{X} =0] & [P(X =0) =1], et[E{X} < 0] = [P(X = 0) = 0].

m |la somme de deux variables aléatoires non-négativegriables est évidemment encore une variable aléatoire
non-négative intégrable.

m siX > Y > 0etqueX estintégrable, alor¥ I'est aussi.

3.56.2.3 Variable aléatoire réelle quelconque
Nous décomposon¥ en sa partie positiv&’ ™ et sa partie négativ& —, avec

X (w) :{ S((w) 2: iggig et~ = (—X)*. (3.27)

On a bien slr qu&’ = X+ — X~, et les deux variable® ™ et ¥~ sont non-négatives. Nous disons qtieest
P-intégrable siE{X*} et F{X~} sont finies.

LorsqueX est integrable son espérance mathématique est dééinie p

E{X} £ B{x*} - B{x},

et est finie.

Notons que cette définition est évidemment équivalar{®26 lorsque la variable aléatoire est non-négative.

Conséquences importantes.

= X est intégrable si, et seulement|&| = X+ + X~ est intégrable. On désigne pa}, 'ensemble des
variables aléatoires réelles intégrables pouvaetdtfinies suf).

w [E{X} = [E{XT} - B{X T} < [E{XT} 4 [E{X™}| = E{|X[} (etdoncE{ X'} < E{|X][})

= SiX et) sontintégrables, alo8 = aX' + 8Y estintégrableya, 8 € Retonal{Z} = aE{X}+SE{)}.

LensembleL}, est donc un espace vectoriel linéaire et I'opérateup#eance{-} est un ogerateur linéaire
défini sur cet espace.

m SiP(X #))=0alorsE{X} = E{)}.

= Si Y peut s’écrire comme une fonctiehde X, alorsE{Y} = [, ¢(x) dPx(z). C'est le theoreme de la
mesure image qui justifie I'écritur& (23 dans le cas particulier of(z) = z.
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3.5.2.4 Conditionnement et premiere version du théoreme de I'espérance totale

Soit B € &, un événement de probabilil(B) > 0 et X’ une v.a. intégrable. Nous désignons I'espérance
conditionnelle det sachant que I'éevenement est réalisé paf/{ X|B}. Il s’agit de I'espérance conditionnelle
de X définie selon le schéma qui précéde ou on remplace [&(19i par la loi conditionnelle®(-| B).

. . .. . A p N .
On peut se convaincre que&iest intégrable alors la variab® = X1, égale aX sur B et nulle ailleurs,
est aussi intégrable (on a en effgf < |X'|). On montre alors que

B{X1p)

B{X|BY = =5

Suggestion : faire le raisonnement pour le cas0 est une v.a. nonégative simple.
Si aussiP(B¢) > 0, alors
E{X} = P(B)E{X|B} + P(B°)E{X|B‘},

puisqueX = (15 + 1p.)X.

Cette derniére égalité constitue en réalité une peegnrersion d’un résultat fondamental du calcul de proba-
bilités, a savoir lehéoreme de I'es@rance totale sur la formulation générale duquel nous reviendrons plu
détails au chapitré.

3.5.3 Inégalité de Markov

Cette inégalité est fondamentale. Elle s’énonce comuite s

Inégalite de Markov

Si X est une variable aléatoire positive (ou nulle) et d’eapéep.y finie (et donc aussi positive), alofis
Ye>0ona

PX > cux) < (3.29)

1
o

Cette inégalité (que nous ne demontrerons pas) nougliedju’une variable aléatoire positive ne peut déves tr°
au dessus de son espérance que tres rarement.

Exemple. Sila durée de vie moyenne d’une batterie de voiture est thes 3adors au moins 50% des batteries
de voiture auront cessé de fonctionner aprés 6 ans, et aus Mm% auront cessé de fonctionner aprés 12 ans.

Nota Bene. Si la variable aléatoire est négative ou nulle, on obtiemé borne similaire en appliquant
l'inégalité de Markov &Y = —X’. Si la variable est ni négative ni positive, mais bornégésieurement ou
inférieurement, des variantes peuvent étre obtenueg@iguant I'inégalité de Markov a des variables al@ats
“translatées” de facon adéquate.

3.56.4 Espérance mathématique d’une fonction d’une variable aléatoire

L'espérance d’'une fonctiop(-) a valeurs réelles d’une variable aléatoire discAé{pas nécessairement a valeurs
réelles) est obtenue par

Espérance d’'un fonctiona valeurs réelles d’'une variable agatoire discrete

E{p(X)} =D ¢(ar)P(X =ax) = > ¢(wx) P (), (3.30)
k=1

pour autant que la série converge.
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Similairement, dans le cas ou la variaBfeest réelle et continue on a

Espérance d’'un fonctiona valeurs réelles d’'une variable akatoire réelle continue

E{o(X)} = /R o) f () da, (3.31)

pour autant que cette intégrale soit définie.

Ces deux formules sont trés utiles en pratique, puisgsglermettent le calcul de I'espérance d’une fonction
d’une variable aléatoire sans devoir recourir au calcuédei de probabilité de cette fonction.

Cas particuliers importants :

Fonction constantes(x) = a) : E{¢} = a.

Produit par une constanté() = ax) : E{¢} = aE{X}.

Somme avec une constangg{) = z + a) : E{¢} = E{X} + a.
Fonction additive¢(z) = Y"1, ¢i(z)) : E{¢} =Y i, E{¢:}.

A w0 dp R

Ces propriétés résultent de la linéarité de I'opgwad’intégration: I'intégrale d’'une combinaison linaide
fonctions est la combinaison linéaire des intégralesi(@utant que toutes les intégrales soient bien définies).
Elles seront illustrées lors des séances de rép&igbdans le cadre des travaux pratiques.

3.56.4.1 o Fonctions convexes, concaves et inégalité de Jensen

Définition de la notion de convexité.

m Ensemble convexeOn dit qu’'un sous-ensembie deRR"™ est convexe, si et seulement si
[,y € Cl= A x+ (1 — Ny e C,VA €]0,1]. (3.32)
Les sous-ensembles convexesidsont les intervalles, semi-intervales, bornés ou noR, lei-méme.

m Fonction convexe. Une fonctionf définie sur un sous-ensemble convéxele R™ est dite convexe, si et
seulement si

[,y € C]l = fAz+ (1= Ny) < Af(z)+ (1= N)f(y),VA €]0,1]. (3.33)

Si l'inégalité est stricte/z,y € C,VA €]0, 1[, on dit que la fonction est strictement convexe. Lorsque la
fonction est définie sur un ensemble convexeRdet qu’elle est deux fois dérivable, elle est convexe si et
seulement sa dérivée seconde est non-négative, ¢é¢signt convexe si et seulement si sa dérivée seconde est
strictement positive sauf peut-éte en un nombre fini detpain elle peut &tre nulle.

m Fonction concave Une fonctionf est dite concave (respectivement strictement concavé) siet seulement
si la fonctiong(x) = — f(x) est convexe (respectivement strictement convexe).

Exemples de fonctions convexes.

m Lafonctionf(x) = 22 est strictement convexe sur tout sous-ensemble conveke de

= Pourtoute valeur non-nulle € R, la fonctiong(z) = exp(Az) est strictement convexe sur tout sous-ensemble
convexe deR.

= La fonctionh(z) = 1 est strictement convexe sur tout ensemble convexe de pésitfs et strictement
concave sur tout ensemble convexe de réels négatifs.
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m Lafonctionlog x est strictement concave sur tout ensemble convexe depéstifs.

m La fonction|z| est convexe sUR mais pas strictement convexe.

Inégalité de Jensen.

Cette inégalité relie 'espérance d'une fonction cowva la valeur de cette fonction appliquée a I'espérance

Inégalite de Jensen

Si ¢(-) est une fonction convexe sur un sous-enserghie R, et siX’ est une v.a. réelle a valeurs dapi
alors

E{o(X)} = o(E{X}), (3.34)

et si la fonction est strictement convexe, alors I'égailitpliqueX’ = cnste, sauf éventuellement sur
ensemble de probabilité nulle (nous disons qu’elle estqure stirement (p.s.) constante).

L'inégalité de Jensen est trés utile en pratique. Elleres par exemple de déduire que

E{X?} > (E{Xx})? légalité n'étant vérifiee que st est p.s. constante
que
E{X?} = E{|X|*} > (E{|X|})?, I'egalite nétant vérifiee que st est p.s. constante
etque
E{|X|} > |E{X}|, I'égalité n’étant vérifiee que st est p.s. de signe constant

3.5.5 Espérance mathématique d’une fonction de deux ou plusieurs variables aléatoires

Soit (Q2, &, P) un espace de probabilité, et soietitet ) deux variables aléatoires quelconques définies sur cet
espace (avec leur-algebre supposée telles que ces fonctions sont (giefiv) et (€, £y) mesurables). Une
fonction (X', V) & valeurs réelles mesurable par rapport a-llgebre produi€y y = Ex ® &y définit alors

une variable aléatoire réelle s{f2, £, P).

3.5.56.1 Cas général

Espérance matlematique d’une fonction de deux v.a. discetes

Si les deux variabled” et} sont discrétes, le couplg = (X, )) est encore une variable aléatoire discfete
et 'espérance de la variabfese déduit donc de ce qui précede, et est donnée par laiferm

E{s(X,V)} = é(xi,y;) Pr (i, ;) (3.35)

i=1 j=1

pour autant que la série converge absolument, €204 (z;,y;) désigneP(X = z; A Y = y;).

Notons que sf2» ety sont denombrables, il en est de méme de leur produitgan® .y x 2y, et donc le
coupleZ = (X,)) est une variable aléatoire discrete dans ces conditions.

Espérance mattematique d’une fonction de deux v.a. conjointement contines

Si les deux variables sont continues et possédent unetéeosijointe (voir chapitrd), 'espérance de |
variableg est donnée par la formule

E{o(X,V)} = /R /R oz, ) fry(@,y) dedy, (3.36)

pour autant que I'intégrale double converge.




VARIABLES ALEATOIRES 3.19

Notons que si la fonctios ne dépend en réalité que de I'une des deux variablegaiés (disons qu’elle peut
s’écrire sous la formé(X)), alors ces deux formules donnent respectivement (vojitriest)

E{¢(X y } = ZZ¢ .I'l PX R ml,a:] Z(b 5131 ZPX7)}(I’¢,$J‘) = Z(b(mz)PX(mz)

i=1 j=1

Bl = [ [o@estenasas= [ o) ([ festenar) a= [ oaioa

c’est-a-dire les formules déja présentées plus haut.

et

Par ailleurs, si la fonction est une somme de deux (ou plusieurs) fonctions, son esEeest la somme
des espérances de ces fonctions (pour autant que lesiespgien question soient finies), toujours a cause de la
linéarité de I'opérateur d’intégration/sommation:

(Y 6. D)} = 0 B{oi(x. D)}

Enfin, ces idées peuvent étre généralisées, en amasidin nombre fini quelconque de variables aléatoires
X; etun nombre quelconque fini de fonctiafisde ces variables aléatoires, de la maniere suivante:

E{Z (X1, ..., X)) = ZE{¢1'(X17 s Xm) b

On en déduit le théoréeme extrémement important suifxenit section3.5.2) :

Lin earité de I'esgerance mathematique

E{Z Ny} = Z N E{ X},

qui exprime le fait que I'espérance mathématique d’unelzioaison linéaire de variables aléatoires d’esp&anc
finie est la combinaison linéaire correspondante desaspés mathématiques de ces varialdasg hypotrese
d’ind épendance entre les variables ahtoires en questioh Ce théoreme reste vrai méme si certaines des
variables aléatoires sont ni continues ni discretest patant qu’elles soient toutes d’espérance finie.

3.5.56.2 Espérance mathématique d’un produit de deux variables aléatoires

Définissant une fonction, produitde deux v.a (X', Y) = X)), son espérance est définie de maniere générique
par (Suggestion écrire cette formule lorsque les variabl&s ) sont conjointement continues, ou bien détes)

LY} = [ aydPuy(a)

LorsqueX et} sont indépendantes, la mesdi@yy (x, y) se factorise et I'intégrale double peut se décomposer
en produit des deux intégrales simples :

By} |

R

mdPX(aj)/RydPy(y) = E{X}E{)}.

La réciproque n’est pas vraie.
Les travaux pratiques et séances de répétition illimtitecette derniere formule.
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3.6 VARIANCE, ECART-TYPE, COVARIANCE

3.6.1 Définition

Lorsque I'espérancey = E{X'} est finie, lavariance de la variable aléatoir®& est définie par

V{X} =0k = B{(X — px)*}, (3.40)

lorsque cette grandeur est finie.

L écart-type, désigné pas v, est la racine carrée positive de la variahteY'}.
Notons que sE{X?} est finie, alors 'espérandé{ X'} I'est aussi et aussi la varian®g X'} .

On définit lacovariancede deux variables aléatoires réellaset ), par

CoV{X; V} £ E{(X — E{X})(Y — E{V})} = BE{XV} — B{X}E{Y}.

Nous reviendrons au chapitdesur les conditions d’existence et les relations entre casdgurs.

3.6.2 Propriétés de base

On a @ étant un nombre réel constant)
E{(X —a)’} = V{X} + (E{X} - a)?, (3.42)

et par conséquent, la variance est la valeur minimal& gt — a)?}, eta = E{X} minimise E{(X — a)?}.
Cette propriété est exploitée trés largement en §taiss, dans le domaine de I'estimation au sens des moindres
carrés. Elle est démontrée a la sectiod.4.1

On en déduit, en prenaat= 0 que
V{X} = B{X?} — (E{x})% (3.43)
Par ailleurs, on a
m V{X+a} =V{X}.
n Vi{iaX} =a?V{X}.

m V{X 4+ Y =V{X}+V{Y}+2c0ovX;V}.
Siles v.a. sontindépendantes, oR &X'y} = E{X} E{Y} et donc coyX’; Y} = 0. Dans ce cas

VX + Y} = V{x} + V{Y}

La réciproque n’est pas vraig’)

Ces notions seront illustrées et étudiées dans le cadreggétitions et travaux pratiques.

3.6.3 Inégalité de Bienaymé-Tchebyshev

L'espérance et la variance sont reliéeslpagégalitt de Bienayi@Tchebyshev

Inégalité de Bienaynge-Tchebyshev

Si X est une variable aléatoire d’espérapgeet d’'écart-typery, on ave > 0:

P(|X — px| > cox) < —. (3.44)
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On déduit de cette inégalité quessi = 0 la v.a. est presque slrement égale a son espéranagest-a-dire
presque srement constante. La variance mesure donceboamactere aléatoire d’'une v.a. du point de vue de
ses écarts possibles par rapport a son espérance.

Notons que cette inégalité est une conséquence directénégalité de Markov appliquée a la variable
aléatoire positive) = (X — ux)? dont I'espérance vaut’ et est donc finie lorsque la variance dd’est.

L'inégalité de Markov est cependant plus généralesquiielle s’applique a toute variable aléatoire positive
d’espérance finie, et qu'il existe des variables aléaggositives d’espérance finie mais dont la variance nasst p
finie. (Suggestion : trouver un exemple de variableadbire positive, d’eggrance finie et de variance infinie.)

3.7 AUTRES MOMENTS

On définit, s'ils existent, les momertentesd’ordrek par
e = E{(X — px)*}. (3.45)

On a évidemment; = 0 etus = o%. Sila distribution de la variable est symétrique par rappsa moyenne
on ausk+1 = 0, Vk.

Le momentnon-centé d’ordre k est quant a lui simplement défini pEf{X’“}. La moyenne est donc le
moment non-centré d’ordre 1.

Les moments caractérisent ensemble (sauf exceptionleal@)de probabilité de la variable aléatoire (cf la
discussion sur les fonctions caractéristiques et génées dans les sections qui suivent).

3.8 LOIS DE PROBABILITE D'USAGE COURANT

Dans cette section nous décrivons quelques lois de pritbahisuellement rencontrées et nous énongons, sans
les demontrer, leurs propriétés principales. Pour griglétails nous renvoyons le lecteur intéressé a lager
de référence Hap9q.

3.8.1 Lois de variables discrétes

3.8.1.1 Loi uniforme

Il s’agit de la loi d’une variable aléatoir® définie suf 1,2, ..., n} ettelle que chacune de sesaleurs possibles
i € {1,2,...,n} soit de probabilité? (X (w) = i) = L.
On adonc )
Py(i)==,Vie {1,2,...,n}, Px(i) = 0,Vi € {1,2,...,n},
n

"1 n+1
E{X}:Zzg: 5
=1

et

" n+1\*1 n2-1
X} = | - = .
VAX) ;(Z 2 > n 12

3.8.1.2 Loi de Bernoulli
C’est une loi d’'une v.aX ne pouvant prendre que deux valeurs possibles 1 ou 0, avpmleabilitésp et1 — p.
En d’autres termesy’ est la fonction indicatrice d'un événemetide probabiliteP(A) = p.
Ona
E{X}=1xp+0x(1—p)=p

et
V{X}=(1-p)’p+ (0—p)*(1L—p)=p(l—p).
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Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. Supposons qu’un appareil (disons
une lampe) ait une probabilife= 10! d’étre branché a un moment particulier, et consommera@®ent une
puissance fixe (disons d®0W). La consommation de cet appareil peut alors étre mdsefpgr une variablé’
qui est le produit de la constante 100 et d’une variable ded@éli. On a donc quéZ{X'} = 100p = 10W, et
queV{Xx} = 100%p(1 — p) = 900. Doncox = 30W.

3.8.1.3 Loi binomiale

Supposons qu’on répete fois une expérience de Bernoulli, et qu’on compte le nondeeois surn que
'événementA est réalisé. Désignons paf la variable aléatoire qui désigne le compt&. est la somme de
n v.a. indépendantes et identiquement distribuées.i.i.d

La loi de cette v.a. est par définition la loi binomi#én, p). Les valeurs possibles dé sont{0,1,...,n}
OnaE{X} = np, etV{X} = np(1 — p). D’autre part, on a

P(X =k) = ChpF(1—p)"P.

En effet, une réalisation particuliere d’untirage . . . , z,, qui satisfaity_, #; = k est de probabilitp* (1—p)"~*,
etily a au total autant de réalisations différentes. . . , z,, qui satisfon) . «; = k, qu'ily a de fagons de choisir
un sous-ensemble de tailtedans un ensemble de tailte(c’est-a-direC*, voir appendice\.2).

On a la propriété importante (et évidente) suivante esokX’ ~ B(n1,p) ety ~ B(ns,p) indépendantes,
alors
Z=X+Y ~B(n+na,p).

En effet, faire deux expériences successives indépeéesianec respectivement et ny, essais et compter la
somme des succes, revient manifestement a compter lereatalsucces dans une seule expérienceayve,
essais. La loi binomiale permet la modélisation des tsameecessifs avec remise.

Si au lieu de compter le nombre total de succes, on coresldgroportion de succes = % on déduit que

E{Z} =petV{Z} = @. On constate que la variance de cette variable tend verda@é&que le nombre
d’essais tend vers l'infini. Linégalité de BienayméhEbyshev permet donc d’affirmer que la proportile
succes tend (en un certain sens, voir plus loin) vers lagiitite de succesg lorsquen est suffisamment grand.

Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. Supposons qu'il y a lampes
(disonsn = 100) chacune ayant une probabiljfe= 10~! d’étre branchée a un moment particulier, et consomme
a ce moment une puissance fixe (disonsl@@l’). Si nous supposons que les 100 lampes sont allumées par
des personnes agissant de maniere indépendante, leedmtampes branchées a tout moment est une variable
binomialeB(n, p). La consommation totale de ces lampes peut donc étre rméd@ar une variabl& qui est le
produit de la constante 100 et d'une variable de Bernd@(l, p). On a donc quéZ{X'} = 100np = 1000W,

et queV{X} = 100%np(1 — p) = 90000W2. Doncox = 300W. On constate que la distribution se concentre
autour de la moyenne.

3.8.1.4 Loi de Poisson

La loi de PoissorP(\) est la loi d’'une v.a. entiére positive ou nulle qui satis#ai

Pa() = exp(-X)

Onaf”E{X} =\ etV{Xx} = A\. On montre que sk,, ~ B(n, p) est une suite de v.a. binomiales telle que

lim np = A,

n—r oo

alorsX,, converge en loi (voir ci-dessous) véP$)\).
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Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. Dans notre exemple ci-dessus on
anp = 10,p = 10"1, n = 100. On demande de comparer la Bin, p) avec la loiP,,,, avec MatLab.

Applications de la loi de Poisson. Laloi de Poisson est utilisee dans des nombreuses applisaéch-
nigues pour modeéliser le nombre d’événements d'un icetype survenant pendant une période de temps fixée
(par exemple, nombre de pannes par an, nombre d’arrivessuhe file d’attente, nombre de pieces défectueuses
dans un lot de production etc.). Nous verrons plus loin qtite ¢& est tres liée aux processus de Poisson.

3.8.2 Lois de variables continues
3.8.2.1 Loi uniforme
La loi uniforme sur{0, a], notéelf|y ) est définie par la densité uniforng, . (z) = < sur0, ], et 0 ailleurs.

OnabB{X} =% etV{x} =%

12
La somme de deux v.a. uniformes indépendantes est un@logtdaire (cf Figures.6).

A AY
a

Q=

N

r+y<z

0 a 2a

Figure 3.6: A gauche : densité de probabilité de la loi ammfe (en bleu) et de la loi triangulaire de la somme
de deux variables uniformes indépendantes (en rouge).oikedr représentation géométrique de la probabilité
P(z +y < z) avecX, Y uniformes suif0, a] et indépendantes

Le graphique de droite de la Figusesillustre géométriquement la probabilité que la sommdelex variables
aléatoires uniformes s, a] soit inférieure a une certaine valeuril s’agit de I'aire hachurée, multipliée par la
densité produifx fy = a—12 On a par conséquent,8i= X + ), que

2
Fz(z)=PX+)Y <z = 2%2’ lorsquez € [0, a] et

(2a — 2)?

Fz(z)zl— 2(12

, lorsquez € [a, 2a].
On en déduit que la densifg (z) = F%(z) vaut
fz(z) = %, lorsquez € [0, a] et

fz(z) = %, lorsquez € [a, 2a].

Exemple 4. Intérét d’un réseau électrique reliant deux villes. Nous considérons une version
trés simplifiée du probléeme mentionné a la Sectigh 1.1 Deux villes doivent &étre alimentées en électricité,
grace a un systeme électrique composé de deux cenélaetriques, respectivement situées dans chacune des
deux villes. Les demandes instantanées en puissandeidiecdes deux villes sont des variables aléatoires
X1 et Xy, que nous supposons uniformément réparties sur l'iatler{, P,,.«] et indépendantes. Chaque ville
dispose d’une centrale électrique de puissdn@®,,.., qui peut ajuster sa production a la demande locale pour
en couvrir au moins 90% dans le pire cas. Nous considéraisodi le scénario ou les deux villes vivent en
autarcie, chacune utilisant sa centrale pour fournir saatel®; ensuite nous considérons une situation ou les
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deux villes se mutualisent pour construire une ligne ékpet de capacitd.1P,,.x, afin de partager la capacité
des deux centrales pour couvrir la demande des deux villasdethande de calculer, dans les deux scénarios,
la probabilitépyef que la demande d’au moins une des deux villes ne soit pasrdiesaeun moment donné
(probabilité de défaillance), et I'espérance mathigo@ de la quantité totale de puissance non-dessgtvie

Nous esquissons ci-dessous la solution (en invitant leleét vérifier les raisonnements et les calculs de fagon
aussi scrupuleuse que possible) :

m Fonctionnement en autarcie.

— Raisonnons d’abord pour la premiére ville :

x  La probabilit’epdef1 que la demande cette ville ne soit pas completement désseivt bien entendu
P(X1 > 0.9Pmax) = 1 — Fx, (0.9Pnax); puisquet’ ~ U[0, Prnax] 0N apgef, = 0.1;

x  désignons pay; = max(0, X; — 0.9Pn.x) la variable qui mesure la quantité de charge ne pouvant
etre desservigy; n'est ni discréte ni continue, car elle prend une valeuleraec une probabilité de
1 — pgef, = 0.9 etavec une probabilité de 0.1 est distribuée de fagoiorme surf0, 0.1 Py,.x]-
On calcule quéZ{Y;} = 0.9 % 0.0 + 0.1 * 0.05 Ppax = 0.005 Pyax.

— De méme, pour la seconde ville omges, = 0.1, et E{Y>} = 0.005 Pnax-

— Laprobabilité d'une défaillance dans au moins une des d#les vaut dongges= 0.1+0.1—(0.1)% =
0.19, puisque les demandes dans les deux villes varient de man@épendante (et que donc les deux
types de défaillances sont des événements indépes)dant

— La quantité totaléy de la demande des deux villes non desservie ¥ady + ). Son espérance vaut
doncE{Y} = E{)1} + E{)a} = 0.01 Pyax.

m Fonctionnement mutualis.

— Notons que la capacité.1P,,., de la ligne est juste suffisante pour acheminer la puissancere
disponible dans I'une ou l'autre des villes et qui pourgdie nécessaire pour suppléer la capacité de
production locale de l'autre.

— Nous considérons donc la capacité totale de productierddax villes (qui est dé.8 P,,..) face a leur
demande total&’ = X + X», qui est de loi triangulaire (sur I'intervall@, 2 Pyax]) -

- Laprobabilitépyes vaut doncl — Fix (1.8 Pyax), S0it 0.02.

— Laquantité totale de puissance non-desservie vaut queli®) = max(0, X — 1.8 P,,.x) et est distribuée
sur l'intervalle[0, 0.2 P, ]; €lle vaut 0.0 avec une probabilité de 0.98 et posseddtensue densité qui
décroit de maniére linéaire de 0.0 2 Py, .x.

On trouveE{Y} = 0.98 x 0.0 4+ 0.02 % 0.066666 Pryax = 0.0013333 Pax-

Cet exercice met en évidence l'intérét potentiel de lastauction d'une ligne €électrique de facon a permet-
tre le partage de ressources face a des événementgablies Afin d’en évaluer I'intérét réel, il faudrai |
compléter par une analyse économique comprenant uteaéieea des colts associés aux pannes et des colts
d’investissement et d’exploitation de la ligne. Ce typendligse économique trés fréquent dans les problemes
d’arbitrages techniques sort cependant du cadre de ce. cours

Notons aussi que notre modele treés simpliste peut etietede beaucoup de facons differentes, par exemple
en prenant en compte les probabilités de pannes des emnitattriques (elles aussi en général indépendantes)
ou les dépendances partielles entre les comportementodssmmateurs (en partie lies a des effets communs
tels que les cycles journaliers, hebdomadaires, et sam@net la météo), et des lois de probabilité plus sted
que les lois uniformes. Nous reviendrons plus loin dans oéssrsur ce type de considérations.

3.8.2.2 Loi exponentielle
La densité de la loi exponentielle de parameatesst
f(z) = Nexp(—Az)

siz > 0, 0 ailleurs.
Onak{X} =, etV{X} = 35, etFx(z) =1 — exp(—Ax).
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1 ; ; ; x = 0:0.01:8;

lambda = 1;

y = lambda * exp(-lambda * x);
plot(x, y, ’LineWidth’, 2);

0.8r

0.6

0.4r

0.2

Figure 3.7: Densité de probabilité de la loi exponergiellec\ = 1, avec le code MATLAB permettant de
générer la figure

Applications. Laloi exponentielle est souvent utilisée dans les étdedmbilité pour représenter la durée de
vie d’'un composant, notamment dans le domaine de I'éleitftre. Dans ce contexte I'espérarige\ est souvent
appelée lMean Time Between Failures (MTBE)\ le taux instantané de défaillance.

En effet, siX’ désigne une variable mesurant la durée de vie d’'un compasaa quel — Fx (x) mesure la
probabilité que le composant soit encore en vie au momegitf v (x)dxz mesure la probabilité que ce composant
tombe en panne juste aprés ce moment. On a donc que la dri@edmditionnelle que le composant tombe en
panne juste apressachant qu'il a survécu jusque la vaut

frx(x)dx

1—Fx($).

La grandeuh v (x) = 1f§£fé) désigne le taux instantané de défaillance. Dans le aasedbi exponentielle

on calcule quéxx (z) = A; il est donc constant ici, ce qui peut s'interpréter enlispie le risque de tomber en
panne ne dépend pas de I'age du composant. C’est poumuilise cette loi pour modéliser des processus de
défaillance de composants qui ne souffrent pas de visifieent sur leur période d’exploitation.

3.8.2.3 Loi Gaussienne (ou normale)

X suit une loi Gaussienne de moyennet de variance?, notéeg (i1, %) ou N (i1, o2), si sa densité est

o= e (3 (55) )

OnakE{X} = u, etV{X} = o2 Siu = 0 ondit que la loi est centrée. 8i= 1 on dit qu’elle est réduite. La
figure3.8 montre I'allure de cette loi.

On montre que la loi de Gauss peut étre obtenue en trangfbdeax variablest; et X5 uniformesl/ ;) et
indépendantes. En effet les variab)éset ); obtenues par

yl = — 21n Xl COS(27TX2) (346)
Yo = —/2In A sin(21Xy), (3.47)

sont alors indépendantes et suivent chacune une loi nercealtrée reduitd/(0;1). Cette propriété est utile
pour obtenir des variables aléatoires Gaussiennes & gam générateur de nombres aléatoires (cf. exercices
MATLAB).

Exemple 3 (suite). Consommation électrique d’un batiment. Dans notre exemple ci-dessus on a
np = 10,p = 1071, n = 100. On demande de comparer la Bin, p) avec la IoiNV (np, np(p — 1)). Un exercice
gu’on pourra faire avec MatLab. Refaire le méme exerciceagrsidérant. = 10000.
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0.4

—bensite ‘de rob x = -6:0.0L:6;
prov. y =1/ (sqrt(2 * pi)) * exp(-0.5 * x " 2);
0.3- plot(x, y, ’LineWidth’, 2);
hold on;
0.2r
0.1}
0
-6 -4 -2 0 2 4 6
1 : ‘ ‘ _ (qi .
Fonction de repartition z= 'Zeros(sme(x)),
for i=1:length(x)
0.8y z(i) = sum(y(1:i));
end
o8 z=12"* (x(2) - x(1));
plot(x, z, ’LineWidth’, 2);
0.4
0.2f
0 ‘
-6 -4 -2 0 2 4 6
Figure 3.8: (a) Densité de probabilité de la loi normaletcee réduitef (z) = \/LQ_ﬂ exp (f%) (b) Fonction de

2

Z
oo /21 2

repartitionF(z) = [*  —texp (f ) dz. (Avec le code MATLAB permettant de générer ces courbes).

Additivité. SiX ~ N(u1,0%) ety ~ N(uz,03) sont deux variables aléatoireslépendantes alors leur
somme suit encore une loi normale et on a

Z=X+Y~N(u + ps,07 +03).

La moyenne de v.a. normales centrées réduites indépendantes esadable normale centrée de varian%g.

La loi Gaussienne joue un role tres important, notamnaenause du théoreme central-limite qui permet
d’affirmer que la loi est d’application dans de nombreusestons pratiques. Nous allons en voir au chagitre
la généralisation aux vecteurs aléatoires de dimension

Commentaires historiques (voir [ Jay03]). La découverte de la loi normale est attribuée au mathé-
maticien de Moivre (1733) qui tomba sur cette loi de facocidentelle sans y accorder de I'importance. Les
mathématiciens Laplace et Bernoulli I'étudierent aerh@ siecle, sous difféerents angles, mais ce fut Gauss, qu
en 1809 en fournira une justification fondamentale dansrigeste de la modélisation des erreurs de mesures en
astronomie. Cette justification repose sur un argument gde&sie, qui pose que la distribution des erreurs de
mesure doit &tre indépendante du repére; cette simplethgse conduit obligatoirement a la forme mathématiqu
de la loi normale; c’est encore Laplace qui reconnut rapelgrte trait de génie de Gauss, et suite a cela la loi
porte le nom de loi Gaussienne. Son caractere “normalééatfois discutable et justifié par son ubiquité en
pratiqgue. A I'époque moderne, cette loi est utilisée dd@smombreux contextes en sciences appliquées et en
physique; une facon de la caractériser est de dire qué leldsi d’une variable continue dont on a spécifié
la moyenne et I'écart-type, sans rien imposer de plus eruceancerne ses moments d’ordre supérieur. Son
invariance par combinaison linéaire, que nous étudedans les chapitres suivants, la rend a la fois crédible
comme outil de modélisation et pratique du point de vue daaaipulation algorithmique.
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3.8.2.4 Loi de Cauchy

La distribution deCauchy(voir Figure3.9) est définie par

1

=TT (3.48)

fa(z)

Cette loi n'admet pas d’espérance (la densité décmmit lentement pour que 'intégrale converge), ni a fortiori
de variance.

0.4 x = -6:0.01:6;

g =1/ (sqrt(2 * pi)) * exp(-0.5 * x " 2);
c=1./(pi* (1+x2);

—— Loi de Cauchy
— Loi gaussienne

0.35-

0.3F

plot(x, ¢, "LineWidth’, 2);
0.25-

hold on;
021 plot(x, g, 'k’);

0.151

0.1f

0.05f

Figure 3.9: Densité de probabilité de la loi de Cauchy carép a celle de la loi normale centrée réduite, avec le
code MATLAB permettant de générer ces courbes

On montre que la loi de Cauchy est la loi du rapport de deuwabbes aléatoired/(0; 1) indépendantes.

3.9 o CONVOLUTION, FONCTIONS CARACTERISTIQUES ET FONCTIONS
GENERATRICES

Dans cette section nous développons quelques notioers pidlur manipuler efficacement les fonctions de den-
sités de maniere analytique. Du point de vue mathématigess notions anticipent sur des matiéres qui seront
vues plus en profondeur dans d’autres enseignements. Kdas atiliserons que marginalement dans la suite de
ces notes.

3.9.1 Convolution

Un probleme courant consiste a trouver la loi de probi@&hjiensité ou distribution) d’une variable aléatoité q
s'exprime comme la somme d’'un certain nombre de variabkstaites a valeurs réelles et indépendantes, et
dont les lois sont connues. Le produit de convolution peudtedtectuer cette opération.

Considérons le cas de deux variables aléatoires ramll@mues et indépendantes de densftéet fy, et soit
Z = X + ). Calculons la fonction de répartition de la variaflepar(®)

Fz(z) = / / Lz +y < 2)fr (@) fy(y) de dy.

Un changement de variablest+ y = v etz = w donne alors
Fz(z) = / / 1(v < 2)fr(u)fy(v—u)dudv = / 1(v < 2) dv/ fr(u)fy(v —u)du.
RJR R R
Par conséquent, la fonction

f2(v) = / fe () fy( — ) du (3.49)
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est bien telle que
Fz(z) = / 1(v < z)fz(v)dv
R

et il s’agit donc bien de la densité de la variaBle
L'opération qui prend deux fonctionset g et calcule la fonctiorf * g définie par

(f % g)(v) = / F(wg(v — u) du

est appelégroduit de convolution. Cette opération est commutative et jouit d’une sériaittes propriétés
interessantes (elle seront analysées plus en détaik dlautres enseignements). Dans le contexte qui nous
intéresse, nous pouvons l'utiliser pour construire lasitérd’'une somme d’un nombre quelconque de variables
aléatoires indépendantes en I'appliquant plusieussdeisuite, et en faisant dans un ordre quelconque les psoduit
de convolution de leurs densités.

3.9.1.1 Exemples

L'intérét du produit de convolution sera mis en évidetare des séances d’exercices, notamment pour montrer
gue la convolution de deux lois uniformes donne bien uneriangulaire et que la convolution de deux lois
gaussiennes donne bien une loi gaussienne.

3.9.2 Fonctions caractéristiques

La fonction caractéristique d'une variable aléatoirabeurs réelles et continue est la transformée de Fo(laier

convention de signe adoptée en calcul des probabilitespposée a celle utilisée en traitement du signal) de sa
densité de probabilitd). Ona ¢ € Reti = \/—1)
dx(t) = / e fy(x) da. (3.50)
R

Cette fonction caractéristique existe toujoUf8 et est une fonction continue de son arguntent

3.9.2.1 Propriétés des fonctions caractéristiques

L'intérét de la notion de fonction caractéristique esedtement lié a ses propriétées mathématiques. Nesis |
énoncons sans les demontrer, cela faisant I'objet cBawgnseignements.

1. Lafonction caractéristique de la variabl& est
bax(t) = dx(at).
2. Lafonction caractéristique de la variable- X’ est
Patx(t) = e (t).

3. Lafonction caractéristique d’'une densité qui s’ew@icomme une convolution de deux densités est le produit
des fonctions caractéristiques. En particulier, pouxdeuiables indépendantds ) on a

dx+y(t) = dx(t)dy(t).
Cela s’étend donc aussi a une somme d’un nombre quelcateariables aléatoires indépendantes.
4. Dérivées a l'origine de la fonction caractéristique

k
L(g;;,gﬂ = B,

5. Inversion:

frla) = 5= [ ontte
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3.9.3 Fonctions caractéristiques des lois usuelles

3.9.4 Lois discrétes

Pour les lois discretes la transformé de Fourier est algt@ar la formule
(bX (ﬁ) = ZeitIiPX (mz) (351)
i=1

= Laloide Bernoulli:gx (t) = (pe + q).
= Laloi binomiale:px (t) = (pet + q)".

= Laloi de Poissongy (t) = eMe =1,

3.9.5 Lois continues

» Loi uniforme sur{—a, a]: ¢ (t) = B2t

at
= Loi Gaussienne centrée reduitg(0; 1): ¢ (t) = e=*"/2,

2 .
_ (ipt—zt?

= Loi Gaussienne quelconqué(u; o?): ¢x(t) = e )

On déduit de cette derniéere formule que la somme de deuablas Gaussienne indépendantes est encore une
Gaussienne, et plus généralement que toute combindfsmnde variables Gaussiennes indépendantes est encore
une variable Gaussienne.

3.9.6 Fonctions génératrices des moments

On définit la fonction génératrice d’'une variable até réelleX’ par la transformé de Laplace de la loid€&’ :

Mx(t) = E{e!*} = /R e'® fr(x) da. (3.52)

On a la propriété importante suivant&(X") = M)((”)(O) : les moments non centrés désont obtenus a
partir des dérivées a I'origine de la fonction génécatdes moments.

Ces fonctions peuvent étre exploitées pour calculer Epemts de sommes de variables aléatoires indépendantes
(dont les fonctions génératrices sont obtenues comnuufisodes fonctions génératrices individuelles).

3.10 e SUITES DE V.A. ET NOTIONS DE CONVERGENCE

Il existe differentes facons de définir la notion de caogemce de suites de variables aléatoires. Nous les
définissons brievement ci-dessous en indiquant lesiogrlagui existent entre ces notions. Ces notions sont
importantes pour étudier les estimateurs définis erstitpiies et pour caractériser les processus aléatoilles. E
sont introduites ici car elles interviennent dans la foratioh des théorémes de convergence de la se8tioh

3.10.1 Convergence en probabilité

La suite(,,) de v.a. réellesonverge en probabilie vers la constante; si Ve etn (arbitrairement petits
Ing tel quen > ng entraine

P(|X, —al >¢€) <n. (3.53)

On note alorgX,,) L a

On définit la convergence en probabilité d’'une suite de(\& ) vers une v.aX comme la convergence vers
la constante 0 de la suifer,, — ).
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3.10.2 Convergence presque siire ou convergence forte

La suite(X,,) de v.a. réellesonverge presque sirememnersX si:

P({w] nh—I};o Xn(w) # X(w)}) =0.

On note alorgx,,) % X.

La convergence presque slre implique la convergence dalpitite, c’est pourquoi on I'appelle aussi conver-
gence forte.

3.10.3 Convergence en moyenne d’ordre p

Si E{(X, — X)P} existeVn, alors on a
(X,) — X en moyenne d’ordrep si E{(X,, — X)’} — 0.

Le cas pratique usuel est la moyenne quadratigue ).

La convergence en moyenne d’orgranplique la convergence en probabilité.

3.10.4 Convergence en loi

La suite(&,) de v.a. réellesonverge en loivers X de fonction de répartitiod’(-) si pour tout point d
continuitéx de F(-), la suite(F, (x)) converge verg'(x). On note

(X,) 5 x. (3.55)

Il s’agit de la convergence la plus faible. En particuliarcbnvergence en probabilité implique la convergence
en loi. Cette derniére est tres utilisée en pratique baipermet d’approximer la fonction de répartition @€, )
par celle deY, et réciproquement.

On montre que sk'(-) est continue alors la convergence est uniforme (il s’agihdomportement plus régulier
que la convergence ponctuelle, vu au cours d’analyse mettigue). De plus, sileB,, (-) admettent des densités
alors la convergence en loi implique la convergence potietdes densités.

3.11 THEOREMES DE CONVERGENCE

3.11.1 Théoreme de Moivre-Laplace

Il dit que, si(X,,) forme une suite de v.a. binomialBsn, p), alors

X, —np
np(1 —p)

£ N(0,1).

Ce théoréme utile en statistiques, permet d’approximerai binomiale par une loi Gaussienne.
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3.11.2 Théoréme central-limite

I dit que, si(X,,) forme une suite de v.a. i.i.d. de moyennet d’écart-typer (ces deux moments sojjt
donc supposés exister), alors

Y Xi—np

(=5

) 5 N(0,1). (3.57)

Ce théoreme établit la convergence en loi vers la loi radend’une somme de v.andépendantes, et iden-
tiqguement distrib&@es(nous dirons “i.i.d.”) sous des hypothéses trés peu eanantes.

On retrouve comme cas particulier le theoreme de Moiaplace, en prenant des variables de Bernouilli.
Contre-exemple : loi de Cauchy.
3.11.3 Lois des grands nombres

3.11.3.1 Loi faible des grands nombres

SoientX;, Vi = 1,...n indépendantes d’espéranegfinies et de variances; finies, alors
Siiy" i —petz > 02 —0,alorsX, 2 LS, X esttelle que

(Xn) = o

Cas particulier : les v.aY; sonti.i.d.u, 0. Onaalorst >" | p; = petH 3" 02 =2,

3.11.3.2 Loi forte des grands nombres

2
SoientY;, Vi = 1,...n indépendantes d’espéranceinies et de variances finies,si de plusy_;"_; ‘Z—Q —
a, alors

(3.59)

Cas particulier : les v.aX; sontiid. u, 0. Onaalorst > 7"  p; = pet} " 2 =023 " | %, qui
converge.

Remarque. Les deux lois des grands nombres que nous avons formulekessils (avec leurs hypotheses)
correspondenta la formulation habituelle de ces loiege]u’on les trouve dans les ouvrages introductifs. Cepen-
dant, des formulations alternatives, reposant sur desthgpes differentes (ni plus générales ni plus spasg)
existent également. En particulier, si les variablgssont i.i.d. (cas treés frequent en statistiques), on neontr
que la loi forte (et donc aussi la loi faible)) ne repose pad’'sxistence des moments du second ordre, et que
I'existence du premier moment (espérance finie) est darasaine condition non seulement suffisante mais
aussi nécessaire de convergence (version “Kolmogorold lte forte des grands nombres). Par ailleurs, il existe
également des versions de ces lois qui concernent des deit@riables non-nécessairementindépendantes; leur
étude fait I'objet du large domaine des processus stoicjuest et repose sur la notion d’ergodicité, qui a permis
de développer de nombreux algorithmes modernes de traitiede I'information, notamment dans le domaine
de la compression de données et des codes correcteusulEret des techniques de sondage intelligents. Ces
notions, qui font I'objet d’enseignements plus avancémst évoquées au chapifie
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3.12 PROBLEMES ET APPLICATIONS

3.12.1 Problemes d’ingénieurs faisant appel aux notions introduites dans ce chapitre

Le problemes d’'ingénieurs que nous discutons ci-dessmisdes problemes geédictiondiscutés a la section
1.3.1 Cependant, les notions vues dans le présent chapitr@sgssitintensivement utilisées en statistique pour
résoudre des problemes de traitement de données re@sadiins les applications; nous laissons le soin au cours
de statistique de les mettre en oeuvre dans ce contexte.

3.12.1.1 Evaluation de la fiabilité d’un systeme technique

Beaucoup de problemes d’'ingénieurs impliquent la déitggition des propriétés d’'une ou de plusieurs variables,
qui sont des fonctions plus ou moins compliquées d’autaesbles.

Par exemple, considérons un systeme mécanique, disopanneau routier, dont on veut déterminer les
déplacements possibles suite a des perturbationsextés, disons la force appliquée par le vent sur le panneau
En fonction des parametres de dimensionnement et desiaat@tilisés, les méthodes d’'ingénieur nous permet-
tent d’écrire un modele mathématique qui relie le déphaent mesuré en un point du panneau, dans une direction
donnée, en fonction de la force du vent appliquée selorautre direction. De facon générique, on peut écrire
ce modéle sous la forme

y=flx,A,..., k), (3.60)

ou x représente la variable d’entrée (ici la force du veng Ngsont des paramétres constants qui décrivent la
structure et son matériau, gtlésigne la variable de sortie, ici le déplacement qu’an sarveiller.

Le systeme devant étre dimensionné pour une gamme deitatitbns prescrite, on cherchera a déterminer
si compte tenu de cette gamme, disdfaisc X, on peut garantir que € Y|, ol Yy décrit 'ensemble des
déplacements tolérables (typiquement un intervallsgioey € R comme dans notre exemple.

Sous certaines conditions, (par exemple si la foncfiast monotone, et lorsquE est borné) il est possi-
ble de déterminer de facon numérique ou analytique deselscsury, et de vérifier ainsi si le systeme répond
aux spécifications. Le processus de conception du syspameait alors viser a choisir la combinaison “la
moins coliteuse” des parametrgstelle que cette condition soit respectée (ce qui se tragfuitin probléme
d’optimisation cherchant a trouver la valeur minimale ditch()\, ..., \x), dont la résolution fait I'objet
d’autres enseignements).

Cette approche déterministe souffre cependant de cestdiifficultés intrinséques. En effet, soit on choisit
de définir 'ensembleX suffisamment vaste pour couvrir avec une tres grande pilibdlensemble des sollic-
itations possibles, et le design conduira a une structéeesolide mais économiquement tres coliteuse, soit on
choisit X trop petit, et la structure peut présenter un risquesti®me pas survivre fort longtemps. Afin d’évaluer
ces risques, et de finalement pouvoir faire un choix de dedfgant le bon rapport colt/fiabilité, il est nécessaire
de disposer d’une information supplémentaire sur la eades perturbations, a savoir leur loi de probabiliig
et de combiner cette information avec le modele pour ewidédh loi Py régissant les effets sur le systeme.

En pratique, pour une valeur donnée des parameatres pour une distribution des perturbations (donnée
sous la formePy, Fx ou fx), on cherchera alors a déterminer la valeutrgy < Y;q|) et si cette valeur est
suffisamment proche de 1 (disors0.99999), on acceptera le design. Les méthodes de ce chapitre fienine
en principe d’'évaluer ces probabilités, soit de fagoalgigue soit de facon numérique.

3.12.1.2 Evaluation du coiit d’exploitation d’un systeme

Contrairement au cas de notre panneau dont le seul colit esfitide conception (et d’installation), de nombreux
systémes techniques sont également sujet a des cedifdaitation. Par exemple une voiture colte a I'achaspui
a l'utilisation; il en est de méme pour une usine de proidacsidérurgique, pour les routes et les batiments,
et méme pour les systemes informatiques. Souvent il @stssaire d’arbitrer entre colt d’investissement et
colt d’exploitation, par exemple acheter une voiture ecedte plus cher que d’acheter une occasion, mais
généralement se traduit par des colts d’exploitatias fdibles.



VARIABLES ALEATOIRES 3.33

Lors de l'investissement, il est rarement possible derdéteer de facon précise comment le systeme sera
utilisé au cours de sa période d’exploitation (souvensiglurs années, et pour les investissements lourds souven
plusieurs dizaines d’années).

L'approche stochastique consiste alors a modélisedaditions futures d’exploitation par une (ou plusieurs)
variables aléatoired’, et a utiliser un modele du systeme, sous la forme

y=g(,A,..., ), (3.61)

ou la sortie représente cette fois le colt d’exploitassocié aux conditions d’exploitatien(qui représentent
ici les entrées), ou lek; représentent toujours les paramétres de conception.

On cherche ensuite a déterminer la loiXeet notamment son espérance mathématigue= E{)} et son
écart-typery, qui représentent de maniere compacte la distributisrcdéts d’exploitation.

Ayant ces grandeurs, on peut évaluer le colt tofal, ..., \x) = h(A\1,..., k) + py(A1, ..., Ak) afin
de faire le meilleur choix d'investissement, compte tenucdlt d’exploitation moyen. La valeur de I'écart-
type permet d’évaluer dans quelle mesure on peut se fietté egtimation, compte tenu de la variabilité des
conditions d’exploitation. En particulier, si cet écéype est suffisamment faible on aura bonne confiance dans
notre choix optimal, sinon on peut éventuellement essdgeninimiser un critere numérique qui réalisera un
autre compromis entre colit moyen et risque de surcodt.

3.12.1.3 Discussion

Les deux problemes génériques décrits ci-dessus selicprant dans la pratique par le fait que généralement
les systemes étudiés sont complexes et sont influercé&emombreux facteurs aléatoires. Les méthodes des 2
chapitres suivants visent précisément a aborder cegknsituation de maniere systématique.

3.12.2 Méthode de Monte-Carlo

De nombreux problemes d’ingénieurs se traduisent paaliiation d’'une intégrale d’une fonction plus ot moins
compliquée. Les méthodes analytiques (vues aux courglyse) et numériques (vues au cours d'analyse
numérique) permettent d’en calculer de nombreuses deameaafficace. Ces méthodes sont cependant inutil-
isables dans certaines situations, en particulier lordgegyit d’une intégrale multiple d’une fonction dépeard
d’'un grand nombre de variables et qui ne se factorise padadoisne de produits simples.

3.12.2.1 Evaluation d’une intégrale simple

Nous reviendrons sur la généralisation de la méthode detdACarlo pour I'intégration multiple au chapitre
suivant; pour le moment contentons-nous d’en expliquerrilecipe pour calculer une intégrale simple de la
forme

1
I :/ g(z) da. (3.62)
0
Remarquons que toute intégrale simple peut toujours rameenée, via un changement de variables, a une

intégrale sur l'intervallgo, 1].

Remarquons ensuite que le calcul @e6¢) est équivalent & la détermination de I'espérance arattique
d’une variable aléatoirg) = g(X') o0 X ~ U]0, 1].

Si nous supposons que est finie (C’est le cas, si la fonctigr{x) est continue), et que nous disposons d’un
échantillon i.i.d. de valeurg de)’, nous pouvons estimer cette espérance par

. 1 <&
Iy =~ > i, (3.63)
1=1

I'écart-type de I'estimateur étant donné par
(3.64)

Ufz

1
B ﬁUy.
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En pratique, on peut générer un échantillon de valeur® da utilisant un générateur de nombres aléatoires
x; ~U|0, 1], et en calculany; = g(x;).

Remarquons que la variance de I'estimateur est propositena la variance d@’; le nombre d’échantillons
nécessaires pour atteindre une certaine précisionltr@itirement avec cette variance.

3.12.2.2 Echantillonnage d’importance

Supposons que nous soyons en mesure de générer un Bohaidivaleurse; distribuées selon une certaine
densitéfy définie sur0, 1] et non nécessairement uniforme, et $oitne fonction. La grandeur

. 1 <
I = - > hia)
i=1
est alors un estimateur de 'intégrale
-1
I = / h(z) fx(z) da.
0

dont la variance est cette fois liée a la variance de labtgiz = h(X).

Si nous prenoni(z) = f-‘;(fg) nous obtenons un nouvel estimateur de I'intégralé), donné par
. 1~ g(z)
I, ==
g/ fx n ; fa(zi)

dont la variance sera d’autant plus faible que le rapﬁxé% est proche d’une constante.

Notons que dans le cas idéal ou ce rapport serait constaus,aurions

g(z)
frlz) o

puisquefo1 fx(z)dz = 1, ce qui veut dire qu'on connait déja la valeur Hedés lors qu’on connait la fonction
idéale d’échantillonnage d'importance.

En pratique, on choisira une densité d’échantillonndgepbrtance dont I'allure est voisine de celle de la
fonction gu’on souhaite intégrer.

3.12.2.3 Variable de contréle

Supposons que nous disposions d'une fonctién) dont nous connaissons déja l'intégrdle avec grande
précision. Nous pouvons alors calculgrpar

I, = I+ / (9(x) — h(z)) dz,

Sig(x) — h(z) varie peu par rapport/asur l'intervalle d’'intégration, on pourra appliquer le&ethode de Monte-
Carlo ag — h, ce qui nécessitera un nombre plus faible d’échantillénprécision égale, mais une double
évaluation de fonction pour chaque échantillon.

Cette méthode peut se révéler tres intéressante @angrbblemes d’ingénieurs (tels ceux mentionnés ci-
dessus) ou on est amené a recalculer des intégrales digme fonction pour différentes valeurs de parametres.
Plus généralement, elle permet de tirer profit de modégsochés plus simples a manipuler analytiquement,
tels que des approximations linéaires, et de réservealait de la méthode de Monte-Carlo pour estimer les
corrections a apporter aux valeurs approchées cakal@artir de ces modeles.

3.12.2.4 Discussion

La méthode de Monte-Carlo, dont nous n’avons fait qu’effleles nombreuses facettes, est devenue un outil
incontournable dans les diverses disciplines des ingénieDans ce contexte, elle offre en effet des approches
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versatiles pour exploiter les puissances de calcul dareathe de I'évaluation et de la conception des systemes
techniques. Notons en particulier que les évaluationsalestionsg, & etc, peuvent étre effectuées de fagon
parallele en faisant appel aux grilles de calcul de plusles puissantes a notre disposition.

Nous reviendrons sur cette méthode a la fin du chapitrastiiv

Notes

1. On peut définir I'ensembl@ de beaucoup de manieres difféerentes pour une expérimee du monde réel, cependant la définition
et I'etude d'un ensemble de variables aléatoires néeess principe de fixer ce choix une fois pour toutes. \oirergfant a ce sujet la
discussion de la sectich4, a la fin du chapitre suivant.

2. Les mémes restrictions s’appliquer & que celles que nous avons évoquées au chapitre 2 en cengerne la structure dedéfinie
surQ). Par exemple, €2 » est égal & la droite réellg on sera amené & considérer la tribu boréllienne phué2?* commeo-algébres .
Cependant, cette condition n’est pas réellement reseictsi (2 est au plus dénombrable il en est de méme oy, et sinon, la condition
de mesurabilité de la variable aléatoire implique dedsdacons que sa-algebre n’est pas plus fine que celleSee

3. Notons que si I'espac® est fini ou dénombrable, alors toute variable aléatoit@@sessairement discrete.

4. Le terme de “densité” est le terme consacré en théeria ahesure, pour indiquer une fonction qui permet de caidalealeur de
la mesure de tout ensemble mesurable par “intégratiomiedfonction le long d’'une autre mesure. On dit qu'une messtalesolument
continue par rapport a une autre mesure, s'il existe ungitdequi permet de calculer la premiere mesure par inté&gr de cette densité selon
la seconde mesure. De ce point de vue la densité d'une ladazrete, est la “densité” par rapport a la mesure denfitage”, c’est-a-dire
la mesure qui compte simplement le nombre d’éléments ehsemble.

5. Pour une variable continue, la mesure induite (43 ) est absolument continue par rapport a la mesure de Lebéselle qui
définit la longueur des intervalles), et il existe donc uaesité qui permet de calculer la probabilité d’un intdevpar intégration au sens de
Lebesgue de cette densité sur l'intervalle.

6. En toute généralité, on peut montrer que toute fonatie répartition peut se décomposer en une somme de troisgef’'(z) =
Fe(x) + Fy(x) + Fs(x)) tels queF. soit absolument continue (continue et dérivablg),est discrete, ef’s (composante singuliere) est
continue mais ne possede pas de dérivee. Nous suppasens g 0.

7. Une forme réciproque de ce théoréeme s’énonce comihesidoutes les fonctions mesurablgg et ¢y de respectivement ety
sont de covariance nulle alors les variablé®t )’ sont indépendantes.

8. Lafonction1(-) vaut 1 si son argument est vrai, sinon elle vaut 0.
9. Cette notion peut tre généralisée au moyen de laulerpy (t) = [ e'** dPx (z).
10. Lintégrale converge pour toate R et toute densité .y, &tant donné le caractére intégrablefdeet le fait quele’®®| = 1.






) 4 ENSEMBLES DE VARIABLES
ALEATOIRES ET CONDITIONNEMENT

Dans ce chapitre nous abordons I'etude simultanée deglus variables aléatoires dépendantes. Nous comnrenco
par considérer I'etude de couples de variables ale@wiet des opérations de conditionnement. Ensuite n@septons
une formalisation mathematique de I'ensemble de varihléatoires a valeurs réelles pouvant étre définiessda
cadre d’'un probleme, en montrant que cet ensemble posselstructure géométrique analogue a celle de I'espace
euclidienR™. Enfin, nous étudions les ensembles de variables aleateous I'angle de la modélisation de leur loi de
probabilité conjointe, et montrons dans ce contexte lbmi@nce de la notion d’'indépendance conditionnelle.

4.1 COUPLES DE V.A. DISCRETES ET CONDITIONNEMENT

Nous étudions dans cette section des couples de varidbbgsiees discretes définies sur un méme espace de
probabilité(2, £, P) et non nécessairement indépendantes.

Nous étudions ici les coupldst’, )V) de v.a. tels quet et ) prennent leurs valeurs dans un ensemble fini
désigné respectivement fax = {x1,...,zr} €tQy = {y1, ...,y } munis de leur—algebre maximale. Dans
ce cas, le couple prend ses valeurs dapsy = Qx x Q3 muni de lac—algébre produit, qui est également
maximale. On doit supposer que la fonction ainsi induit@dians)y x 2y est bienf-mesurable, ce qui est le
cas si et seulement si les deux fonctichgt ) sont elles-mémeS-mesurables.

Toutes les notions définies dans cette section peuvenidapese généraliser au cas ou les variables aléatoires
prennent un nombre infini mais au plus dénombrable de \&Hitierentes, a condition de prendre la précaution
de supposer que les séries infinies définissant les esy@yat les variances convergent absolument.

4.1.1 Cas ou les variables aléatoires sont a valeurs quelconques

4.1.1.1 Loi (con)jointe

La loi de probabilit & conjointe Py 3 du couple(X', ) est déterminée compléetement par la connaissjjnce
deskl nombres

Px y(zi,y;)

Py y(x;,y;) désigne donc la probabilité de I'évenemédnt € Q : X (w) = z; etY(w) = y,}. Une fois
4.1



4.2

Ty

T o Pryy(wi,yg) o Py (;)
Tp

> Py (y;) |1

Figure 4.1: Table de contingence

qu’on connait la loiPx y (z;,y;) pour toutes les valeurs de ses arguments, on peut en déalpirebabilité de
tout événement qui peut se décrire par une affirmatiomglagfaisant intervenir les valeurs des deux variables
aléatoires.

On a bien entendu qugjfz1 22:1 Py y(xi,y;) = 1.

4.1.1.2 Lois marginales

La loi de X' est obtenue a partir de la loi jointe par I'opératiomdarginalisation :

l

Py(z;) £ P(X =2;) =Y Pry(aiy),Vi=1,...k. (4.2)
j=1
De méme, la loi d&’ est obtenue par
A k
Py(yj) = P(y = y]) = ZPX,y(CIEi,yj),Vj = 1, .. l (43)

i=1

C’est pour cette raison, qu’on désigne souvent ces loitegarme ddois marginales

On représente souvent un couple de v.a. a I'aide diable de contingencesomme illustré a la Figuré. 1

4.1.1.3 Lois conditionnelles

La loi conditionnelle de X’ connaissant)’ est définie par

N Px y(zi,y;) . .
Pyjy(zily;) £ P(X = 2,y = y;) = w,vz — 1, kYj=1,...1 (4.4)
J/(?JJ)

Cette loi conditionnelle n’est ainsi définie que pour leleues dey; de probabilité marginale non-nulle. Cepen-
dant, la valeur précise qu’on lui attribue lorsghig(y;) = 0 (auquel cas on a ausBlivy(z;,y;) = 0) n'a pas
réellement d'importance ici. Nous analyserons de ples prla sectiod.4 cette question.

La loi conditionnelle de ) connaissantY’ est définie de facon analogue par

A Px y(vi,y;) . .
Pyx(yjlz:) 2 P(Y = yj|X = a;) = M,vz =1,...kVji=1,...L (4.5)

PX (.Z’l)

On adoncPx y(xi,y;) = Pxjy(zi|y;)Py(yj) = Pyjx(yjlwi)Px(x:),Vi = 1,...k,¥j = 1,...1, ce que nous
écrivons de facon plus synthétique par
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Factorisation de la loi jointe

Pxy = Py|yPy = PyjxPx.

Remarquons que lorsqué | ), on aPXD, = Py, Py‘x = Py, etPxy y = PxPy.

Cas particulier: une des variables est une fonction de ’autre. Supposons qu¥ est une fonction
de la variableX. La table de contingences comporte alors sur chaque lignme seule entrée de probabilité
non-nulle, correspondant & la valeus ¢(z;). On a donc/i

Pxy(wi ¢(xi)) = Px(w:) (4.6)
Pyx(o(zi)|zi) = 1, (4.7)
etvy; # o(;)
Pxy(zi,y;) = 0 (4.8)
Pyx(yjlzs) = 0. (4.9)

Si a la fois) est une fonction d&’ et X' est une fonction d@/, alors la table de contingences est forcement
carrée et comporte une seule entrée non-nulle sur chameedt chaque colonne. Un réarrangement de I'ordre
des lignes (valeurs d&) ou des colonnes (valeurs @8 donne alors une table diagonale. La connaissance de
la valeur I'une des variables détermine la valeur de lautt réciproquement. Tout se passe comme si les deux
variables aléatoires étaient identiques : elles induilsemémer —algebre suf).

4.1.2 Cas ou )Y est réelle et X' quelconque

Supposons qu@’ soit une v.a. discréete finie réelle £tune variable aléatoire discréte finie quelconque.

4.1.2.1 Espérance conditionnelle : définition et propriétés

Considérons la variablg& = ¢(X") définie par

l
22) 23y Py (ysl). (4.10)

j=1

Il s'agit d’'une variable aléatoire réelle discrete diemombre de valeurs différentes est au plus égal au nodeore
valeurs differentes d&'. Pour une valeur fixée; de X, la valeurz(x;) est I'espérance de la variatjlecalculée
par rapport la loi conditionnell®(-| X;) induite surQ) par 'événemenk; = {w € Q: X (w) = z;}.

Cette expression définit la valeur de I'espérance camttielle, £{ Y|z}, de) étant donné qu&’ = x.

Espérance conditionnelle

l
E{Y|z} 23y Py (yslo). (4.11)

j=1

E{Y|x} est donc une fonction réelle de la variable aléatdirdéfinie sur(€2, £, P), aussi appelléonction
de régressionde )Y enxz. CommeX est une v.a. cette fonction définit aussi une v.a. reeléR@ue, P).

Cette variable aléatoire est notée gaf)| X'} et présente des propriétés remarquables. Ces prepset
démontrent aisement dans le cas “discret-fini” que nousidérons dans cette section, et elles restent valides,
sous-réserve de |'existence des notions impliquées lgasrcas plus généraux discutés dans la suite.
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Lin éarité de I'esgerance conditionnelle
Soit) = a); + Y- une combinaison linéaire de deux variables aléatoires élies finies et réelles, &t
une variable aléatoire discréte finie quelconque, d&isur(Q2, £, P). On a

E{Y|X} = aE{|X} + BE{):|X}. (4.12)

La démonstration est assez immédiate, en exploitanéatité de la notion de base d’espérance mathématique.

Dans le contexte de cette section, on a la version suivantieédueme de I'espérance totale, que nous avons
introduit au chapitre précédent.

Théoreme de I'esggrance totale (ou de la moyenne conditionnelle)
Soit X une variable aléatoire discréte finie quelconqu@’ eine variable aléatoire discréte finie a valeirs
réelles, définies suk, &, P). Ona

E{E{Y|X}} = E{)}. (4.13)

En effet, on peut calculer 'espérance mathématique gariable E{Y| X'} de la fagon suivante :
k
E{E{Y|X}} = Y E{V|z:}Px(x:)
i=1

k l
— Z P (x;) Z Y Py x (yjles)

= ZyJZPX (w4) Py x (yjlzs) = ZyJPy y;) = E{Y}.

Lorsque les deux variables sont indépendantes, on a laipt®puivante :

Indépendance=- esgerance conditionnelle constante

Soit X une variable aléatoire discréte finie quelconqu@’ eine variable aléatoire discréte finie a val
réelles, définies sux, &, P).

Si X et) sontindépendantes, alors I'espérance conditionnsileanstante, e {) |z} = E{)}, V.

La réciproque de cette propriété n’est pas vraie.

En effet, dans le second membre de I'équatiéri@, on peut alors remplacefy v (y;|z) par Py(y;), et on
obtient bienz(z;) = E{Y},Vi=1,... k.

Lorsque) est une fonction d&” on a la propriété suivante.

Espérance conditionnelle d’une fonction det
Lorsque) est une fonction d&’, on aE{Y|X} = ). En particulier, on &{Y |V} = ).

En effet, le second membre de I'équatidnl(Q devient alors pour une valeur donngée
l l
B} =Y yiPyx(yjle) =Y 40y, o) = o),
j=1 j=1

ou § est le symbole de Kronecker. Autrement dit{Y|z;} = ¢(x;), et doncE{Y|X} = ¢(X) = ). Ce
théoréme, dans sa version générale, a une récipragueays exprimerons a la sectid3.
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4.1.2.2 Variance conditionnelle : définition et propriétés

On définit, la variance conditionnelle désachantt comme suit.

Variance conditionnelle

l

V{VI} 23 (y; — E{Vla})? Py (yjlo). (4.14)

j=1

Comme pour I'espérance conditionnelle, cette formufenit@ine nouvelle variable aléatoire, not€d V| X'}, et
qui est une fonction de la variable aléatoire

On ale théoreme de la variance totale suivant :

Théoreéme de la variance totale (ou de la variance conditionnelle)

ViV = E{V{Y|X}} + V{E{Y|X}}.

Nous reviendrons sur ce theéoreme dans sa version dé@éeasectiont.3.

Lorsque les deux variables sont indépendantes, on a laipt®puivante :

Indépendance=- variance conditionnelle constante
Si X et) sontindépendantes, alors la variance conditionnelle@sstante, et {)|z} = V{)}, V.
La réciproque n’est pas vraie.

Ce résultat s’obtient directement en remplag@fyy| =} par E{)} et Py, x (y;|x) par Py (y;) dans ¢.14.

Enfin, lorsqué) est une fonction d&” on a la propriété suivante.

Variance conditionnelle d’une fonction deX
Lorsque) est une fonction d&’, on aV{Y|X} = 0q, ou nous désignons péy; une variable aléatoire qfi
est identiquement nulle s@t. En particulieV{Y|Y} = 0Oq.

En effet, le second membre de I'équatidni{d) devient alors pour une valeur donnée

l
Z (yj — E{Y|z:})? Py)x (y5]zs)
1

= " — 6(@)’ Pr(yslar)

ViVlai}

4.1.3 Cas ou X et ) sont a valeurs réelles

Lorsque les deux variables sont réelles, on définit aessifbnction de répartitiononjointeFy y surR? par

A
Fry(z,y) = > > Prylaiy)). (4.16)
r; <z Yy;<y
On retrouve les fonctions de répartitions marginales par
Fx(z) = Fx y(z, +00), (4.17)
Fy(y) = Fxy(+00,y). (4.18)

Si X et) sontindépendantes, alaFy y(z,y) = Fx(z)Fy(y),V(x,y) € R?, etla réciproque est vraie.
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4.1.4 Espace de variables aléatoires a valeurs réelles définies sur un espace de
probabilité fini

A ce stade, il est déja intéressant de faire une analatie & notion de variable aléatoire réelle et la notion de
vecteur réel (un point d&™), analogie sur laquelle nous allons revenir plus en pradondans le cadre de la
sectiord.3

Supposons qu® soit fini, et soit2 = {w1,...,w,} O0U nous avons choisi un ordre particulier des résultats
possibles de I'expérience aléatoire, et supposons qussty; : P(w;) > 0.

Une variable aléatoire réell& est alors définie par les valeurs,z; 2 X(w;) € R, et réciproquement la
donnée d’'une variable aléatoire réelle définit un pain& (z4,...,x,) € R™. Par conséquent, I'espace de
variables aléatoires qu’on peut définir gax, 22, P) est en bijection avec I'espace euclidigi; nous noterons
cet espace de variables aléatoires par et nous allons distinguer un élément dans cet enseratdayoir la
variable aléatoire (constante) qui vaut 1 partouttdunous la noterons pdr;.

L'espaceR"™ est un espace linéaire (sur lequel on peut effectuer desatiphs de combinaisons linéaires de
vecteurs), et cette structure linéaire se transposespdte de variables aléatoir€s. On peut aussi définir sur
cet espace de variables aléatoires la notion de prodldissgar la formule suivante:

Produit scalaire de deux variables akatoires et orthogonalig

n

(X)) 2 X(wi) V(i) Plwr). (4.19)

i=1

On dit que deux variables aléatoires sorthogonalessi leur produit scalaire est nul.

Notons qu’on a donc
(X, ) = E{X)}.
Ce produit scalaire se réduit au produit scalaire usues @&n(divisé parn) si la loi P est uniforme. Il est
symétrique et compatible avec la structure d’espacailiaéc’est-a-dire SE = aX; + bXs, aveca,b € Ron a
(2,Y) =V, 2) = a(X1,)) + b(X2, D), (4.20)
et pour toute variable aléatoire on a
E{X} = (X, 1q).

Le produit scalaire induit aussi une norme et puis une distaur 'ensemble des variables aléatoires. Ces
notions sont définies comme suit.

Norme d’une variable aleatoire

|1 = VX, X) = VE{A?Y, (4.21)

Distance de deux variables a@atoires

d(X,Y) £ |x - Y. (4.22)

En particulier, deux variables aléatoires sont identique et seulement si leur distance est nulle. On voit
également quélg|| = 1.

4.1.4.1 Propriétés géométriques de I'espace Fy

A partir d’une variable aléatoire réell€, on peut définir 'ensemble des variables aléatoireba®gui peuvent
s’écrire comme une fonction d&; désignons cet ensemble p&g.

On a les propriétés géométriques suivantes

m 7, estl'ensemble des variables constantes. C’est un soasetipéaire deFq, car il contient 'ensemble
de ses combinaisons linéaires (toutes constantes), etréoubier la variablé, qui est nulle partout sup.
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m |'ensemble des variables aléatoires orthogonales ar(ithifi scalaire nul aved), est identique a I'ensemble
de variables aléatoires d’espérance nulle. C’'est amssous-espace linéaire ¢,.

= Pour toute variable aléatoir¥, 'ensemble de ses fonctiotSy est un sous-espace linéaire dg, car toute
combinaison linéaire de deux fonctions &eest encore une fonction d€. Cet espace contiefi,, et il
contient aussi le sous-espagg,, puisque toute v.a. constante est aussi une fonctioti.de

m Méme siX’ est de moyenne nulle, tous les élémentsFdene sont pas de moyenne nulle, /&t n’est donc
pas un sous-espace linéaire orthogonaj a. En fait il contient cet espace comme nous venons de l'iretiqu
au point précédent.

m Cependant, toute variable aléatoire peut s’exprimer¢fanique comme la somme d’une variable constante
et d’une variable de moyenne nulle:

X = E{X}lgz + (X — E{X}lgz).

m Lavariable
Z=E{Y}1lqg= (X, 1g)lq

est I'element deF;, le plus proche d&) au sens de la mesure de distance que nous avons définie entre
variables aléatoires sur base du produit scalaire. Onuditt{ )} 1, est laprojection orthogonalee )’ sur
Fig-

= Plus généralement, la variable= F{Y|X} estI'élement dangx le plus proche d&. On dit queE{Y| X'}
est laprojection orthogonalele ) sur Fy. Cette propriété est démontrée a la sectich

L'opérateur d’espérance conditionnelle peut donc sliptéter comme la projection d’'une variable aléatoire su
le sous-espace des variables aléatoires qui peuventistedpcomme une fonction de la variable de condition-
nement. Remarquons que nous avons déja vu guest bien une fonction d&, alors) = E{Y|X}, en d’autres
termes sy appartient & v alors elle est égale a sa projection sur cet espace, coéfoent a I'intuition.

4.1.4.2 Orthogonalité vs indépendance
NB : pour désigner brthogonalité de X ety nous écrivongX’, V) = 0 alors que nous réservons la notation
X 1 Y pourindiquer que ces variables samd épendantes

Ces propriétés sont a rapprocher de la notion d'indéagece de deux variables aléatoires. On peut en effet
montrer que (suite & la définition de la notion d’indépemce de v.a.) :

m Tout élément deF;, est indépendant (au sens probabiliste du terme) de témterit deFq (y compris de
lui-mé&me). En particulief), est indépendante de toute variable aléatoire.

m SiY 1l XalorsVZ € Fy,ona) L Z.

m SiY ouX estde moyenne nulle, alo® L X = (X,Y) = 0]. Cependant, la réciprogue n’est pas vraie.
m VIl Xe (YV-E{))L(X—-E{x).

m Y | X, sietseulementsif(X),g(Y)) = 0 quelles que soient les fonctioriet g de moyennes nulles.

On voit donc que la notion d’orthogonalité est intimemeé®e la celle d'indépendance probabiliste. Cependant,
on voit aussi que la notion d'indépendance probabiliststpas équivalente a la notion d’orthogonalité ni &ecel
d’'indépendance linéaire de vecteurs d&fis

Dans le cas considéré ici2(fini), toutes ces propriétés énoncées ci-dessus pe@mendémontrées assez
facilement a partir des notions connues a ce stade. Nolesfaisons cependant pas ici, car nous reviendrons a la
section4.3sur ces propriétés dans le cas général d’'un es@facg, P) quelconque.
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4.2 VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES ET CONDITIONNEMENT

4.2.1 Une des deux variables est continue et I'autre est discréete

On peut directement étendre ce qui précéde au casasl une variable continug(étant discrete) en remplacant
les probabilités par les fonctions de répartition ou dassités. On note

Fyx(ylz) 2 PO(w) < y|X(w) = x), (4.23)

puis si elle existe, la densité conditionneflg » (y|x) est la dérivee dé’y x (y|z) eny.
La fonction de répartition marginale s’écrit

k
Fy(y) 2y Px () Fya(yle:) (4.24)

1=1
qui dérivée terme a terme donne la densité marginale

k

> Px(@i) fyja(yles). (4.25)

=1

1>

fy(y)

Les théoremes de I'espérance et de la variance totalEnitegalement d’application.

On peut également écrire
Fy|X(y|$)PX (2)

PX=z|Y<y) = , (4.26)
W= <) =1
mais Nnous ne pouvons pas pour le moment écrire
P
p()(:ﬂy:y)zw, (4.27)

Iy()

car la conditiony = y désigne un événement de probabilité nulle par rappaytiel on ne peut pas en principe
conditionner. Nous allons indiquer ci-dessous sous geiet@ditions un conditionnement de ce type est permis.

Illustration. Un exemple pratique important ou on considere les dégreces entre variables continues et
discretes est fourni par la théorie de la décision, qggriient dans les problemes de classification en apprentis
sage automatique, et également dans les problemes denission de données numériques a l'aide de signaux
analogiques et dans les problemes de diagnostic (notat@menédecine).

Prenons par exemple, le probléme de I'allocation de thitdicaire qui se raméne a celui de I'étude des rela-
tions entre variables numériques (montant du crédit aibémiveau de salaire, endettement, age ...) et dexre
décrivant la situation financiére et sociale d'un demande crédit (son état civil, le fait d’étre propriétide
son lieu d’habitation, son statut professionnel. .. ), eldaision de la banque (accord ou non du crédit).

Du point de vue du banquier non altruiste, la décision oalinest celle qui maximise I'espérance mathéma-
tique du bénéfice de la banque. Si le crédit est accomldéoéfice dépendra du fait que le demandeur sera
capable de rembourser les mensualités ou non. Si le eréedit pas accordé, le bénéfice est nul. Le banquier
fera donc appel a un logiciel qui déterminera, sur baseifesmations fournies par le demandeur, la proba-
bilité de remboursement complet du crédit (disd$R = V|Z), ou R désigne une variable qui valt s'il
y a remboursement &t sinon, etZ symbolise les informations propres au demandeur), argatiaquelle on
pourra déterminer I'espérance mathématique du b&nehir la formule de I'espérance totale (conditionnée par
l'information fournie par le demandeur)

E{B|T} = E{B|[R =V,I}P(R = V|I) + E{B|R = F,I}P(R = F|I). (4.28)
Dans cette formule, on a évidemment

P(R=F|T)=1- P(R =V|I),
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Figure 4.2: lllustration des densités conditionnelles

et le chiffre E{B|R = V,Z} correspond au gain de la banque calculé au moyen de forrdidetialisation
tenant compte des conditions du crédit (intérét, typeedgboursement, . ..), du colt de I'argent immobilisé que
la banque doit assumer, et est évidemment proportionnmlcatant du crédit. D'autre part, le terni& 5|R =

F, T} est quant & lui un “bénéfice” négatif.

Par conséquent, le crédit sera alloué si

—E{B|R = F,T}
E{BI[R =V,I} — E{B|R = F, I}’

E{B|Z} >0 P(R=VI|I) > (4.29)

et le probléme se raméne donc essentiellement au calcBl(®e = V|Z) et a la comparaison de celle-ci a
un certain seuil;,R étant une variable discrete tun ensemble de variables dont en général certaines sont
discretes et d’autres continues. Nous verrons au coupprBatissage automatique que les méthodes utilisées
par les banquiers se fondent essentiellement sur une apyaton deP(R = V|Z) obtenue a partir de bases de
données des clients antérieurs de la banque et grace&@hwodes d’apprentissage.

Notons que nous avons utilisé la notation explidRe= V ouR = F pour bien mettre en évidence le
conditionnement sur des valeurs prises par la v.a. ds@&e8elon notre convention, la notatigiiZ| R ) désigne
en effet une fonction & deux arguments définie par

[ f@R=V)siR=V
JAR) = { fIR=F)SiR=F - (4.30)
et f(Z,R) est définie par
F(ZIR)P(R) (4.31)

oU R peut désigner soit la valelif soit la valeurF'.

Cette remarque étant faite, illustrons ces idées gragignt pour un cas simple @use réduit a une seule
variable numérique (disons un chiffre magique obtenu enldoant les difféerentes informations selon une for-
mule pré-établie) et faisons I'hypothése que cetteabde est continue. La figure2 représente graphiquement
la situation, en terme des densités de probakfili®), f(Z|R = V), f(Z|R = F) et la probabilité conditionnelle
P(R =V|I).

Notons qu’a la figuret.2 les distributions conditionnellef(Z|R = V) et f(Z|R = F') sont gaussiennes,
de moyennes et de variances differentes. On suppose denlegjlbons et les mauvais clients présentent des
valeurs assez differentes de notre variable “magique”a®©galement supposé qu’a priori dans la population qui
s’adresse aux banques pour obtenir des crédits on a la m@pertion de bons et de mauvais clients, ce qui se
traduit par I'égalité des probabilités a prid?f{R = V) et P(R = F'). On a,

f(T) = f(ZIR = V)P(R = V) + f(Z|R = F)P(R = F), (4.32)
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et la probabilité a posteriof?(R = V|Z) représentée sur la partie inférieure de la figluteest obtenue par la
formule de Bayes
AR =V)P(R=V)

PR=V|T)= , 4.33
(R=VIT) e (433)

et on voit qu’elle vaut 0.5 au point de croisement des troiglees du haut, c’est-a-dire au point ou,
f@)=[fZIR=V)=fIIR =F), (4.34)

parce que les classes sont a priori équiprobables.

Sur la partie inférieure de la figure on aillustré la redgedécision du banquier par un seuil supposé indépendant
de Z (ce qui n'est pas nécessairement vrai en pratique comnessbrt des formules générales indiquées ci-
dessus). L'ensemble des valeursidgour lesquelles le crédit est alloué est I'intervalleiqued sur la figure.

(Suggestion : trouver I'expressioregerale en fonction d&°(R = V), de la relation entref (Z|R = V) et
f(ZIR = F) au pointal P(R = V|Z) = seuil.)

4.2.2 Deux variables X et )’ conjointement continues

Nous disons que les variables aléatoifeset ) sont conjointement continues, s'il existe une fonctjbny

(appelée densité conjointe) telle que,b € R : Fx y(a,b) f f_ fxy(x,y)dzdy. Dans ce cas, les
deux variables sont continues, et leurs densités maﬁgarml conditionnelles existent aussi et s'obtiennent par
analogie au cas discret, de méme que leurs espérancemates conditionnelles.

En particulier on a (en évitant de diviser par zéro)

~ [ Festendy et fy) = [ frypds (4.35)
R R
~ fay(xy) ol = fxy(z,y)
fle(y|z) - fX(w) et fXD}( |y) fy(y) ) (436)
E{ylfc}Z/yfyw(ylx)dy et V{ylfc}Z/(y—E{ylﬂc’})2 fyix(yle) dy, (4.37)
E{le}=/xfmy(fc|y)dw et V{le}Z/(fc—E{le})2 fxy(zly) dz, (4.38)

et les formules de Bayes

Fxpy(ly) fy(y)

fy\x(y|$)fx( )
fx(z) '

fy|X(y|17) = fy(y)

et fap(zly) = (4.39)

Conditions d’existence. Dans le cadre de ce cours, on peut se contenter de I'infasmatiivante : sj)
est une variable aléatoire réelle, efsiest une variable aléatoire soit discréte, soit a valdarsR?, alors il est
permis de conditionneR et donc) par rapport &t localement. De plus, t{)} existe alors il existe une v.a.
aléatoire “espérance conditionnelle” qui satisfait la@oréme de I'espérance totale. Enfini/’§()'} existe, alors
la variance conditionnelle existe aussi, et cette v.asfgditialors aussi au théoréme de la variance totale.

Cas général. Pour une présentation rigoureuse de la notion généeadiedsité de probabilité conditionnelle,
et d’espérance et de variance conditionnelle, et de leamslitons d’existence, nous renvoyons le lecteur a
'ouvrage [Bil79]. La référence Fap9( en discute les implications utiles dans certaines apipdicg, lorsqu’on
est amené appliquer le conditionnemment a des v.a. qugles, ni continues ni discretes.

4.2.3 Covariance, coefficient de corrélation, et régression linéaire au sens des moindres
carrés

Rappelons qu’on définit la covariance de deux variablestalfes réelles par

cov{X; Y} = E{(X — E{X})(Y — E{V}) = E{XYV} — E{X}E{V}.
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Notons que si la variance de I'une au moins des deux variasiesulle, alors col¥’; Y} = 0 (voir section
4.3.9.

Lorsque les variances des deux variables sont strictenomitives, on définit le coefficient de corrélation
linéaire de deux variables de la maniére suivante.

Coefficient de corrélation linéaire

Le terme de coefficient de corrélation linéaire utilisupdésigner cette grandeur est expliqué dans la suite de
cette section. Il s’agit d’une grandeur symétrique tomnote la covariance : ongy.y = py.x. Onalpx.y| <1,
etsiX =), px,y = 1(voir4.3.4.

4.2.3.1 Régression linéaire au sens des moindres carrés

Considérons deux variables aléatoires réelles cotgiant continues et de densité conjoifitey, et posons le
probléme de prédire la valeur g&a 'aide d’'une fonction affine d&.

Il s’agit donc de trouver les constantest b telles que la variabl€ = a 4 bX soit en un certain sens la plus
proche possible de la varialj& En d’autres termes, nous souhaitons que les valeurs deddle) — Z soient
aussi petites que possible en valeur absolue.

Pour préciser cet objectif, définissons I'écart quaduetmoyen entre la variablg et la variabl€) en fonction
dea etb par

A
MSE@) 2 [ [ (o= ol o) dody = B - 22, (4.40)
RJR
Notons que cette fonction est bien définie quelles que stasivaleurs de etb si et seulement si a la foi% et
Y sont de variance finie. Nous allons donc supposer que c’easldans ce qui suit.

La fonction M SE(a, b) est positive ou nulle mais non bornée supérieurementretntonent dérivable par
rapport a ses arguments. Elle admet par conséquent umminiglobal. Nous souhaitons alors trouver des
valeursa etb dansR qui réalisent ce minimum global. A 'optimum on doit avoir

OMSE(a,b) 0, (4.41)
da
OMSE(a,b)
o = 0. (4.42)
Ona
I 2
Oy —a—b)” = —2(y—a—bx), (4.43)
da
IS 2
Oy —a—ba)” = —2(y—a—bx)x, (4.44)
0b
et en passant la dérivée sous le signe d’intégration @rddac avoir:
WSTZ(“’&’) = —2(B{Y}-a—bE{X}) =0, (4.45)
%fi(“’b) = —2B{YX} - aB{X} - bE{X?}) = 0. (4.46)

On tire, apres quelques manipulations
E{XY} — E{X}E{)} _cov(X;))

'S TRy v @
o = E{y}—bE{X}:E{y}—%E{X}. (4.48)

Ces valeurs sont bien définies de facon univoque, puisgadagvariance de la variablg est strictement non
nulle et finie. En effet, par hypothése est de variance finie; comme de plus nous avons supposé& eig’
sont conjointement continued, est aussi continue et par conséquent sa variance ne peaude.
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Discussion. Lorsque les variable& et) sont d’espérances nulles, ces formules se simplifient cosuit:
E{XY} couX;))

b = BT VA (4.49)
a = 0. (4.50)
Lorsque les variables sont aussi de variance égale a 1dempks
b = proy. (4.51)
On déduit de ce qui précéde que
Z=py+ px;y@@ (4.52)

est la meilleure approximation au sens des moindres cder®gpar une fonction affine d&’.

Comme la meilleure approximation au sens des moindregsae)’ par une fonction quelconque de la
variableX’ est la variablez = E{)|X'}, on déduit que sE{)|z} varie de facon affine aveg alors la formule
(4.52 exprime aussi la variablE{ )| X'}.

Exemple 5. Scores simultanés aux examens de deux cours. Nous considérons I'ensemble des
étudiants qui sont amenés a suivre pendant un méme serdesx cours a I'Université, dans le cadre des études
d’'ingénieur en deuxieme année du bachelier. Le prenuarsest un cours plutdt théorique et le second est
un cours plutdt pratique. Nous désignons gafrespectivemend’) la note obtenue par un de ces étudiants
dans le premier cours (respectivement dans le second geasshotes sont comprises dans l'intervlle20).
L'ensemble? est composé des étudiants inscrits aux deux cours powanurée académique donnée, disons qu'il
y en a 200. Nous voudrions étudier les relations entre les detes obtenues par un étudiant.

Nous proposons le modele suivant pour étudier ce problé@inaque étudiant décide d’allouer une quantité
de travail totale] pour préparer les examens des deux cofirest un entier situé entreet 10 (inclus) et nous
supposons que la distribution de cette variable est undorthy a quatre types d’étudiants, a savoir ceux qui
ont bien aimé le cours théorique mais pas le cours prafitype A), ceux qui ont bien aimé le cours pratique
mais pas le cours théorique (B), ceux qui ont bien aimé éxdC), et ceux qui n'ont aimé aucun des deux
(D). Nous considérons, de facon idéalisée, que le faitalfeaimé ces deux cours ou non n'a pas d'influence
sur la quantité totald” de travail allouée par un étudiant pour préparer les exantes deux cours, mais que
cela joue sur I'allocation de cette quantité totale dedilaantre les deux cours. Nous désignonshaia partie
allouée pour le premier cours &} celle allouée au second, avec dohe+ 7y = T, et nous supposons qu’un
étudiant qui aime bien un cours mais pas un autre, congagner unité de travail en moins pour le cours qu'il
n'aime pas que pour le cours qu’il aime bien, et qu'un émdgui n'a pas de préférence consacrera la méeme
qguantité de travail aux deux cours. Enfin, nous supposoadajuote obtenue par un étudiant dans un cours
(disons la valeur d&’, s'il s'agit du premier cours) est directement liee a lawité de travail qu'il a allouée
pour le préparer (et ne dépend donc pas du fait qu'il I'adugas, une fois que cette quantité de travail allouée
est connue), ce que nous exprimons par les formiles 7 + 2Ty + Z; ety = 7+ 2Ty + Z5 00U Z; et 25
sont des variables aléatoires entieres uniformes$-surl] indépendantes et indépendantes des autres variables
aléatoires introduites(, ¥, 7) et du profil de I'étudiant4, B, C ou D).

On considere I'expérience aléatoire qui consiste asthon étudianty au hasard parmi les 200 inscrifs(w)
désignant sa cote obtenue dans le premier cou&ej celle qu'il aura obtenue dans le second codré&y)
désignant la quantité de travail qu'il a allouée powtide des deux cours, B{w) son profil de préférences
(A, B,C ou D). Dans cette expérience, tous les étudiants inscritglaux cours ont la méme probabilité d’étre
choisis.

On demande de calculer les valeurs moyennes et les varidaseariablest, ), T, les espérances condi-
tionnelles det’ étant donné@’ (et de) étant donnéel), la covariance de&’ et de) et la régression linéaire de
X en fonction de€) (et méme chose pogf en fonction det’) et de discuter les résultats obtenus. En particulier
nous voudrions savoir si la régression linéaire est dangrobleme une bonne approximation de I'espérance
conditionnelle.

On suppose ensuite que I'on peut aussi observer la varfalpeut-étre en demandant aux étudiants combien
de temps au total ils ont consacrés a I'étude des deuwsc@ans ce cas, il est intéressant d’étudier la relation
entre la variableZ = X + ) et la variable]. Que peut-on conclure de cette étude ?
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Enfin, si on connaissait aussi le profil de I'étudiant (typeB, C' ou D) que pourrait-on dire de I'espérance
conditionnelle det — ) étant donné&, pour un de ces profils ?

Larésolution de cet exercice fait appel a plusieurs matiatroduites précédemment et peut notamment servir
a vérifier que ces notions sont assimilées a ce stades Almns choisi volontairement de le formuler dans le cas
discret, de facon a éviter des embiiches potentiefles la la manipulation de variables continues.

4.3 e SYNTHESE GEOMETRIQUE DU PROBLEME DE REGRESSION

Dans cette section nous présentons de maniére trésajért plus rigoureuse les idées introduites une premie
fois a la sectiont.1.4dans le cas d'un espa€kfini. Nous devons pour ce faire introduire un certain nomtare d
notions mathématiques nouvelles, dont I'assimilationt@gre difficile au premier abord. Comme ces notions
sont importantes pour la suite, nous recommandons une @refeicture approfondie, puis une seconde lecture
apres avoir assimilé les autres notions introduites dartours.

4.3.1 Espace de variables aléatoires a valeurs réelles

Partant d'un espace de probabilif¢, £, P), on définit 'ensemble, comme suit.

Fq est 'ensemble des fonctioris, Br) mesurables. I

Dans cet ensemblg;, on définit la notion “d’égalité presque stirement” par

Egalité “presque slirement”

X2 Y e P(X(w) # VW) =0. (4.53)

Cette relation est une relation d’équivalence, c’edira-qu’elle est
m partout définie suirg x Fq,

m réflexive VX € Fq : (X =y X),
m symeétrique ¥X,) € Fo (X = y) = (y = X),
m ettransitiveVX,), Z € Fo : KX =4 y) A (y = Z)] = (X =4 Z) .

Pour étre rigoureux, nous devons considérer dans la kefitsemble des classes d’équivalence induites par la
relation d’équivalencé=" sur Fo. Une telle classe d’équivalence est un sous-ensemblél@anaximale deFy,

tel que tous ses élements soiéat deux & deux. L'ensemble des classes d’équivalence dgfirr une relation
d’équivalence sur un ensemble définit une partition deensemble en sous-ensembles. On appelle I'ensemble
de sous-ensembles résultangletient de I'ensemble de départ par la relation d’équivalencetdtte rigueur,
nous devrions le noter pd?Q/p.:s. afin de le distinguer formellement de 'ensemfle. Pour alléger les notations,
nous utiliseronsrg, indifferemment pour désigner & la fois I'ensemble dpatéet sont quotient par la relation
d’équivalence, et nous insisterons sur le fait que nousidénons ces classes d’équivalence de variables a&sato
“presque siirement” égales, aux endroits ou cela esbpppr

Notons que deux variables presque slirement égales slistiiguables d’'un point de vue pratique.

4.3.2 Espace de Hilbert des variables aléatoires de carré intégrable sur ()

Mathématiquement, la notion d’espace de Hilbert est wreerglisation de la notion d’espace euclidien (i.e.
similaire aR™). Il s’agit d’'une structure mathématique qui marie intment la notion d’espace vectoriel linéaire
avec la notion de projection orthogonale et de convergeersesdites. Nous allons montrer comment cette
structure est construite pour étudier les variabledaii@s a valeurs réelles définies sur un espace de pid@babi
guelconque. Nous recommandons la réferengef179 au lecteur intéressé par la construction de structures
mathématiques telles que les espaces de Hilbert.
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4.3.2.1 Espace linéaire L} des variables aléatoires de carré intégrable

Nous considérons maintenant le sous-ensemblggd’élementst’ tels queE{X?} soit finie (nous dironst
est de carré intégrable, ce qui implique qugX'} est aussi finie), et désignons gz le sous-ensemble suivant :

L'espace lingaire L est I'ensemble des classes d’équivalence induites pagldgion = sur le sous
ensemble de variables aléatoires de de carré integiéblges suf, £, P).

Notons que sE=aX + b)Y et queX et) sont de carré intégrable, alafsl'est aussiya, b € R; de plusil en
est alors de méme de toutes les v.a. qui sont “presque stiteégales & et toutes ces variables partagent la
méme valeur de leur espérance et de I'espérance de leér Ces fonctionnelles (espérance et variance) peuvent
donc étre appliquées indifferemment aux éléments#leu a I'une quelconque de leurs variables aléatoires.

Lensemblel?, est bien donc usous-espace |grirede I'espace de variables aléatoires définiessulous
restreignons la suite de notre discussion a ce sous-espace

Le vecteur nul de L correspond a I'ensemble de variables aléatoires presiipeenent nulles; il est désigné
par0q,.

On a évidemmenk{(0g)?} = E{(0q)} = 0, etvX € L : X = X + 0q.

4.3.2.2 Droite des constantes L7

Le sous-ensemble de? des variables constantésX( & une variable aléatoire constante) est un sous-espace
linéaire deL?, de dimension égale a 1: cet ensemble contient toute caisbinlinéaire de ses éléments, et tous

ses élements soRE™ a un multiple de la variable aléatoitg, qui vaut 1 partout suf). 1 constitue donc une
basede dimension 1 de cet ensemble. De faitY'sest p.s. constante, alats ™= E{X}1q.

On note ce sous-espace ;i&(l, et on I'appelle “droite des constantes”.
Evidemment(q € L7,.

La figure 4.3 représente sous la forme d’un diagramme de Venn les retaBatre les sous-ensembles de
variables aléatoires qui viennent d’'étre introduits.

Fa

L
L2

Figure 4.3: Relations entre les sous-ensembles de vasialélatoiresFq,, L2, L? et I'élement nuDg.
y HO Hlg

4.3.2.3 Sous-espace linéaire L3 des fonctions d’une variable X

Plus généralement, & € L%, nous désignons pdr? le sous-ensemble de?, des éléments qui peuveht
s'écrire sous la forme d’une fonction de la varialife 1l s'agit de toutes les fonctions d& de carré
intégrable.

L3 estun sous-espace linéaireldgg, car il contient toutes ses combinaisons linéaires, jgi$g combinaison
linéaire de fonctions de carré intégrabledest aussi une fonction de carré intégrabléte

Notons qu’en particulierL.3. contient (quelle que soit’ € L3) toutes les variables aléatoires constantes
(puisque toute variable aléatoire constante peut-&tcete comme une fonction d€). On a dont‘L%Q c L%.
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Si X est une variable aléatoire constante, dita= L? _, de dimension 1.

1o
Plus généralement, st est une variable aléatoire discréte prenant un nombrgdisonsm) de valeurs
differentes suf), alorsL?. est de dimensiom. En effet, si{x1, ..., z,, } sontlesn valeurs deY, supposées de

probabilité non-nulle, on peut écrifé sous la forme
X(w) = i xilx, (w), (4.54)
1=1
avecX; = {w: X(w) = a;} et P(X;) > 0,Vi. On voit que toute fonction d& peut alors s’écrire sous la forme
V(w) = iyilXi (w), (4.55)
i=1

et que toute variable qui s’écrit sous cette forme est unetfon deX'. Il en résulte que, puisque les sont tous
differentsetqué_"" , P(X;) = 1,0na

VE0oeVi=1,...m:y, =0, (4.56)

autrement dit, les variables aléatoifdsy, , ..., 1x,, } sont linéairement indépendantes et forment une base de
dimensionm de I'espacel3.. Evidemment, sin = 1, X est une constante et on retombe gy .

Réciproquement, di%. est de dimension finie, alofs est p.s. égale a une variable aléatoire ne prenant qu’'un
nombre fini de valeurs differentes r

Dans tous les autres cak? est donc de dimension infinie. La dimension B& résume la richesse de
l'information fournie parX’ surw. Par exemple, sV est une fonction d&” alors la dimension déﬁ, est au plus
égale a la dimension d&..

On peut étendre ces notions en définissant les sous-esfiage L 5, - etc. deLg composés des variables
aléatoires (de carré intégrable) qui peuvent s’éaim@mme une fonction de deux, trois, etc., variables alésgoi
On aen généralim(L3) < dim(L% y) < dim(L% y z) < etc.

Enfin, terminons cette discussion sur la dimension des esp#e variables aléatoires, en remarquant que si
Q est un ensemble fini, deardinalité égale am, alors toutes ces dimensions sont inférieures ou égales
conformément aux idées introduites a la secticdh4

4.3.2.4 Sous-espace linéaire Lgﬁ(x) des fonctions affines d’une variable X’

L'ensemble de variables aléatoires qui peuvent s’ésioies la forme d’une fonction affine d’une varialgle
X (i.e. sous laform@ = a + bX, aveca, b € R) est aussi un sous-espace linéaird.ge Nous notons ¢
sous-espace pirgﬁ(x). Il contient la droite des constantes et est inclus dzps

La figure4.4indique les relations entre les ensembles de variablaso@és que nous venons d’introduire.

Figure 4.4: Relations entre les sous-ensembles de vasial#latoired.s,, L%, Ly v). L1, et 'élement nubg.
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Si X est une variable aléatoire constante, abjfﬁx) = L%Q (de dimension égale a 1). $i est une variable

aleatoire de variance non-nullbgﬁ(x) est de dimension deux, et est composé de I'ensemble desrwistins
linéaires des vecteurs, et X’ qui sont alors linéairement indépendants. Ceci est ggapgment illustré a la
Figure4.5(NB: cette figure anticipe sur la notion de projection orthiogle définie un peu plus loin).

X — BE{X}1q X

L3, 0o E{X}1q
Figure 4.5: Projection d’une variablé de variance non-nulle sur la droite des constam@is Le plan formé
par la droite des constantég, et la variableX’ constitue 'espacézy . SIV{X'} = 0, Ly o se reduitali,,

Nous considérons aussi dans la suite le sous-espacedideanultiples de la variabl&, c’est-a-dire le sous-
ensemble notéﬁn(x) deL? des variabled’ s’écrivant sous la formg = A\X. Il s’agit d’'un sous-espace linéaire

de dimension 1 dé&2 pour autant queél’ # 0Oq,.

4.3.2.5 Produit scalaire, norme, orthogonalité et convergence des suites, complétude

On définit par
(X, 9) = B{xY}, (4.57)

le produit scalaire entre deux variables aléatoires.

Cette quantité est bien définie (et finie) 4§y, et vérifiel'in égalité de Cauchy-Schwarz
(X, ) < (X, 2000, ), (4.58)

I'égalité étant vérifiée si et seulementiet ) sont linéairement dépendantes, c’est-a-dire si I'ugedakeux peut
s’écrire sous la forme d’un multiple de I'autre.

Le produit scalaire ainsi défini, est une forme symeétrjqiest-a-dire que

(X, V)=, &) (4.59)
et bi-linéaire, c’est-a-dire que
(X, a1 + Vo) = a(X, V1) + B(X, Do) (4.60)
et aussi
(aXy + X, Y) = a(X1,Y) + (X2, )). (4.61)

Par définition deux éléements dg, sontorthogonauxsi leur produit scalaire vaut zéro.

La Figure4.5, ci dessus, montre la décomposition d’une variablen deux composantes, respectivement par-
allele et orthogonale &,. On a en effet

(1g,X — E{X}1q) = 0. (4.62)

Par extension, on dit que deux sous-ensembles (ou bien desxespaces) et B de L sont orthogonaux,
s'ils sont composés d’éléements deux a deux orthogonaexsiV(X,)) € A x B : (X,Y) = 0. Par exemple,
la Figure4.5suggere que les sous—espab%§ et 'ensemble des variables aléatoires multiples’de E{X}1q
sont orthogonaux, ce qu’on peut vérifier en constatantyue)s) = 0,V = Mg, V)s = p(X — E{X}1q).
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Le produit scalairé-, -) induit la notion de norme sut2, par

1] = V(X X) = VE{X?} = [0} + k. (4.63)

On al||X|| > 0, I'égalité étant obtenue si et seulement’st=" 0¢; || 1q| = 1, et||0q|| = 0.

Sur la Figuret.5on voit que le carré de I'hypoténuse du triangle rectafmimé parg, X et E{X }1q vaut
la somme des carrés de ses cotés, c'est-amfire®} = u3 + o%.

La norme|| - || induit la notion de distance entre deux élémentd.gepar
d(x,y) =[x =Y. (4.64)
Cette distance vérifie I'inégalité triangulaire (cegsience de I'inégalité de Schwarz), c’est-a-dire

Ad(X,Y) < d(X, 2)+d(Z,D). (4.65)

La notion de distance permet de définir une topologielgyrpar la notion de boule ouverte centrée sur un
élement quelconque de?, qui permet a son tour de définir la notion de sous-ensemhblerbL?, (un ensemble
qui contient une boule ouverte centrée autour de chacuesiélaments) et de sous-ensemble fermgiléceux
qui sont les complémentaires daiis d’un sous-ensemble ouvert). La notion de distance pernsst de définir
la notion de convergence des suites d’élementsxle

On démontre que dansy, toute suite de variables aléatoires qui est de Cauchy,ecgawers une variable
aléatoire deL? (une suite de Cauchy est une suite dont les éléments sifscdsviennent de plus en plus
proches). Un espace qui possede cette propriété esteafgsmace complet”. Si cet espace complet est un
espace linéaire normé on dit que c’est un espace de Ba&adth.norme de I'espace de Banach est induite par
un produit scalaire, on dit que c’est @space de Hilbert L est donc un espace de Hilbert. Les propriétés
des élements des espaces de Hilbert sont le fruit dedeetwnjointe des notions de combinaison linéaire, de
projection orthogonale, et de convergence.

De fagon essentielle, le fait que I'espalcg est un espace de Hilbert implique que si la suitede variables
aléatoires dd.} est telle que la série des normes converge, i.e.

> X < oo, (4.66)
k=1
alors la suite des sommes partielles définie par
A n
yn = Z Xk (467)
k=1
converge vers un élement dg,.

4.3.3 Notion de projection orthogonale

Nous définissons la notion gieojection orthogonaled’un éléementy € L2 sur un sous-espace liné
de L% comme étant I'element d& le plus proche d& au sens de la mesure de distaddaduite par |
produit scalaire.

On montre, conformément a 'intuition, queBiest la projection orthogonale @ésur un sous-espace linéaire
LdelL? ,alors(X,Y — Z) = 0 quelque soitt’ € L (et en particulielZ).

On a les résultats généraux suivants :

m Lavariable
Z 2 E{V}Mg = (V,10)1q (4.68)
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est la projection orthogonale désurLQQ, dont le vecteur de base dsf; on a bien

(2, -2) = (E{V}1q,Y) — (E{V}1q, E{V}1q) (4.69)
E{V}(10,Y) — (E{¥})*(1a, 1a) (4.70)
E{Y}* - E{y}*=0. (4.71)

La formule de Kdnig-Huyghens démontrée ci-dessousigmplqu’il n'y a en effet pas d’autre v.a. constante
qui soit plus proche dg.

m Sj X est de variance strictement positive, la variable

X —(X,1q)la > X — (X, 1a)lq
X = (X Lo)loll /X = (X, 1a)1all

Z2 Y 10)l0+ <y 4.72)

est bien définie et représente la projectiomdergﬁ(X), carlesv.alg et % forment alors une
base orthonormée deflﬁ(x) obtenue par la procédure de Gram-Schmidt appliquée aulede v.a{lg, X'}
(comme aussi suggéré a la Figuré).

m Z = E{Y|X} est bien défini¢’ X', Y € L et représente la projection orthogonale)dsur L3; on a donc
(p(X),Y — E{Y|X}) = 0 pour toute fonctiony de carré intégrable d&. En particulier on &1q,) —
E{Y|X}) = 0 ce qui implique quey — E{)|X'} est de moyenne nulle, et donc que les variaBlest
E{Y|X} ontla méme espérance (théoreme de I'espérance;td&i®nstrations a la sectidn3.4.3.

4.3.4 Géométrie de L2 et de ses sous-espaces

4.3.4.1 Formule de Konig-Huyghens

Cette formule s’exprime comme suit.

Formule de Konig-Huyghens

B{(X = a)’} = V{X} + (E{X} - a).

Elle s'interpréte comme le théoréme de Pythagore applay triangle rectangl#, alq, F{X}1q de la figure
4.6. La variableE{ X'} 1, est en effet orthogonale & la variaBteet colinéaire avec la constanteg,.

X

L3, 0q E{X}1q alg

Figure 4.6: Formule de Konig-Huyghen&{ (X — a)?} = V{X} + (E{X} — a)?

On en déduit qu&{.X'} est la constante qui est la plus procheldau sens de la norme dg,, puisque si on
la substitue & dans I'équation précédente elle conduit au minimum kb@mal a la variance d&).
4.3.4.2 Coefficient de corrélation linéaire

L'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée aux variafes £{X'} ety — E{Y} donne

(X = B{x}, Y - E{¥})* < |[|X¥ - E{X}PY - B} (4.74)
c'est-a-dire (4.75)
lcov(X; )| < oxoy. (4.76)
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L'égalité a lieu ssi¥ — E{X} = A(Y — E{)}), et se traduit par un coefficient de corrélation linéaire
cov(X; )Y
Py = Sov; ) (4.77)
Ox0oy

qui vaut+1. Les variablest et) sont dites (linéairement) non-corréléegsiy = 0, ce qui est équivalent a
I'orthogonalité des variable¥ — F{X} ety — E{Y}. Cette vision géométrique est schématisée a la figute

Lﬁn(X—E{X},y—E{y})

in(x—E{x})

Figure 4.7: Le coefficient de corrélation linéaire est ¢sious de I'angle formé par les variablés— E{X}
ety — E{Y}. Le plan schématisé sur la figure (orthogonal®) représente ici 'ensemble des variables
aléatoiresZ qui s’écrivent sous la formg = a(X — E{X}) + B(¥Y — E{Y}). Ce sous-espace linéaire est

NOeL{, v pray. vy}

4.3.4.3 Espérance conditionnelle et théorémes de I'espérance et la variance totale

Dans le contexte qui nous occupe dans cette section, ningsdéns I'espérance conditionneld Y|’} d’'une
variable aléatoir@’ € L3 par rapport a une variable aléatoite L2 comme la projection orthogonale ge
sur I'espace.?,, c'est-a-dire la fonction d& la plus proche d&’ au sens de la norme définie sig.

On montre que cette v.a. est bien définie, c’est-a-diriexiste bien un élément de%, qui réalise le minimum
de la distance ave¥. (Ceci est une conséquence du fait dife est un sous-espace fermé et contient donc les
limites de toutes ses suites convergentes.)

On montre également que cette notion est conforme auxiti@iismque nous avons données antérieurement, a
savoir dans le cas ou les deux variables sont discretes

E{Y|X}(w) = Zyij\X(yﬂx(w)), (4.78)

J

et dans le cas ou elles sont conjointement continues

E{Y|X}(w) = / Yy la()) dy. (4.79)

La définition générale de la notion d’espérance coaditelle dépasse le cadre de ce cours introductif.

La figure4.8illustre graphiquement la notion d’espérance condit@iedansl.?,. Sur cette figure on constate
que la projection d&{Y| X'} surL3 estE{Y}, en d’autres termes, on a

E{E{Y|X}} = E{D}, (4.80)
c’est-a-dire lehéoréme de I'esgrance totale
On voit également, sur la figure8 que le triangle formé par les v.a,, E{)} et E{Y|X} est un triangle
rectangle dont I'hypoténuse est le vectgur F{)}. On doit donc avoir
1Y =B =V{¥} = [EDX} - E{D}P+ Y- E{YIX}? (4.81)
= [|B{Y|X} = B{E{YVIX}}? + BE{(Y - E{Y|X})*}, (4.82)
V{E{Y|X}} + E{V{Y|X}}, (4.83)



4.20

Figure 4.8: Lespérance conditionnellé{)|X} est la projection orthogonale d¥ sur L3 et la droite
(Y, E{Y|X}) est donc orthogonale &3 et donc aussi &7, C L3. L'espéranceE{)} est la projection
orthogonale d@’ sur L3, et la droite(), E{}}) est donc orthogonale&? . Le plan indiqué en rose engendré

par ces deux droites est donc aussi orthogon&f & Par conséquent, la projection d&Y|X'} sur L7 est
E{Y}

ce qui est lehéoreme de la variance totale

4.3.5 Indépendance de variables aléatoires et rapport de corrélation

Puisquel’ {¥} < V{E{Y|X}} on peut définir la grandeur, appelée rapport de cortalaguivante :

Rapport de corrélation

2B VIEDIXY V{EQ|A})
WETVY VBRI + BV

Ce rapport est le carré du cosinus de 'angle formé parfabe ) — E{)} et le sous-espack?.. On a bien
entendu

0<n3y <1 (4.85)

Si 7735;3, =1, alorsE{V{Y|X}} = 0 (et réciproquement). Cela implique glieest (p.s.) égale a une fonction
deX.

Sing.y = 0, cela implique qué/{E{Y|X'}} = 0, ce qui veut dire qué{Y|X} est (p.s.) égale a une
constante. Dans ce cas on dit qieet X' sont non corrélées (ou indépendantes en moyenne), cestjein
particulier la cas si elles sont indépendantes au senspilaie du terme, mais la réciproque n’est pas vraie.

On démontre que l'indépendance de deux variables atéatdeL?, est équivalente a la non-corrélation de
toutes leurs fonctions (voir Figuee9, et lire la legende).

Au chapitre suivant, nous verrons que les variables digteb conjointement de fagon Gaussienne sontindépen-
dantes si et seulement si elles sont non-corréléesieraant. C’est un cas particulier trés important, maisil e
au moins aussi important de noter que cela n’est qu’un capiaer.
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Ly

Figure 4.9: Les variable&’ et) sont indépendantes si et seulement si les espaces deoftsic§j et L%, sont
“orthogonaux le long de la droite des constantgg”. L3 N L3, est alors la droite des constante}, et la
projection d’un point de.3, sur L3, appartient alors &7,, de méme que la projection d'un point dg, sur 3.
La projection d’un pointZ de L3 sur L3, (et aussi d’'un poinV de L3, sur L%) est donc une v.a. (constante)
appartenantd? , etla variablez — E{Z} est orthogonale &3,. Pour tout coupl¢Z,V) € L3 x L3, onadonc
cov(Z;V) =0

4.4 ENSEMBLES DE VARIABLES ALEATOIRES, CONSTRUCTION ET
EXPLOITATION DE MODELES PROBABILISTES

Dans les sections précédentes nous avons supposé questeuction d’'un modele probabiliste est effectuée en
définissant dans I'ordre un espace de probaliX&, P), puis en introduisant les variables aléatoires (questit”
observables et quantités dont on veut déduire des gt@gjicomme des fonctions (mesurables) définieSisur
Un fois que ces deux étapes sont réalisées, on peut aphsjaer les techniques d’inférence probabiliste qui
permettent de déterminer, lois marginales et conjoirttesd&ions entre ces variables aléatoires, sous la foene d
lois conditionnelles, et de calculer des approximationseattaines variables aléatoires en fonction d’autres.

En pratique cette approche globale est cependant souv@aialivoire impossible a mettre en oeuvre. En
effet, la situation plus courante est qu’on ne sait pas\valiae quelles seront les propriétés du systeme étudié
gu’'on devra exploiter pour résoudre le probleme congidét en particulier on ne sait souvent pas a I'avance
quelles serontles variables aléatoires qui seront ytidess sa résolution; comme le choix @, £, P) dépend des
quantités d’intérét & modeéliser, il n’est alors pas ptus possible de faire ce choix a I'avance. De maniers plu
embétante encore, méme si on peut déterminer pour uaumie modélisation donné I'ensemble fondameftal
(et une structur€), définir une mesure de probabiliféqui obéit a la fois aux axiomes de Kolmogorov et qui est
pratiquement réaliste est un probleme difficile.

Nous allons expliquer dans cette section une demarchemsgsitjue de construction de modele probabiliste
qui construit la loi conjointe des variables aléatoiregpdabléme, sans passer par la spécification explicite d’'un
ensemble fondament&l. Nous développons ces idées dans le cas particulierudagdes variables aléatoires
sont discretes et finies, afin d’alléger les notations efiahplifier certains calculs.
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X1 X Z |

0 0 0 1
0 0 1 0
X X

! 2 0 1 010

0 1 1 1

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 1

zZ
1\ %1 1 1 1 0
(@) V1 est une fonction des variablés , x>, Z; (b) Valeur de)y = f1 (X1, X2, 21)

Figure 4.10: Double pile-ou-face bruité : (a) relationtremes variables aléatoires et (b) fonctignqui définit
B!

4.4.1 Illlustration: “Double pile-ou-face bruité”

Le probleme du double pile-ou-face bruité est, comme f®usrrons, une abstraction du probleme général de di-
agnostic (diagnostic médical, diagnostic de panneg, &ous illustrons sur base de ce probleme la construction
de modeles probabilistes.

On suppose qu’on lance deux pieces, dont on ne sait obderxesultat qu'au travers d’un certain nombre
d’indications partielles et possiblement entachéegeles.

La modélisation du probleme nécessitera bien entendtrdtduction de deux variables aléatoires binaires
disonsX; et X,, relatives aux deux pieces, ainsi que d’autant de vasadfeatoires qu'il y a de quantités ob-
servables, disorn®}, ..., ),. Nous supposons que chacune de ces variables aléalbiest binaire et dépend
de I'une, ou de l'autre, ou des deux variablsainsi que d’une variable de change qui vaudral s'il y a erreur
dans I'observation e sinon. On suppose de plus que les deux pieces sont indépiesd et que les erreurs
d’observations le sont aussi et sont aussi indépendantsder de pieces; cela se traduit par I'indépendance
mutuelle des variables aléatoir&s, X», Z1,. .., Z,, et par le fait que chaque varialg est une certaine fonc-
tion fj deXl, Xo, Zj.

Nous commencgons par construire le modele dans une situatissi simple que possible, c’est-a-dire lorsqu’il
n'y a qu'une seule observation bruitée.

4.4.1.1 Construction, vérification et exploitation du modele (2, &, P)

Pour illustrer la situation, supposons que les pieces &guiibrées et que nous ne disposions dans un premier
temps que d’une seule observation, a savoir une indicgtionous dit si les deux pieces sont tombées du méme
coté, avec une certaine probabilité d’errpur 0.1. Cela peut se schématiser par le graphique de relatioas et |
table de vérité indiqués a la FigufelQ Dans ce modele, lorsqug, = 0, la valeur); = 1 (resp.); = 0)
indique correctement que les deux pieces sont tombée&cherndté (resp. ne sont pas tombées du méme coté).
Par contre, lorsqué&; = 1, la valeur de la variablg;, est erronée. Onadod(Z; =1) =p =0.1.

Pour modéliser ce probleme d'un point de vue probabjl@tgoeut choisir un espa€equi permet de définir la
probabilité de tous les événements pouvant étre émun moyen d’affirmations relatives aux valeurs des quatre
variablesX;, X», Z,,Y;. Les variables étant binaires, elles peuvent prendre @ali2d = 16 configurations
conjointes, ef) comportera dond6 éléments (un éléement pour chacune de ces configurati@msuite, apres
avoir associé a chacun de ces élements une des coniigs;akfaut définir les probabilités de chaque éléndmnt
Q, tout en respectant les hypothéses du probleme, a dasaimdépendances mutuelles des varialgsYs, Z1,
et le fait que la fonctiory; définit); en fonction des trois autres, le fait q@e vaut 1 avec une probabilijg et
gue les pieces sont équilibrées. Un tel modeéle esitdeta Table4.1; nous expliquerons plus loin comment les
valeursP(w) ont été calculées de maniére systéematique.
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w P{{w}) | X(w) Xw) Zi(w) N
w1 0.000 0 0 0 0
we  0.225 0 0 0 1
wsg  0.025 0 0 1 0
wyg  0.000 0 0 1 1
ws  0.225 0 1 0 0
wg  0.000 0 1 0 1
wy  0.000 0 1 1 0
wg  0.025 0 1 1 1
wg  0.225 1 0 0 0
wio  0.000 1 0 0 1
w11 0.000 1 0 1 0
w1z 0.025 1 0 1 1
w1z 0.000 1 1 0 0
W14 0.225 1 1 0 1
W15 0.025 1 1 1 0
W16 0.000 1 1 1 1

Table 4.1: Espace de probabilité et valeurs des varialdasadres pour le double pile-ou-face bruité

On peut se convaincre que le modele de la Tdblaespecte bien 'ensemble des hypothéses du probleme.
Par exemple, on peut vérifier que les variables respectentlés lois de probabilités postulées et la relation
déterministe entre les valeurs g et les trois autres variables:

® P(X;(w) =0) = 0.5 =somme des probabilites de aws (piece équilibrée).
B P(X(w) =0)=0.5 (w1 aws etwg awi2, piece équilibrée).

m P(Z(w) = 0) = 0.9 (somme des probabilités des réalisatiansws, ws, ws, wy, wig, w13, w14 qui corre-
spondent bien aux cas ou la valeurYereflete correctement si oui ou non les deux pieces sontéestdu
méme coté).

m Les configurations incompatibles avec la table de la Figurgb) sont toutes de probabilité nulle(, wy, we,
W7, W10, W11, W13, W16)-

On peut également vérifier que les relations d’'indépeodanutuelle postulées entre les variablgsXs, Z;
sont bien respectées par le modéle de la Takle

B P(X(w) =0A X3(w) =0) =0.250 = P(X)(w) = 0)P(X2(w) = 0) (la premiére égalité étant obtenue en
sommant les probabilités dg awy).

B P(X(w) = 1A Xy(w) = 0) = 0.250 = P(X) (w) = 1)P(Xa(w)

0), etc. etc.

B P(X)(w)=0A Z1(w) =0) =0.450 = P(X;(w) = 0)P(Z1(w) = 0), etc. etc.

L] P(Xl(w) =T /\XQ(CU) = T2 /\Zl(w) = Zl) = P(Xl(w) = $1)P(X2(w) = IL'Q)P(Zl(w) = Zl) que”es que
soient les valeurs; € {0,1}, 25 € {0,1},2, € {0,1}.

A partir du modele probabiliste de la Tablel, ont peut calculer la probabilité d’un événement quetpee
défini au moyen d’'une expression faisant intervenir leswal des variables aléatoires, simplement en sommant
les probabilités des lignes pour lesquelles cette exjpresst vérifiee. Par exemple on calcule:

m PO =0)=05=P0Or=1),
m PV =0,& =0)=0250=P() =1,X =0),
m P =0, =1)=0250=P; =1,& =1),
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ce qui nous indique aussi qd& L Xi; on peut vérifier de la méme maniere gue L As.

Enfin, on obtient les probabilités conditionnelles d'w@gement conditionnellement & un autre événement en
calculant la probabilité conjointe des deux événementelle du second, et en divisant ensuite la premiére par
la seconde. Par exemple, on obtient ainsi

B PV =0]X =0A X, =1) = 3222 = 0.900,

PV =0[X =1AX, =0) = g2 = 0.900,

m P =0[X =1AX =1)= 3025 =0.100,

ce qui reflete bien la probabilité d’errepie= 0.1.

4.4.1.2 Modélisation directe et exploitation de la loi conjointe Px, x, z,,y,

Linformation contenue dans la Tabfel est équivalente & la description de la loi conjoiftg v, z,.y,, c’est-
a-dire la donnée des 16 nombt®sg, v, z,,y, (%1, %2, z1,y1) avecxy, x2, 21, y1 € {0, 1}.

Sans passer par la définition de I'esp&fe&, P) on peut construire directement cette loi en introduisant
progressivement les hypothéses du probleme, de la nessud&ante.

Premiérement, on exploite les informatistaicturellesdu probleme:

PXl.,XQ.,Zl.,yl(ifla!E2,217y1) = le,Xz.,zl(fEhfL’mZl)Pyl\Xl,zz,zl(yﬂxh332721) (4.86)
P, (21) P, (22) Pz, (21) Py, |1, 2,2, (1|71, 22, 21) (4.87)

ou nous avons tiré profit de I'indépendance mutuelle @emblest;, X, Z;, pour remplacer leur loi conjointe
Px, x, z, (1,22, z1) par le produitPy, (x1) Py, (z2) Pz, (21) de leurs lois marginales.

Deuxiemement, on exploite les informatiaqsantitativesdu probleme:
m Py (r1) =0.5,Vz, € {0,1} (premiere piece équilibrée)
B Py, (z2) = 0.5,z € {0, 1} (seconde piéce équilibrée)
m Pz (0) =0.9etPz (1) = 0.1 (probabilité d’erreup = 0.1 associée a I'observatiQn )

" Py x,zz (W1lr1,22,21) = 1siys = fi(z1,22,21) €t Py |x, 2z, z (y1|21,22,21) = 0 sinon (f, étant
exprimée a la Figuré.1Qb)).

Mises ensemble, ces informations structurelles et qudings permettent de construire sans difficultés la Table
4.2 exprimant la loi conjointe, et qui contient essentielletlanméme information que la Tabiel

La loi conjointe ainsi obtenue est unique et obéit par goieibn aux hypothéses du probleme. On peut
I'exploiter pour obtenir les lois conjointes de n'imporiggf sous-ensemble de variables modélisées. Par exemple,
on peut obtenir la loi conjoint€x, v, y, en éliminant par marginalisation la variatfg de Py, x, z,.y,:

P, 2, 3, (01, 02,91) = Z P, 25,203, (%1, 02, 21, 41). (4.88)
216{0,1}

Cette loi conjointe est représentée a la Tabk La derniére colonne est calculée par marginalisatiofaeant
derniére colonne est donc donnée par

PX1,X2,:V1 (171,1'2, yl) _ PXl,X2,y1 (171,.1'2, yl) (4 89)

P x1,%9) = =
miazlene) = =g P, (1) Py (22)
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x1 w2 2 Y1 | Pv, Px, Pz, Pyxoa.z | Prx.zom
0O O 0O 005 05 09 0.0 0.000
0O O O 1105 05 09 1.0 0.225
0O O 1 0105 05 0.1 1.0 0.025
0 0 1 1105 05 0.1 0.0 0.000
0O 1 0 005 05 09 1.0 0.225
O 1 0 1105 05 0.9 0.0 0.000
O 1 1 005 05 0.1 0.0 0.000
0 1 1 1105 05 0.1 1.0 0.025
1 0O O O0}]05 05 09 1.0 0.225
1 0O O 1105 05 09 0.0 0.000
1 0 1 01]05 05 0.1 0.0 0.000
1 0 1 1105 05 0.1 1.0 0.025
1 1 0 005 05 09 0.0 0.000
1 1 0 1105 05 09 1.0 0.225
1 1 1 005 05 0.1 1.0 0.025
1 1 1 1105 05 0.1 0.0 0.000

Table 4.2: Construction dBx, x,,z,,y, produitdePx,, Px,, Pz, et Py, |x, x, z,

z1 ®2 y1| Py, Prv, Pyjx.x | Py

0 0 005 05 0.9 0.225
0 0 105 05 0.1 0.025
0 1 0]05 05 0.9 0.225
0 1 1]05 05 0.1 0.025
1 0 01]05 05 0.9 0.225
1 0 1105 05 0.1 0.025
1 1 01]05 05 0.9 0.225
1 1 1|05 05 0.1 0.025

Table 4.3: LoiPy, x,,y, Obtenue par marginalisation dg8 dansPx, x, z,y,

Un autre fagon de calculd?y, | v, x,, directement a partir de la Table2 est la suivante:

Py v, xvilen,aa) = Y Pz oy aa (2o, 22) (4.90)
216{0,1}

= > Pzixv.xw(zlrn,2)Pyx a2, (1], 22, 21) (4.91)
216{0,1}

= Z Pz, (21) Py, | xy x5,2, (1|71, T2, 21). (4.92)
216{0,1}

4.4.1.3 Enrichissement progressif du modele

Aprés avoir construit la loi conjoint®y, x, =z, y, puis inféré la loiPy, v, y, par marginalisation, voyons com-
ment enrichir cette derniere en introduisant de nouvebesbles, si possible sans recommencer tout a zéro.

Pour illustrer cela, supposons que nous pouvons maintenest disposer d’'une seconde observation, que
nous désignons pay,, et qui nous donne une information (bruitée, avec un taexrdurp’ = 0.2) en ce
qui concerne le coté sur lequel est tombée la premi@eepiNous supposons que I'erreur de mes@ig €st
indépendante des autres variables du probleme et queeledtion ne perturbe pas les relations entre celles-ci.
Pour aller directement au but, nous ne souhaitons pas césteifintroduire explicitement dans le modele les
variablesZ; et Z, indiquant s’il y a erreur de mesure au niveaudeet/ou))s.
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8
-
8
N
<
s

v2 | Pryxoy Py, | Pryxoy, m

0O 0 0 O 0.025 0.800 0.020
0O 0 0 1 0.025 0.200 0.005
0 0 1 0 0.225 0.800 0.180
0 o0 1 1 0.225 0.200 0.045
0o 1 0 0 0.225 0.800 0.180
0O 1 0 1 0.225 0.200 0.045
0 1 1 0 0.025 0.800 0.020
0 1 1 1 0.025 0.200 0.005
1 0 0 O 0.225 0.200 0.045
1 0 0 1 0.225 0.800 0.180
10 1 0 0.025 0.200 0.005
10 1 1 0.025 0.800 0.020
11 0 O 0.025 0.200 0.005
1 1 0 1 0.025 0.800 0.020
1 1 1 0 0.225 0.200 0.045
1 1 1 1

0.225 0.800 0.180

Table 4.4: Construction de la loi conjoini&,  x, .y, y, produit des l0isPx, x,,y, et Py, x,

Nous voulons donc construire la iy, v, y, y, & partir de la loiPx, v, y, et des nouvelles hypothéses
concernand’,. De facon générale on a évidemment

Py 2, 30,3 (01, 02,91, Y2) = Pay x, 3, (21, T2, Y1) Py, 2y, 200,30, (Y221, T2, 91). (4.93)

Comme notre prise de mesure n’influence pas le comporteresniediables déja modélisées, nous pouvons dans
le second membre de cette équation réutiliser l&?gi v, y, préecédemment déterminée. Il ne reste donc qu’'a
construire la loi conditionnell®y,| x, x,y, -

Montrons d’abord que suite aux hypothéses concernantsaire®,, on a

Pyz\X17X27y1 (y2|x1,x2, yl) = Py2|X1 (92|$1)' (494)

En effet, par hypothese on doit avoir

Py, 20,203, (0[0, 2, 1) 0.8, (4.95)
Pyyix o (0], 22,91) = 0.2, (4.96)
Py, a2, (110, 22,51) = 0.2, (4.97)
Py, a0, (1L 22,51) = 0.8, (4.98)

quelles que soient les valeurs de X etys de); ce quiimplique que l'identité4.94) est bien vérifiee.

La loi conjointePx, x,,y,,y, peut donc étre obtenue directement a partitde v, y, et dePy,|y, comme
indiqué a la Tablet.4 La connaissance de la loi conjoini&, v, y,,y, permet de répondre a de nouvelles
guestions.

Par exemple, sachant que nous obsergans- 1 (les deux pieces sont probablement tombées du mérag cot”
et que), = 0 (la premiére piece est probablement tombée sur pile,e= 0), quelle est la probabilité que la
seconde piece soit tombée sur pile, i.e. quelle est lawaePy, |y, y,(0[1,0) ?

On calcule a partir de la Tabte4 que
P, v, 3,(0,1,0) = 0.180 4 0.005 = 0.185,

et que
Py, 3,(1,0) = 0.180 + 0.020 4 0.005 + 0.045 = 0.250,

et on en déduit que
0.185
P 1 = ——=0.720.
walv1,32 (0[1,0) = =0
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4.4.1.4 Synthese

La construction de modeles probabilistes utiles dans pgdiGations nécessite souvent la manipulation d'un

nombre important de variables aléatoires, et bien soulest nécessaire de faire évoluer le modéle au fur et &
mesure en introduisant de nouvelles variables aléat@témsi en mettant a jour les valeurs numériques postulée
a un moment, telles que la probabilité de tomber sur pilaé’piece ou la probabilité d’erreur d’'une observation

particuliere dans notre exemple jouet ci-dessus.

Une facon systématique de construire un modele prabtbdst la suivante:
m  On se fixe pour objectif de modéliser la loi conjointe desalgles aléatoires d’intérét.

= On introduit progressivement les variables aléatoiresda modéle, en exploitant a chaque étape lorsqu’on
introduit une nouvelle variable aléatoire les indéperds (connaissances structurelles) entre la nouvelle vari
able et celles déja introduites dans le probleme, pawtaj un nouveau facteur aussi simple que possible a
multiplier avec la loi conjointe des variables déja &as.

= On introduit, au moment ou I'on veut commencer a faire dérences probabilistes, les données numeériques
et connaissances de relations fonctionnelles entre Vasighour définir précisement les lois élémentairds qu
interviennent comme facteurs dans la loi conjointe desalséas qui sont concernées par I'inference proba-
biliste qu’on souhaite effectuer.

m  On exploite ensuite les opérations de marginalisation pwaoplifier les lois conjointes afin d’en éliminer des
variables, et pour calculer les probabilités associégvaleurs des variables d’intérét.

= On exploite la formule de Bayes pour établir des lois caaditelles entre variables qui ne peuvent pas di-
rectement &tre déduites des hypothéses décrivanbldégme, et pour répondre a des questions spécifiques
d’inférence probabiliste.

Cette démarche est complétée et tres fortement eargdi la théorie des modeles d’indépendances, et plus
spécifiqguement les modeles probabilistes graphiquegegmettent de formaliser les indépendances condition-
nelles qui peuvent et doivent coexister dans un modeleghibste donné, et ainsi de formuler des modéles
cohérents et d’inférer de facon systématique les autr@épendances conditionnelles valides dans un modele
donné [Pea8}

Les modeles probabilistes graphiques sont égalememtihé gee départ pour développer des algorithmes in-
formatiques efficaces permettant d’automatiser sur otelimdinféerence probabiliste, et sont encore aujourd’hu
un domaine de recherche tres actif mariant raisonnemehapiliste, statistiques, algorithmique et optimisation
notamment dans le cadre de I'avalanche de données renidpesiles grace a Internet.

Cette matiére fait I'objet d’enseignements plus avand&ans les sections qui suivent, nous en mettons en
évidence les idées principales dans le contexte ouddesevariables aléatoires sont discretes, la gésatan
aux variables continues pouvant se faire en principe avelggas précautions mathématiques mais sans perturber
l'intuition que nous souhaitons mettre en avant.

4.4.2 Marginalisation et conditionnement de lois de probabilités conjointes

Soit {Xy,... X,} un ensemble de variables aléatoires discretes définiesrs méme espace de probabilité
(,&,P) et soitPx, .. x,(x1,...,2,) la loi de probabilite conjointe de ces variables définiempimute con-

figurationzy, . .., z, des valeurs des variablgs, ..., &,.
4.4.2.1 Elimination de variables par marginalisation

L'opération de marginalisation est une opération @ataire qui consiste a éliminer une variable, disdfis
de {Xy,... X, } afin de déduire la loi conjointe des autres variables. Nasrons{X1, ..., [X],..., X}
'ensemble des autres variables.
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La loi conjointe des variables{X1, ..., [X%], ..., X, } s'obtient par le théoréme des probabilités total

PXl,...,[Xk],...,Xp(-Tla---a[l'k]v---7$p>: Z PXIW_,X,C_,MXP(xl,...,;L'k,...,xp), (499)

ol la somme porte sur toutes les valeurs possibles de bl@d), .

Partant de la description complete de laRyi, ... x, (1, ..., ,), On peut appliquer 'opération de marginal-
isation successivement sur plusieurs variables, powrid®t loi conjointe d’un quelconque sous-ensemble des
variables{ X}, ... A}, }. L'ordre dans lequel on élimine les variables n'a pas dimgance étant donnée la com-
mutativité de I'opération de sommation.

Retenons que I'opération de marginalisation permet @bt partir dePx, ... x, (21, ..., ;) la loi de prob-
abilité conjointe de n'importe quel sous-ensemble dealdeis de{ X', ... X, }, et que nous pouvons choisir
I'ordre d’élimination des variables qui nous arrange leux.

Par exemple, I'opération de marginalisation des var@ig X, sur la loi conjointe dePx, x,,y,.y, de la
Table4.4 nous fournit la loi conjointe”y, y,. On vérifiera que

vyla Y2 € {07 1} : Pyl,yz (yla y2) = 0.250.

Partant dePy, y, on en déduit ensuite quey, (0) = Py, (1) = Py, (0) = Py, (1) = 0.5, et aussi que les deux
variables); et), sontindépendantes, puisqug, y» € {0,1} on a

Py, v,(y1,y2) = Py, (y1) Py, (y2)-

4.4.2.2 Construction de lois conditionnelles

La loi conditionnelle des variables{ X1, ..., [Xk], ..., X, } étant donnée la variabl, est définie par
PX1 W_V[Xk]_’m_’;(p‘xk(ml,...,[a:k],...,xp|xk) = . (4100)
Son
obtention se résume par conséquent & une opération dgn@lgsation (les variable§X, ..., [X%], ..., Ay},
pour calculerPy, (x1)) et ensuite une division. Notons que la Bk, . (x,),...x,|x, (T1,- -, [T&], - - -, 7p|Tk)

n'est définie que pour;, de probabilitéPy, (xy) > 0.

On peut conditionner sur plusieurs variables, soit en un&sgpération, soit en effectuant successivement
cette opération dans un ordre quelconque. Cependangulors conditionne une loi conditionnelle sur une
nouvelle variable, il faut le faire en divisant par la tmnditionnellede cette variable par rapport aux variables
préalablement dans le conditionnement. On a par exemple,

A Pxy o x, (21, ,1p)

Py Xy Ay 2| Xy Xy (T s [Tl s Thy ], oo Tp Ty k) = Pr. v @rotny) (4.101)
k12 Xko \ k1 Lko

Cette loi peut-étre obtenue en conditionnnant d’abord&ydansPy, ... x,, puis en conditionnant suty, dans

Py, X, 1.%,| Xy, » OU bien dans l'autre ordre. En effet, on a
Prpoo,(@1eo2)) Pa )i, (@1 [ow s wplon,) 4.102)
PXkl 1 Xy (ks Thy) PXk2|Xk1 (Ths |, )
 Pry w20, (@1 @] @plak,) (4.103)

P, 17, (Th [ 2h2)
pUiSC]UEPXkl Xy ('Tkl ’ xkz) = Psz [ X%y (‘Tk2 |‘Tk’1 )PXkl (xkl) = PXkl [ Xk, (‘Tkl |‘Tk2)PXk2 (xkz )
4.4.2.3 Récapitulation

Enrésumé, les opérations de marginalisation et de tondement permettent de déduire de la loi joiRtg ... x,
les lois marginales et conditionnelles portant sur des-smgsmbles quelconques de variablegdie ... X, }.
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Notons qu’on peut effectuer les opérations de margirtaiset de conditionnementdans un ordre quelconque,
les propriétés du calcul de probabilités assurant quedeltat final est indépendant de I'ordre choisi.

4.4.3 Exploitation de la notion d’indépendance conditionnelle

Dans cette section nous développons la notion tres irmptaten pratique d'indépendance conditionnelle entre
(ensembles de) variables aléatoires.

4.4.3.1 Indépendance conditionnelle de deux variables étant donnée une troisieme

On dit que la variable X est independante de la variabl€) conditionnellementa la variable Z, ce qu
'on note parX’ L Y|Z, si

Va,y : Py yz(x,yl2) = Pxz(%]2) Py z(y]2), (4.104)

pour toute valeur de telle quePz(z) > 0. (Les lois conditionnelles ne sont pas définies lorsBgéz) =
0.)

LorsqueX L Y|Z onadoncPx y =(x,y,2) = Pz(2)Px z(x|2)Pyz(y|2), Si Pz(z) > 0 et cette identité
reste valable pour un choix arbitraire &z (z|2) et Py z(y|z) lorsquePz(z) = 0. Cela nous permet d’écrire
que

X LY|Z & Pyyz'= P;PyzPyz, (4.105)

ou I'égalité est interprétée de facon fonctionnellesens “presque srement”, et reste valable quels quet soie
les choix arbitraires concernant les lois conditionngliesr les valeurs de telles quePz(z) = 0.

Notons aussi que la définitiod.(L04 implique que si¥ L )| Z alors
Va : Pxjy z(2ly, 2) = Px|z(z]2) (4.106)
pour tout couple de valeugs = tel quePy z(y, z) > 0, ainsi que
Yy - Pylx,z(y|=’17a z) = Py\z(y|z) (4.107)

pour tout couple de valeurs = tel quePx z(z,z) > 0.

Il s'en suit que lorsquét’ L Y| Z, l'on a aussiPy y z = Py PzyPy|z €tPxy z "= PyPzxPyz.

En résume,
X1YZ o
Va,y,z: Pyy z(x,y,2) = Pz(2)Pxz(x|2)Pyz(ylz) (4.108)
= Py(y)Pzy(zly)Pxz(z|2) (4.109)
= PX(x)PZ‘X(z|x)Py‘Z(y|z). (4.110)

L'équation @.109 est obtenue en multipliant les deux membres4&q4 par Pz (z), puis le passage & (.09
est obtenu en observant qig (z) Py z(y|z) = Py z(y, z) = Py(y)Pz|y(z|y), et enfin le passage &.(10 se
déduitdePyz(z) Px|z(x|z) = Px z(w, 2) = Px(7) Pz x(x|y).

Notons que sE est une variable constante, alors elle est indépendanteitiautre ensemble de variables, et
'indépendance conditionnell® L Y| Z équivaut dans ce cas a I'indépendance simiplé ).

4.4.3.2 Indépendance conditionnelle entre ensembles de variables

La notion d'indépendance conditionnelle se généraistes ensemblegY;}}. {V;}1 et {Z;}] de variables
aléatoires. On dit que les variablég’; }7 sont (conjointement) indépendantes des variapdés{ condition-
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nellement aux variables deg;, }7 (noté pa{ X;}} L {V;}1{Zk}}), siVe1, ..., 2p,y1,...,yg0N A
PXl,...,Xp,yl,...,yq|21,...,37« (‘Tlv sy Tpy Yty e ayq|zlv RN ZT)
PXl,...,Xp|Zl,...,ZT($17 ceey ‘Tp|zla e ,Zr)Pyl,...,yq|21,...,zr(yl7 ceey yq|zl7 R ZT)7
pour toute configuratios, . . ., z, telle quePz, .z (z1,...,2.) > 0.

Il est important de noter les propriétés suivantes:

m Si{X ) L{Y;}1{2}], alorsVi=1,...,p,j =1,...,gonaaussi; L V;|{Z2x}}, et plus généralement
tout sous-ensemble de variables{de }} est indépendant de tout sous-ensemble de variablé¥dé con-
ditionnellement & toutes les variables{dg; }|.

m Si{X} L {Y;}]1{2k}], alors tout ensemble de fonctions de¥; } est indépendant de tout ensemble de
fonctions deg));}{ conditionnellement & toutes les variables{d®, }].

Par contre, il est tout aussi important de garder a I'espu {X;}) L {Y;}{|{Z2x}] n'implique pas que
{X Y] L {Y;}112k (ou plus généralement conditionnellement a un sousrehke propre d¢ Z; }, ou a ensem-
ble quelconque de fonctions des variableg dg}7).

En fait, “conditionner sur une ou plusieurs variables” peurtdre indépendantes des variables qui ne font
pas indépendantes, ou bien rendre dépendantes dedesgabsont indépendantes.

4.4.3.3 Expression de la loi jointe comme produit de facteurs simples

La loi de probabilité conjointe d’un certain nombre de ahtes aléatoires, disoRs; }; peut sefactoriser
de maniere générique sous la forme

Px, . x, = Px, Pxyja, Prs ), 20 Py, X1 (4.111)

et cette factorisation, dont les facteurs dépendent adriodans lequel on prend les variables, est vflide
guel que soit cet ordre.

Pour un ordre fixé de factorisation, on peut exploiter lé¢atiens d’indépendances conditionnelles entre les
variables du probléme, afin de simplifier cette expresstam.exemple, si on peut assurer giel Xy |[{x;}5!
on peut remplacer le factedy, x, ... x,, parle facteuPy, |, .. x, , dans cette formule.

Afin de simplifier au maximum, on peut essayer de détermioar phaque facteuPy,|x, ... x,_,, un sous-
ensemble de taille minimale de variables de I'ensenillg ‘™, disonsPa(X;, {1 },7!) tel que

X L ({271 Pa(X, {0} 1) | Pa(X;, { X ).

Une fois qu’on a déterminé pour chaque variabjeun tel ensembl@a(X;, {X;}01), on peut représenter la loi
jointe sous la forme suivante:

Pay,.x, = Pa Pxy paaes (21 P Paxs {2:32) P | paca, {201 (4.112)

Par exemple, dans le cas du double pile-ou-face bruité @deex observations, on peut se convaincre qu’en
prenant les variables dans l'ordkg, X5, V1, V> on peut factoriser la loi conjointe comme suit:

PX17X27)}17)}2 = PX1PX2P371\X17X2P372|X1’ (4'113)

puisqueX; L X> etque)s L {X2, V1}|X:. De plus, il n’est pas possible de simplifier plus encore igrénts
facteurs de cette loi, puisque (nous conseillons au leckewérifier)

m |le premier et le second facteur ne peuvent pas étre pludi@aen exploitant des indépendances, puisqu’il
ne font intervenir chacun qu’une seule variable;
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m |e troisieme facteur ne peut pas non plus étre simplifiesque); £ X |Xs, V1 L Xo| Xy, ety L {X), As}s

m enfin, le quatrieme facteur est lui aussi minimal en terneesainbre de variables retenues, puispjuel A} .

D’autre part, si pour ce méme probléme nous choisissofectigriser la loi jointe dans l'ordr@ , Vs, X, X
puis de la simplifier nous obtenons (nous conseillons aeleade s’en convaincre):

Pyl-,y27X27X1 = Pyl Pyszzlyl,Y2PX1D71,J727X2' (4114)

Cette factorisation conduit & une expression plus corapkgqjue la précédente, puisque le quatrieme facteur fai
intervenir 4 variables au lieu de 2. On constate donc quéid&dans lequel les variables sont considérées pour
construire une factorisation minimale a une influence saofaplexité des facteurs.

4.4.3.4 Indépendances numériquement instables

Lorsqu’on modélise un probleme en construisant la loi ddbabilité conjointe des variables d’intérét, comme
nous l'avons fait pour notre exemple du double pile-ou-faété, certaines indépendances (simples ou con-
ditionnelles) sont la conséquence directe des hypashétsecturelles du probleme, alors que d’autres peuvent
étre le fruit du choix des parametres numériques (p.ex.ptobabilites de tomber sur pile ou face d’une piece,
dans notre exemple). Ce deuxiéme type d'indépendancessigte pas a une petite perturbation des valeurs
numériques, et on peut donc les qualifier de numériquemstables. Nous allons illustrer cela dans le cas de
notre exemple.

Rappelons que nous avons montré plus haut que si les gi@cesquilibrées, nous avops | X ety L Xs.
Analysons ceci de plus pres, en supposant que les piesestglus parfaitement équilibrées. En d’autres termes,
supposons quésy, (0) = 0.5 + €1 et Px,(0) = 0.5 + €. Supposons par ailleurs que la valeur de la probabilité
d’erreurp associée a I'observation @4 vaut0.1 + e3. Pour fixer les idées prenoas = ¢5 = e3 = 0.05.

Avec ces valeurs nous obtenons que

Pr, x,.3,(0,0,0) = (0.5 + €1)(0.5 + €2)(0.1 + €3) = 0.045375 (4.115)
et
Py x,,3,(0,1,0) = (0.5 4 €1)(0.5 — €2)(0.9 — €3) = 0.210375, (4.116)
et donc
Pr, v,(0,0) = (0.5 4 €1) ((0.5 + €2)(0.1 + €3) 4 (0.5 — €2)(0.9 — €3)) = 0.25575. (4.117)

On calcule de méme que
PX1,3}1(1) 0) = (05 — 61) ((05 + 62)(0.9 — 63) + (05 — 62)(0.1 + 63)) = 0.24075. (4118)

En sommant ces deux probabilités on obtient dye(0) = 0.4965. On en déduit que); L X;, puisque

Py, 1, (0]1) = ijg’xyll((ll)’o) = 224075 — (.535, alors quePy, (0) = 0.4965. On peut se convaincre que pour

presque toutes les valeurs g, (0), Px,(0) etpona),y L X;.

On peut montrer, de la méme fagon, que dans la versiodééssiu probléme ona augsi f )., pour presque
toutes les valeurs dBy, (0), Px,(0) etp. Il s’en suit que la factorisation de I'equatiofh. {19 est fortuitement
liee au choix des parametres (pieces équilibréesdbipme), et que si on impose l'ordpg, V-, Ao, X la seule
factorisation stable vis-a-vis du choix de ces paransést la factorisation

Pyl-,y27X2-,X1 = Pyl Py2|y1 PX2|y1,y2PX1\Y1,Y2,X2’ (4119)

qui ne met en évidence aucune indépendance conditiennell

Par contre, la factorisation de I'equatigh13J reste valable quels que soient les choix des paramBi€$),
Px,(0) etp, car elle ne repose que sur les hypotheses structurellpobieme.
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R e @
(@) Pxy,x0,31, 31 = Py Py Py, |2y, 2, Pyy) 2, (b) Py, ,yy,25,2, = Py, Py, 1y, Py vy, 35 Py 131,30, %,

Figure 4.11: Deux graphes de factorisation de la loi joirterpe double pile-ou-face bruité

4.4.3.5 Graphes de factorisation et réseaux bayesiens
La factorisation d’une loi de probabilité peut se repriésede fagon graphique, de la maniére suivante:

m 0on associe a chaque variable un noeud dans le graphe @seafion,
m puis on choisit un ordre de factorisation,

m enfin on associe a chague noeud représentant une vargabi®éuds parents qui correspondent aux vari-
ables de conditionnement qui sont retenues dans le facdeacié a cette variable, compte tenu de I'ordre de
factorisation choisi.

Il est préféerable de représenter la structure du grapheeese basant que sur les hypothéses structurelles du
probleme, de fagon a garantir sa stabilité par rappditférents choix possibles des parametres numeériques

La Figure4.11lillustre cette idée pour notre exemple du double pile-aeefpour les deux ordres de factori-
sation analysés ci-dessus. Dans le graphe de droite, mouas eis en évidence la fleche qui disparaitrait si les
pieces étaient parfaitement équilibrées. Dans lelggajle gauche, on voit que les indépendances structurelles s
traduisent par I'absence d’un certain nombre de fleches.

Ces représentations graphiques de la factorisation ddiide probabilité s’appellent des “réseaux bayésiens”
Il s’agit d’outils de modélisation tres intéressantspeatique, et qui offrent un support tres riche pour effectu
des opérations d'inférence probabiliste de maniereraatique [Pea8§ Leur étude plus approfondie fait I'objet
d’autres enseignements.

4.4.4 Extension au cas des variables continues

Les idées qui ont été discutées dans cette section peévademment étre étendues au cas ou on souhaite
modeéliser la densité conjointe d’'un ensemble de vargatbatinues, en exploitant les propriétés d'indépendan
conditionnelle pour représenter cette densité corgosaius la forme d’'un produit de facteurs faisant chacun
intervenir un nombre minimal de variables et se prétarinéelence probabiliste (marginalisation et condition-
nement).

Par allleurs, dans de nombreux problémes on est amené&@liser les interactions entre variables aléatoires
dont certaines sont discretes et d’autres continues. Darsas encore, les mémes idées s’appliquent pour
modéliser des “densités” conjointes, portant & la faistes variables continues et discretes.

4.5 PROBLEMES ET APPLICATIONS

Nous re-discutons dans cette section les grandes clasggellémes types d’inférence probabiliste qui font
appel aux notions introduites dans ce chapitre, en ledrilospar des problemes génériques rencontrés dans la
pratique, puis nous revenons brievement sur la méthodéomee-Carlo.

4.5.1 Problemes types d’inférence probabiliste

45.1.1 Analyse de la fiabilité (probleme type de prédiction)

A la section3.12.1nous avons introduit les problemes d’analyse de fiabdit&'évaluation €conomique de
solutions techniques, en les modélisant a partir d'ufegiom entrée-sortie faisant intervenir une seule vaeiab
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d’entrée et une seule variable de sortie. Les notionsduoites dans le présent chapitre permettent d’étendre
ce type d’analyse au cas plus réaliste ou plusieurs Vasabentrée doivent étre prises en compte, et lorsqu’on
souhaite analyser plusieurs variables de sortie.

Par exemple, en analyse de la fiabilité, on souhaite gér@ent considérer 'ensemble des causes possi-
bles d'une panne, ce qui se traduit par un besoin de mod&ise conjointe de plusieurs variables aléatoires
“d’entrée”. Par exemple, dans un systeme technique dusiimique, réseau électrique, moyen de transport)
on souhaitera modéliser les effets externes (tremblesrdmnterre, tempétes, variations de la température, etc.)
aussi bien que les phénomenes internes (érosion, é&atigptures de composants, etc.). Par ailleurs, dans une
étude réelle, on souhaite généralement étudier lgpecot@ment du systeme par le biais de plusieurs “variatdes d
sortie”, par exemple la durée et 'ampleur de la panne einspacts écologiques, sociaux et économiques.

La résolution de ces problemes de prédiction peutdftextuée en trois étapes :

= Modélisation de la loi conjointe des variables d’enti@e. . ., X;,.

m Pour chaque variable de sorfig, Vi = 1,...,n, modélisation de la relation fonctionnelle
Yi = fi(xh" '7xpa)‘la' a)\K)

m Détermination des lois marginales des variaRlgset éventuellement de leur loi conjointe a partir desrinfo
mations précédentes.

La résolution du probléme pour différentes valeurs desables de desighy, . .., Ak, permet de comparer
plusieurs designs alternatifs, et en principe de choigsiofabinaison qui optimise les performances moyennes du
systéme selon le critere de performances choisi.

4.5.1.2 Estimation d’état (probleme type de diagnostic)

Le probleme de I'estimation d’état est un probleme deuiéstic qu’on rencontre de facon générique dans de
nombreuses applications. Ce probleme peut se formulea deahiére suivante : &tant donné un systeme sur
lequel on peut effectuer un série de mesures, commenidi@tr les valeurs de certaines grandeurs importantes
(et non directement mesurables) a partir des mesurefEssi

Par exemple, les réacteurs chimiques sont équipés deneamcapteurs, permettant de mesurer le débit, la
pression et la température a certains endroits accessiBes instruments fournissent des informations (géser
ment un peu erronées) de certaines grandeurs physiqussmjuiées a I'état “interne” du réacteur (équilibre,
température interne, rendement, etc.). Bien qu’on neespel mesurer directement ces grandeurs internes, on
souhaite exploiter les mesures pour en estimer les valesifgus probables.

Mathématiquement, ce probleme peut étre abordé de féengesuivante :

= On établit le modele du systéeme, qui relie les valeursvdeimbles externesy;,Vi = 1,...,n, aux valeurs
des variables interne¥,, . . ., X, sous la forme

Yi = hi(l'l,...,xp,)\l,...,)\]().

m On décrit les systemes de mesure des variables extermaedilisant les erreurs de mesure, c’'est-a-dire en
écrivant pour chaque variable externe un modeéle du type

Yiobs = Vi + Zi,
ou Z; est une variable aléatoire qui représente les erreursedenm de cette grandeur.

= On définit une loi de probabilit®z, .z, pourles erreurs de mesure (généralement, en supposaoeties-
ci sont indépendantes, et gaussiennes et de moyenne nulle)

= On définit une loi de probabilité a priofy, ... x, relative a I'état interne du systeme, par exemple une loi
uniforme sur le domaine de fonctionnement possible diesyst”
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= On construit un estimateur, c’est-a-dire un algorithmiecalcule les valeurs estimées

&; = Algo(y1,0bs, - - - > Yn,obs Pxy,...x,i Pzy oz, hay oo ),

a partir des valeurs mesuréggops, - - -, Yn,obs €t du modeéle probabiliste (spécifié de facon conjoirde p
Px, ... x, Pz, . .z, €th, ... «hy).

Une facon de spécifier un algorithme d’estimation d'etsiste a définir un critére de précision numérique :
par exemple on pourrait (et on le fait trés souvent en puadigouloir que I'erreur quadratique moyenne entre les
valeurs estimées; et les vraies valeurs; soit minimale.

Partant des notions introduites dans ce chapitre on peutrerau’un algorithme qui calcule; sous la forme
de I'espérance conditionnelle @& étant données les observationSps, - - - , Vn,obs €St la solution & ce probleme.
Cet algorithme réalise essentiellement une projectiavdeiablesY; sur I'espace des fonctions des grandeurs

2
observablesLylYobSV”_’ynyobs.

La capacité de résoudre ce probleme d’estimation tfiemet d’étudier la précision moyenne des valeurs
estimées des grandeurs internes, et par la de compasseynisi systemes de capteurs alternatifs en termes de
performances moyennes. C’est donc aussi un outil in@nég®ur la conception des systemes de capteurs.

4.5.1.3 Planification de la production (probléme type de prise de décisions séquentielles)

En planification de la production, on est amené a coordoheredécisions qui doivent étre prises successivement
dans le temps, d’'ou le terme dese de @&cisions équentielles

Par exemple, pour optimiser le bénéfice qu’on peut tirend’chaine de production de voitures, il faut s’assurer
de I'approvisionnement en matieres premiéres en &tdolit les contrats avec les fournisseurs (ce qui nécessite
une anticipation sur les ventes futures sur une certainegs), il faut choisir la politique de marketing (qui peut
s’adapter en prenant en compte la maniere dont les constaursaéagissent), et puis il faut aussi gérer la chaine
de fabrication (en fonction des stocks et des commandesigda &2 maximiser la valeur économique des ventes
réalisables sur une certaine période (seulement legresieffectivement livrées donnant lieu au payement de la
facture par le client).

Comme une partie des facteurs qui influencent la qualiteedairatégie de décision (combinant les décisions
aux differentes étapes) sont aléatoires, il est natledbrmuler ce type de probleme en faisant appel aux tech-
nigues probabilistes. En particulier, lorsqu’on doitidéc des contrats avec les fournisseurs, on voudra prendre
en compte les incertitudes qu’on a en ce qui concerne le cderpent futur du marché tout en exploitant le fait
gu’on pourra ajuster sa politique de marketing et en avab$itique de gestion de 'usine.

La modélisation de problémes de décisions séqueggipthsse par trois étapes essentielles :
m |dentification des facteurs exogenes (aléas), et degdelgrliberté endogenes sur lesquels on peut agir.

m  Modeélisation de la loi de probabilité des facteurs exwg® typiquement sous la forme d’une suite de variables
aléatoires faisant référence aux instants de tempssfaticcessifs (processus aléatoire, voir chapitresrsisiva

m Formulation d’'un probleme d’optimisation, faisant intenir une premiere série de variables relatives aux
décisions a prendre maintenant, puis une suite de vagalant les valeurs seront contingentes aux réalisations
futures des variables exogeénes (a choisir pamoléique de @cisionqui doit aussi tre déterminée).

Lorsque le probléeme peut-étre modélisé de fagon éisccomme c’était le cas du probleme du “Monty Hall”,
on peut se servir d’'un arbre de scénarios pour détermeseatécisions optimales, pour chaque scénario possible.
Dans les situations pratiques plus complexes, on peusertities techniques de discrétisation qui regrougent
priori des scénarios similaires, de facon a rendre le prob&oedable.

La modeélisation et la résolution de problemes de prisdé&ssions séquentielles en environnement incertain
repose directement sur les notions introduites dans ceatolapfait I'objet d’enseignements plus avancés dans
les cursus de Master ingénieur et informaticien.
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4.5.2 Méthode de Monte-Carlo

Au chapitre précédent nous avons introduit la méthoddaiete-Carlo pour estimer une intégrale simple du type
1, = fol g(z) dz au moyen de la formulg, = L5 | g(z;) ot les valeurs; sont obtenues par tirage uniforme
et indépendant dans l'interval@ 1]. L'écart-type de cet estimateur est donnéqalagr: \/iﬁag(x).

Cette technique peut directement s’appliquer au calcuimtégdrale multiple

1 1
Ig:/ / g(x1,...,zp)dey -+ day (4.120)
0 0
au moyen de I'estimateur
. 1 <
I, = E;g(xl,...,zp), (4.121)
1=
ou chaque terme est calculé en appliquant la fongtiam nombres aléatoires,, . . ., z,, tirés indépendamment
dans|0, 1]. L'écart-type de cet estimateur est encore donné par
1
Ohy = oK) (4.122)
De méme on peut approximer
1 1
Ig = / . / g(x1, .. xp) fa (e, ... xp) day - -+ dap, (4.123)
0 0
par
. 1 &
5];: ng(ml,...,mp), (4.124)
i=1
a condition que leg-tupleszy, . . ., z,, soient obtenus par tirage dans la loi joirfte(x1, . . ., zp).
Si on dispose d’une factorisation de la loi joinftery, . . ., x,), ces tirages peuvent se faire en exploitant cette
factorisation. Par exemple si les variablgssont indépendantes, le tirage d'pituple x4, . . ., =, peut étre fait

en tirant chague composantgindépendamment des autres selon sa loi margifialeDe facon plus générale
on tirera, dans I'ordre de la factorisation, les valeurs:deelon la 10ifx, x, ... x,_,, €n prenant en compte les
valeursry, ..., z;_1 des variables dont a déja tiré les valeurs.

Il estremarquable que la précision de cet estimateur de Monte-Carlo desijrdale multiple ne dépend pas
directement de la dimensignde I'espace sur lequel on integre, mais seulement de lan@ide la fonction
intégrées,. Puisque les techniques de quadrature (vues par exempiems@numérique) sont de complexité
croissante exponentiellement avec la dimengida méthode de Monte-Carlo est une alternative qui estesguv
tres intéressante d’un point de vue computationnel desprioblemes de grande dimension.

4.5.2.1 Sondage stratifié

Le sondage stratifie, dans sa version simple, consistmplaeer I'estimation directe par la méthode de Monte-
Carlo deE{g(X)} par la procédure suivante :

m  On suppose qu’on dispose d'une variable binaire auxilidiret qu’on est capable de tirer des échantillons
selon les distributions conditionnellgs| = (pour chacune des valeurs gec {0, 1}).

m OnestimeE{g(X)|Z} pour chacune des valeurs gec {0,1}, par Monte-Carlo.
= On combine ces valeurs par la formule de I'espérance totale

E{g(X)} = Pz(0)E{g(X)|Z = 1} + Pz(0)E{g(X)|Z = 1}.

Pour un méme nombre total d’évaluations de la foncjida variance de I'estimateur basé sur le sondage stratifié
peut &étre nettement plus faible que celle de I'estimateuvidnte-Carlo de base. De fait, cette variance dépend
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des variances conditionnelles glsachant qu& = 0 et sachant qu€ = 1, et du nombrey, etn, d’échantillons
utilisés pour estimer les valeurs @5 ¢(X)|Z = 0} et E{g(X)|Z = 1}.

Connaissant les variances conditionnelles de la varighd® peut d’ailleurs déterminer la maniére optimale
d’allouer un nombre donné d’évaluations de la fonction entre les deux sous-populations correspondant re-
spectivement aux deux valeurs possibles de la varigbleBien entendu, ce raisonnement peut s'appliquer
(récursivement) au cas ou l'information auxiliaife est fournie par une variable discréte prenant un nombre
fini quelconque de valeurs.

Exemple : enquétes d’opinion. Dans le domaine des enquétes d’opinion, on utilise trasest la tech-
nique du sondage stratifié.

Par exemple, si on souhaite établir le nombre moyen d’lsspae jour passés dans les transports en commun
dans un pays, on peut postuler a priori que ce nombre est dif&ent selon qu’on se trouve en zone rurale, ou
bien dans une grande agglomeération.

Intuitivement, on peut penser que les habitants d’une zorade utilisent tres peu les transports en commun,
I'espérance conditionnelle de la variable d’intérétrée donc proche de et la variance conditionnelle aussi; il
faudrait donc sonder un nombre relativement faible d'fzatist de zones rurales pour établir avec une bonne
précision le nombre d’heures que ce type d’habitant passeoyenne dans les transports en commun. De fagon
symeétrique, les habitants des grandes agglomératidrés@emment tendance a passer bien plus de temps dans
les transports en commun, avec une variance sans doutel@ié® que celle des habitants de zones rurales, mais
néanmoins plus faible que celle de la population géeéral

Si le sondeur dispose d’'un budgetxg@ersonnes qu’il souhaite interviewer, connait la taitle @ne bonne
idée de la variance des ces deux sous-populations, il jeueason effort de maniere “optimale” , en attribuant
a chacune de sous-populations un nombre de sondés d'plualevé que la variance dans cette population est
élevée, et d'autant plus faible que la taille de cette gmysulation est faible.

Suggestion: dterminer I'allocation optimale de sondages sur deux sous-populations de citoyens, de facon
minimiser la variance de I'estimateur composite de l&smce d’'une variable &latoire, en fonction des tailles
N7 et N, des sous-populations et des variances conditionnellea dariable é&tudée dans chacune des sous-
populations.

4.5.2.2 Combinaison de la méthode de Monte-Carlo et des techniques de régression

Les techniques de régression permettent de construir@desons de certaines variables aléatoires qui sont en
un certain sens les plus proches possibles d’'une variable (@f les sections précédentes). La statistique et
I'apprentissage automatique fournissent un panel deadethtrés larges pour construire ce type de fonctions a
partir d’'observations.

Cela veut dire qu’en pratique, lorsqu’on étudie le comgmignt d’'un systeme complexe, modélisé par une
fonctiony = f(z) (y etz étant potentiellement de dimension élevée), on disposgent de modeles approchés,
§ = f(z) qui conduisent & une estimation assez précise des spétast donné, dans le sens que{ (Y —))2}
est proche de zéro.

Si le modele approché(:c) est utilisable en simulation informatique, il est peu coutele déterminer les
valeurs et aussi I'espérance de la varighjalors que la détermination de la variaplgpeut nécessiter le recours
a des expériences colteuses en temps et en argent.

Dans ce cas, une bonne stratégie consiste a utiliser fegEsances disponibles pour construire un modele
informatique approché de la relation entrée-sorties puitiliser la technique de Monte-Carlo pour estimerdiéc
moyen entre la sortie du modele et la vraie vaFuet separément pour déterminer la valeurde’}.

Si le modeéle est suffisamment précis, 'égart ) sera faible et donc aussi de faible variance, ce qui se tradui
alors par une réduction importante du nombre de mesuresséires de la variak}épour estimer son espérance
avec la précision souhaitée, sachant que I'essenti€irdermation est obtenue au moyen de I'estimation de
E{ﬁ} par le biais de simulations informatiques peu colteuses.



5 VECTEURS ALEATOIRES ET
PROCESSUS ALEATOIRES GAUSSIENS

NB: La version compléete de ce chapitre sera rendu dispeeiblcours de semestre.

5.1 VECTEURS ALEATOIRES

Nous nous intéressons ici aux v.a. a valeurs dans I'espaci@ienR?. Nous introduisons d’abord quelques
notations et propriétés générales de telles variatéegoires, puis nous nous focaliserons sur I'étude detgurs
aléatoires gaussiens.

Ci-dessous nous indiquerons en gras les vecteurs (colpgimeatrices. Etant donné un vecteur ou une matrice
V nous noterons pa¥” le vecteur ou la matrice transposée. Etant donnée unéceatf nous noterons par
| M| son déterminant.

5.1.1 Généralités sur les v.a. vectorielles

Une v.a. vectorielle ou vecteur (colonne) aléataifeest une application mesurable de, £, P) dansR? muni
de sas-algebre borélienne (produit cartésiemde-algebres boréliennes sij.

La fonction de répartition d’un vecteur aléatoire est foretion deR? dansR définie par

A
Fx(xl,xg,...,xp):P(Xl<$1,...,Xp<xp), (51)
ou X; désigne la-eme composante d¥.
Si la densité existe, elle est définie par
AN 8pr
=—" 5.2
fX($17$2a 5"1‘1P) aml...amp ( )
On note pap (ou 4, Si Nécessaire; certains auteurs utilisent la notatipole vecteur colonne
E{Xx}
JAN .
p=B{X) = (5:3)
E{X}

ot
—
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dont les composantes sont les espérances mathémategjesamposantes d&’. Dans ce qui suit, nous sup-
posons que ces quantités existent (et sont donc finies).

On note pa (ou X 4, Si nécessaire) la matrigex p de variance-covariance définie par
AN
2= B{(X - p) (X -p)', (5.4)

ol I'opérateur d’espérance est appliqué élemenéfiament a la matricexX — p)(X — p)” dont I'élémenti, j
est la variable aléatoirgY; — 1;)(X; — ;). Dans ce qui suit, nous supposons que toutes ces grandéiesiex
(et sont donc finies).

L'élémenti, j deX vaut donc
Zi,j = COV(Xi; Xj) (55)

En particulier, on &, ; = V{A;}, puisque coyt;; ;) = V{X;}.

Il est important de noter que la matri2zest par définition symeétrique et semi-définie positiva.aen effet
Yy € RP que

y'Sy £ yTE{((X - )X -y (5.6)
= B{y"(X —p)(X — )"y} (5.7)
= E{ly"(x — ]} (5.8)
> 0, (5.9)

puisque I'espérance d’une variable positive (équatiof)) doit etre positive. Notons que le passage 5l€)(a
(5.7) est autorisé, car I'espérance d’'une combinaison lie@® variables est égale a la combinaison linéaire des
espérances de ces variables (pour autant que ces dersiéeat finies).

Remarquons aussi que
¥ =E{xXx"}y - pu. (5.10)

Eneffet,X; ; = cov(X; X;) = E{(Xi — 1) (X — ;) } @t E{(X; — pui) (X — i) } = E{X;X;} — papj, puisque
E{(X; — pa)py)} = 0, queE{pi(X; — pj)} = 0, et quel{ i} = puip;.-
5.1.1.1 Fonction caractéristique

On appelle fonction caractéristique du vecteur aléat&irc R? la fonction définieva € R? par
dx(a) = E{exp(ia’ X)}. (5.11)

La fonction caractéristique porte bien son nom, puisquecsaaissance est nécessaire et suffisante pour car-
actériser completement le comportement conjoint desBenble des variables aléatoires formant le veciéur

On démontre que les composantsiu vecteur aléatoir&” sont mutuellement indépendantes si et seulement
si la fonction caractéristiques se factorise comme suit:

px(a) = H dx, (as). (5.12)

5.1.1.2 Transformations linéaires

Soit A une matrice x p et X unv.a. deR?. AlorsY = AX est un vecteur aléatoire @¥'.
Onapy = Apy etSy = AN A"
Soitb un vecteur d&R? et X un v.a. deR?. Alors Z = b + X est un vecteur aléatoire @&,
Onapg=b+py etz =3,.
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5.1.1.3 Théoréme de Cramer-Wold

La loi de X est entierement déterminée par celles de toutes lesinaisbns linéaires de ses composaatés’,
Va € RP,

En effet, si nous connaissons la loi e= a” X', nous connaissons aussi la fonction caractéristiqu¥,de
c’est-a-direvt la valeur de la fonction

by (t) = E{exp(itY} = E{exp(ita” X}. (5.13)

Par conséquent, posant 1, nous connaisson# la valeurE{exp(ia” X} = ¢x(a), ce qui détermine la loi
deX.

5.1.1.4 Décorrélation

Puisque la matric& est s.d.p., elle peut étre diagonalisee au moyen d'umsftsemation orthogonale. Le
résultat de cette transformation donne un vecteur dteattont les composantes satécorrelees mais pas
nécessairement indépendantes. Cette opération senfaite-multipliantX’ par une matriced (de dimension

p x p) dont les lignes sont les vecteurs propresdile Les composantes du vectedr = AX sont alors les
projections deX sur les vecteurs propres de la matrice La matriceX,, est diagonale; elle comportera des
termes diagonaux nuls, si et seulement si, la maXi@st de rang inférieur a

5.1.2 Vecteurs aléatoires gaussiens

Définition. X € R? est (par définition) un vecteur aléatoire gaussigamensions (on not&” ~ N, (u, X),
ou X est la matrice de variance-covarianceXieet u sa moyenne), si toute combinaison linéaire de ses com-
posantea’ X', Va € RP, suit une loi de Laplace-Gaudé(a” u,a’ Za).

La propriété d'étre gaussien est donc invariante wésale toute transformation linéaire (rotation, dilaiat
translation,...) de I'espadg?. Cette propriété implique en particulier que toutes lesiposantes suivent des
lois gaussiennes (mais la réciproque est fausse).

5.1.2.1 Propriétés fondamentales

On a les propriétés fondamentales suivantes :

= Engénéral, s est une matrice x p etX ~ N,(u, ) un vecteur aléatoire gaussienég, alorsy = AX
est un vecteur aléatoire gaussieritde et on a) ~ N, (Au, AXAT).
(Suggestion : montrer qu’ est bien un vecteur a@htoire gaussien, en prouvant que toutes ses projections
sont bien des variablesé&atoires gaussiennes.)

m Dong, siy = a’ X alorsE{Y} = a’ pu, etV{Y} = a’ Xa, doncy ~ N(a® pu,a’ Ta).

m  On déduit de la propriété précédente que les distdhstmarginales (des composantesXesont les suiv-
antes :X; ~ N (u, ;) conformément a l'intuition.
(Suggestion : appliquer la progtée precedente au vecteur de composantes; = J; ;.)

m Les composantes d& sont mutuellement indépendantes si, et seulemer &st une matrice diagonale,
c’est-a-dire si les composantes sont décorrélées aelexix.
(Suggestion : montrer que si les variables sontéipendantes alors la matricE est bien diagonale; la
demonstration de la&ciprogque exploite les prog#iés de la fonction caraétistique.)

m LorsqueX est réguliére, et seulement dans ce cas, la densite etisaut

1 1

N = e e (2

(X —p)'="Hx - u)) : (5.14)
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5.1.2.2 Distributions conditionnelles

Dans ce qui suit, nous supposons que la maficest non singuliére, afin d’éviter des complications daos n
formulations. Nous invitons le lecteur a regarder comnoemtaines formules devraient étre mises a jour si la
matriceX est singuliére.

Si on partitionneX en deux sous-vecteuss; et X; ak etp — k composantes, respectivement de moyennes
Ky lpy

P { ?Xf; } (5.15)

la moyenne se partitionne selon

= [ Z; ] , (5.16)

et la matrice de variance-covariance se partitionne selon

i1 X2
3= ’ ’ 5.17
[ Sy, Sy ] ®.17

Notons que sk est non singuliére, alors il doit en étre de mémele.
La loi conditionnelle deX; lorsqueX';» est connu est alors une Gaussieniedimensions

m d’espérance conditionnelle
E{X1|X2}:M1+21,22§7§(X2*M2)- (5.18)

m de matrice de variance-covariance conditionnelle

Yiap=%11— 21,2257%22,1- (5.19)

On constate donc que I'espérance conditionnelle est umetifm affine deX's et que la matrice de variance-
covariance conditionnelle ne dépend pas de la valeur gle

5.1.2.3 Cas particulier : p =2

Dans le cas particulier opl= 2 on a

s=| o poo (5.20)
pPO102 U% ’ '

ou
A COV{ A, Ao}

0102

p

est le coefficient de corrélation linéaire.
La distribution conditionnelle d&’; étant donné&Y, est alors

X —
(X[ X2) ~ N +P012Tu2,01 1—p?). (5.21)
2

La densité n’existe que §| < 1 dans ce cas particulier.

5.1.2.4 Remarques et interprétations

On voit que la distribution Gaussienne est fortement &iéla notion de linéarité. Une distribution Gaussienne
est en effet une distribution qui garde sa structure Gaussitorsqu’on effectue des transformations linéaires.
D’autre part, pour des variables conjointement Gauss&iiespérance conditionnelle est une fonction lingaire
et la matrice de variance-covariance conditionnelle eépendante de la valeur de la variable qui conditionne.
Enfin, il est possible de diagonaliser la matrice de varisomriance au moyen d’une transformation linéaire
(orthogonale). Une fois diagonalisée, les composantesiadépendantes, ce qui veut dire que dans le cas
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Figure 5.1: Loi normale dari&? avecy = (00)7 etX = Diag(1 1) : fx,x, (71, 22) = %e< : )

de distributions Gaussiennes la notion de dépendancebifiste et celle de dépendance linéaire coincident
essentiellement.

Enfin, on voit que pour un couple de v.a. conjointement Gausss, le coefficient de corrélation linéagire
mesure la dépendance entre celles-ci. Il est nul si, eeés®aiit si, les v.a. sont statistiguement indépendantes; il
vaut 1 si, et seulement si, 'une des variables est une fomtitiéaire de I'autre. Enfin, il prend une valeur non
triviale si, et seulement si, les deux variables peuvenxipsimer sous la forme de deux combinaisons linéaires
lineairement independantede deux v.a. gaussiennes indépendantes.

Nous verrons dans I'annexe sur les statistiques que laghdisbns Gaussiennes jouent un role tres important
en estimation statistique, notamment a cause des fordgsiptés mathématiques qui les caractérisent. Pour te
miner, signalons que le théoreme central-limite forenzitdessous s’applique également au cas des v.a. Gaussi-
ennes dé&R?.

5.1.3 lllustrations et applications

5.2 FONCTIONS ALEATOIRES ET PROCESSUS STOCHASTIQUES
5.2.1 Notion de processus stochastique

5.2.2 Processus gaussiens

5.2.3 Illlustrations et applications
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Appendice A

Théorie des ensembles et analyse
combinatoire

Cette appendice a pour objet de rappeler quelques notiemeétaires de la théorie des ensembles et d’analyse
combinatoire.

A.1 LOIS DE DE MORGAN

Les lois dede Morganexistent sous deux variantes équivalentes, a savoir enrsgon ensembliste et une version
logique.

On a, dans la version logiquél ( B désignent des propositions logiques quelconques)

~(AAB) = (=AV-B)et~(AV B) = (~A A —B). (A1)

On a, dans la version ensembliste (3 désignent des sous-ensembles quelconques d’un ufilyers

(AN B)° = (A°U B°) et(AU B)° = (A° N B°). (A.2)

Ces lois restent vraies pour un nombre quelconque d’enssnijimlopositions). Par exemple, pour une collec-
tion denombrables de partigs de{2 on a

(U Ai) = A4s. (A.3)

A.2 CARDINALITES ET DENOMBREMENTS

A.2.1 Cardinalités

Dans cette section nous rappelons la notion de cardirdilite ensemble et nous dérivons les formules utiles
d’analyse combinatoire.

Nous désignons pa&f 'ensemble des nombres naturels (y compyist parlN, I'ensemble des naturels stricte-
ment positifs.

Al



A2

Un ensembled est fini, si et seulement si il est vide ou peut étre mis erctiga avec un ensemble du tyfje
{1,...,n} (n € Np). On note| A| sa cardinalité; dans le premier cas elle vadans le second cas elle vt
n.

Un ensemble est dénombrable, ssi il peut étre mis en lujeaeivec une partie dd. S'il peut &tre mis e
bijection avedN nous dirons qu’il est infini deénombrable; dans ce cas iltpes fini.

On montre que toute union dénombrable d’ensembles déradni@s est elle aussi denombrable; en particulier
'ensemble) des rationnels est denombrable.

Soit A un ensemble. On désigne pa¢A) 'ensemble des parties (ou encore sous-ensembled) & A est
fini, P(A) I'est aussi et on #P(A)| = 214, Par extension on utilise aussi la notatihpour désigner I'ensemble
des parties d’'un ensemble quelconque (pas nécessairénigret on utilise aussi la notatigm | pour désigner
la cardinalite de A: deux ensembles sont dits de méme cardinalité, s'ils @etitre mis en bijection.

On a|2"| = |R|, et on montre qu’en toute généralité on a

|[AUB|+|ANB|=|A|+|B|.

Si A et B sont finis, alors
[Ax B| = |A]-|B].
A.2.2 Dénombrements

Dans cette section nous considérons la cardinalité diabtes finis construits a partir d'un ensemble finde
cardinalitén = |AJ; k désigne un nombre entier positif ou nul.

A.2.2.1 Tirages avec remise

Un k-tirage avec remise dankest un élément (uh-tuple) deA”.

OnadondA*| = |A|* = n* tirages sans remise différents.

En effet, pour = 1, ..., k on peut choisir un élément quelconque parmiilate A.
On appelle aussi un tel tuple un arrangement avec rapéditeventuelles).
Notons qu’unk-tuple de longueur nulle (i.e. avéc= 0) s'identifie a la liste vide; par conséquédf’ | = 1.

A.2.2.2 Tirages sans remise

Un k-tirage sans remise darsest un élement (uk-tuple) deA” tel que toutes ses composantes soient differentes.
On appelle aussi ce type de tuple, un arrangement santiticag et on désigne pad® le nombre de tels ar-
rangements.

Sional <k <n,ona

En effet, pouti = 1, ..., k on peut choisir un élément quelconque parmiles(i — 1) de A non encore choisis.
Par ailleurs, pouk = 0 on aA%X = 1 et pourk > n on aAk = 0.

A.2.2.3 Permutations (sans répétitions)

Une permutation del sans répétition est un tirage sans remiseAleléments ded.

Iy adoncAl = n! permutations différentes dé. I
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A.2.2.4 Permutations avec répétitions

Il s’agit de choisir un tuple de longuedr ", n;, composé de, copies de chaque élémentde A.

Le nombre total de choix possibles est

(X ma)!

n | *

On démontre cette formule en considérant les permutatitun ensemble composé de copies de chaque
éléement deA, puis en remarquant que ces permutations forment des tuplagants par permutation des
differents groupes de copies des eléementd de

A.2.2.5 Combinaisons sans répétition

Une combinaison sans répétitions keléments ded est un sous-ensemble de tailede A. On obtient le
nombreC* de combinaisons en remarquant que les arrangements gétisioas sont obtenus en permutant les
combinaisons.

Le nombre total de combinaisons sans répétition vaut donc

n!

G

Notons queZ” = 1 (la seule combinaison étant I'ensemiiéui-méme); de méme;? = 1 (la seule combinaison
étant 'ensemble vid@).

Le nombre de combinaisons dé&léments pris parmij est égal a la somme du nombre de combinaisons de
i — 1 élements parmj — 1 et du nombre de combinaisonsdeléments parmj — 1 :

Regle de Pascal

VO<i<j:Ci=C1+C_,.

(Suggestion :se convaincre que cette formule est bien correcte.)

Notons enfin que puisque les sous-ensemblesstent en bijection avec les combinaisons de taille quelcenqu
de A, on en déduit que







Appendice B
Notion de tribu borélienne

Cet appendice a pour objet de définir de maniere rigourkusetion de tribu (our—algebre) borélienne et
d’énoncer les propriétés les plus importantes des fomemesurables a valeurs réelles qui assurent la coté&re
de la notion de variable aléatoire.

B.1 o-ALGEBRES

Deéfinition: oc—algebre engendie
Soit 2 un ensemble et solf une collection de parties de (en nombre quelconque), ta—algébre en
gendrée paf3 est par définition la plus petite—algébre de? qui contient tous les éléments e (Elle
existe toujours et est unique). On la ne{d).

Il s’agit de I'ensemble des parties @aqui peuvent étre construites a partir des enseniBjes 5 en appliquant
les opérations de complémentation, d’union et d’intetis@ au plus un nombre dénombrable de fois.

Définition: oc—algebre produit

Soient(Q4,&1), ..., (2, &), n espaces mesurables, et soit le produit cartéfiea Q5 x --- x Q,
composé des-tuplesw = (w1, ...,w,) telsquevi =1,...,n: w; € Q;.

La o—algebre produit de§; est définie comme la—algebre engendrée sirpar I'ensemble

B:{B:Bl><---XBTL:(Vi:L...,TLZBiGgi)}.

La notion est graphiquement illustrée sur la figBré&
L'espace mesurable produit dg3;, &£;) est I'espace mesurabl€, o (B)).

B.2 TRIBU BORELIENNE SUR LA DROITE REELLE

Bg, la tribu bor élienne dansR est la plus petite tribu contenant I'ensemble des intezgadit semi
intervalles (ouverts et fermés, a gauche et a droite).

On peut montrer que c’est aussida-algebre engendrée par 'ensemble des intervales quigp¢secrire
sous la formeég, +oo[, olg est un nombre rationnel.

La tribu borélienne danB contient donc aussi tous les singletons, toutes les pdiriies, et toutes les parties
dénombrables di.

Nous désignerons pé#ti cette tribu.

B.1
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Ay A
Figure B.1: Un élément de lac—algébre produit des algebrdset 5

B.3 TRIBU BORELIENNE SUR UN ESPACE EUCLIDIEN

Brr, la tribu bor élienne surR™ est la la tribu produit:{ fois) de tribus boréliennes d&.

On peut aussi dire qu'il s’agit de la tribu engendrée pardamble de tous les hyper-rectanglesRde Elle
contient également toutes les parties denombrabl&'de

On démontre que la tribu borélienne dakis est aussi la tribu engendrée par 'ensemble de boules tsver
de centre et de rayon rationnels.

Nous désignerons p#ir~ cette tribu.

Notons queBg~ forme un ensemble de parties tres riche®ée Néanmoins, on peut demontrer qu'’il existe
des parties d&™ qui n'appartiennent pas a la tribu borélierifig. .

B.4 FONCTIONS MESURABLES A VALEURS REELLES

Soit (2, £) un espace mesurable, et soig¢ret g des fonctions a valeurs réelles définiesQuiOn a les résultats
suivants:

m fest(€, Br)-mesurable, s8iz € R, 'ensemble{w € Q@ f(w) <z} € E.

m [ constante suf2 implique quef est(&, Br)-mesurable

14 (fonction caractéristique de I'ensemblg avecA C Q est(&, Br)-mesurable, si et seulementsic £

f etg (€, Bg)-mesurables, implique que

- f+gest(&, Br)-mesurable
- fgest(&, Br)-mesurable
—  max(f,g) etmin(f, g) sont(&, Br)-mesurables

Si(Q,€) = (R™, Bgn), alorsf continue impliquef mesurable.

B.4.1 Fonctions a valeurs vectorielles

Soientf;,i = 1,...,n des fonctiong&, Br )-mesurables.
Alors on montre que la fonctiofi = (f1, ..., f.) est(&, Brn )-mesurable.

Réciproquement, si une fonctigrest(&, Br- )-mesurable, alors les fonctiopsqui correspondent aux com-
posantes dg sont touteg€, Br)-mesurables.

D’ailleurs g est(€, Bgn )-mesurable, ssi(x1, ..., z,) € R, I'ensemble{w € Q : g;(w) < 2;} € €.
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B.4.2 Suites de fonctions mesurables

Si la suitef,, de fonctions mesurables converge ponctuellement versamotidn f, alors f est aussi mesurable
(on suppose que les fonctions sont a valeurs @dr)s La convergence ponctuelle signifie due € 2, la suite
fn(w) deR™ converge verg (w).






Appendice C
Petite histoire du calcul des probabilités

Le développement du calcul des probabilités est une dissdygllles aventures de I'histoire de la science.

Nous reproduisons ci-dessous des extraits de I'etudditdire du calcul des probabilités, depuis les origines
jusqu’a notre temps, fournis par différents auteurs.

Nous recommandons aussi au lecteur intéressé la ne@feay03 pour une lecture critique et intéressante
des travaux sur le sujet.

Texte de Wikipediaextrait dehttp://fr.wikipedia.org/wiki/Probabilité

La probabilité (du latin probabilitas) est une évaluatitu caractéere probable d’'un évenement. En mathénesiqu
I'étude des probabilités est un sujet de grande impoetalotinant lieu a de nombreuses applications.

La probabilité d’un événement est un nombre réel cosngmire 0 et 1. Plus ce nombre est grand, plus le risque (ou la
chance, selon le point de vue) que I'événement se prodsisgrand. Si on considére que la probabilité qu’un lancer
de piece donne pile est égale a 1/2, cela signifie que, lsirme un trés grand nombre de fois cette piece, la frazpien
des piles va trés probablement tendre vers 1/2, sangjergjie la régularité de leur répartition. Cette notiopeigue

sera définie plus rigoureusement dans le corps de cetearticl

Contrairement a ce que I'on pourrait penser de prime abéible scientifique des probabilités est relativemenénte
dans I'histoire des mathématiques. D’autres domaineqjted la géométrie, I'arithmétique, I'algébre ou Ifasiomie
faisaient I'objet d’étude mathématique durant I'Antiigumnais on ne trouve pas de trace de textes mathématiques s
les probabilités. L’étude des probabilités a connu dalmreux développements au cours des trois derniers sienle
partie grace a I'étude de I'aspect aléatoire et en @aniprévisible de certains phénoménes, en particiéefdux de
hasard. Ceux-ci ont conduit les mathématiciens a dgpeloune théorie qui a ensuite eu des implications dans des
domaines aussi variés que la météorologie, la financa ohimie. Cet article est une approche simplifiée des cascep
et résultats d’'importance en probabilité ainsi qu'untdrisiue de l'usage du terme "probabilité” qui a eu plusseur
autres sens avant celui qu’on lui connait aujourd’hui ethéraatiques.

(..)

A l'origine, dans les traductions d’Aristote, le mot “prdh#ité” ne désigne pas une quantification du caractérataire

d’'un fait mais l'idée qu’'une idée est communément adrpsetous. Ce n’est qu’au cours du Moyége puis de la
Renaissance autour des commentaires successifs et désigigprs de traduction de 'oeuvre d’Aristote que ce terme
connaitra un glissement sémantique pour finir par desiém vraisemblance d'une idée. Au 16éme siécle puis au
17éme siécle c’est ce sens qui prévaut en particulies taprobabilisme en théologie morale. C’est dans la denei’
moitié du 17éme siecle, a la suite des travaux de Blaase#, Pierre de Fermat et Christian Huygens sur le prablém
des partis que ce mot prend peu a peu son sens actuel avévédgmpements du traitement mathématique du sujet par
Jakob Bernoulli. Ce n’est alors qu’au 19éme siécle queapip ce qui peut étre considéré comme la théorie nmeder
des probabilités en mathématiques.

(..)

La théorie de la probabilité classique ne prend réellgnsen essor qu'avec les notions de mesure et d’ensembles
mesurables q&mile Borel introduit en 1897. Cette notion de mesure estatétée par Henri Léon Lebesgue et
sa théorie de lintégration. La premiére version moéedn théoréme de la limite centrale est donné par Alexandr
Liapounov en 1901 et la premiére preuve du théoreme medest donnée par Paul Lévy en 1910. En 1902, Andrei
Markov introduit les chaines de Markov pour entreprendre généralisation de la loi des grands nombres pour une

C.1
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suite d’expériences dépendant les unes des autres. @bweshle Markov connaitront de nombreuses applications
entre autres pour modéliser la diffusion ou pour 'indéxatle sites internet sur Google.

Il faudra attendre 1933 pour que la théorie des probabikrte d’'un ensemble de méthodes et d’exemples divers et
devienne une véritable théorie, axiomatisée par Kobnog

Kiyoshi Itb met en place une théorie et un lemme qui porte som dans les années 1940. Ceux-ci permettent de
relier le calcul stochastique et les équations aux ées\partielles faisant ainsi le lien entre analyse et piibtésh Le
mathématicien Wolfgang Doeblin avait de son cété ébaume théorie similaire avant de se suicider a la déftigt

son bataillon en juin 1940. Ses travaux furent envoyégealiémie des sciences dans un pli cacheté qui ne fut ouvert
qu’en 2000.

Texte de Wikipedigextrait dehttp://en.wikipedia.org/wiki/Timelinef_probability and statistics
Timeline of probability and statistics
Before 1600

m 9th Century - Al-Kindi was the first to use statistics to dé@pencrypted messages and developed the first code
breaking algorithm in the House of Wisdom in Baghdad, basefterjuency analysis. He wrote a book entitled
"Manuscript on Deciphering Cryptographic Messages”, ammihg detailed discussions on statistics,

m  1560s (published 1663) - Cardano’s Liber de ludo aleae atteto calculate probabilities of dice throws,

m 1577 - Bartolomé de Medina defends probabilism, the vieatithethics one may follow a probable opinion even
if the opposite is more probable.

17th century

m 1654 - Pascal and Fermat create the mathematical theorploébpitity,
m 1657 - Huygens's De ratiociniis in ludo aleae is the first boaknathematical probability,

m 1662 - Graunt’'s Natural and Political Observations Madenugie Bills of Mortality makes inferences from
statistical data on deaths in London,

m 1693 - Halley prepares the first mortality tables statidifia@lating death rate to age.
18th century

m 1710 - Arbuthnot argues that the constancy of the ratio oertmfemale births is a sign of divine providence,

m 1713 - Posthumous publication of Jacob Bernoulli's Ars @otgndi, containing the first derivation of a law of
large numbers,

m 1724 - Abraham de Moivre studies mortality statistics arefthundation of the theory of annuities in Annuities
on Lives,

m 1733 - Abraham de Moivre introduces the normal distributmapproximate the binomial distribution in proba-
bility,

m 1739 - Hume’s Treatise of Human Nature argues that inducigeoning is unjustified,

m 1761 - Thomas Bayes proves Bayes’ theorem,

m 1786 - Playfair's Commercial and Political Atlas introdeagaphs and bar charts of data.

19th century

m 1801 - Gauss predicts the orbit of Ceres using a line of best fit

m 1805 - Adrien-Marie Legendre introduces the method of Isgstres for fitting a curve to a given set of observa-
tions,

m 1814 - Laplace’s Essai philosophique sur les probabitifends a definition of probabilities in terms of equally
possible cases, introduces generating functions and taptansforms, uses conjugate priors for exponential
families, proves an early version of the Bernstein - von Mligorem on the asymptotic irrelevance of prior
distributions on the limiting posterior distribution arfetrole of the Fisher information on asymptotically normal
posterior modes,

m 1835 - Quetelet’s Treatise on Man introduces social scistatéstics and the concept of the "average man”,
m 1866 - Venn's Logic of Chance defends the frequency intéaicn of probability,

m 1877 -1883 - Charles Sanders Peirce outlines frequerdisttits, emphasizing the use of objective randomization
in experiments and in sampling. Peirce also invented amaiy designed experiment for regression,

m 1880 - Thiele gives a mathematical analysis of Brownian amtintroduces the likelihood function, and invents
cumulants,
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1888 - Galton introduces the concept of correlation.

20th century

1900 - Bachelier analyzes stock price movements as a storhescess,

1908 - Student’s t-distribution for the mean of small saragdablished in English (following earlier derivations
in German),

1921 - Keynes' Treatise on Probability defends a logicatriptetation of probability. Wright develops path
analysis,

1928 - Tippett and Fisher’s introduce extreme value theory,

1933 - Andrey Nikolaevich Kolmogorov publishes his book Bamtions of the calculus of probability (Grundbe-
griffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung) which containsgiomatization of probability based on measure theory,

1935 - R. A. Fisher’s Design of Experiments (1st ed),
1937 - Neyman introduces the concept of confidence intemstiatistical testing,
1946 - Cox’s theorem derives the axioms of probability frame logical assumptions,

1948 - Shannon’s Mathematical Theory of Communication ésfitapacity of communication channels in terms
of probabilities,

1953 - Nicholas Metropolis introduces the idea of thermaaigit simulated annealing methods.
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